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Este libro, Dinámica, es el segundo volumen del texto MECÁNICA PARA INGENIERÍA 
y Sus Aplicaciones, que expone en la forma más clara y útil los principios de la mecánica bási- 
ca para las carreras de ingeniería. La obra contiene una cantidad muy extensa de material, 
ya que se diseñó para proporcionar a los profesores de las diferentes instituciones, la facilidad 
de realizar una amplia selección y acrecentar así el enfoque medular de la materia. 

Al escribir este libro, los autores han seguido una línea fundamental: elaborar la obra 
en la misma forma en que se enseña el curso. Para este fin se han incluido muchas notas ex- 
plicativas al calce de página, y numerosas Preguntas se intercalan en el desarrollo de las diver- 
sas partes de los capítulos. (Las respuestas respectivas se dan al final de cada capítulo.) Dichas 
interrogantes son del mismo tipo que las formuladas en clase;para su cabal aprovechamiento 
deben considerarse como “tareas en casa” formales, y las respuestas se habrán de consultar 
sólo después de tener en mente la que se considere apropiada. Las preguntas tienen por objeto 
despertar la reflexión acerca de puntos dificiles y destacar los principios básicos de cada parte 
de la exposición. ES 

Además de las preguntas intercaladas, al término de cada capítulo se presenta un Cues- 
tionario de Repaso, del tipo “Verdadero o Falso”, con sus contestaciones. Están destinadas 
tales cuestiones a la discusión en clase o al trabajo personal de cada estudiante. Problemas 
para tarea con grados variables de dificultad, aparecen al final de cada sección principal de 
capitulo. Existen más de 1 150 de tales ejercicios, y las Respuestus a los Problemas de Número 
Impar figuran en la terminación del libro, antes del Índice. 

Existen varias razones (además del descuido), de por qué puede ser difícil, en una prime- 
ra resolución, obtener la respuesta correcta a un problema o ejercicio dejado como tarea. Tal 
problema puede requerir la aplicación de pericia en las matemáticas avanzadas. Ejercicios con 
una o más de esas características se señalan con asterisco. 

Algunos ejemplos y problemas se presentan en las Unidades SI (del Sistema Internacional 
de Unidades), pero en otros se utiliza el sistema técnico usual todavía en Estados Unidos. Mien- 
tras este país se adapta lenta y penosamente a la consideración y uso general de las unidades 
métricas SI, hemos visto en nuestras actividades de consultoría que una gran cantidad de tra- 
bajos técnicos se efectúan aún utilizando las unidades tradicionales de origen inglés (que aquí 
se designan como ““US”). Para los ingenieros resulta más fácil todavía pensar en libras en 
vez de newtons, y en pies en lugar de metros. Creemos que los estudiantes de Estados Unidos 
serán mejores profesionales en ingeniería, ciencias, etc., si están perfectamente familiari- 
zados con ambos sistemas de unidades, en especial durante los próximos diez o quince años. 

Los temas de la dinámica son ricos y variados en sus múltiples aplicaciones; resulta, por 
consiguiente, de importancia que el estudiante desarrolle una destreza para modelar en forma 
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realista los problemas de ingenieria. Por ello se ha incluido un gran número de problemas 
técnicos reales en los ejemplos y los ejercicios. Conscientes de las hipótesis y de las limita- 
ciones inherentes al modelo, los métodos de resolución implican una inapreciable destreza 
que sólo puede desarrollarse dedicándose con ahínco a la solución de problemas fuera del aula. 
Sólo de esta manera podrá el estudiante lograr la percepción y creatividad necesarias para la 
resolución de problemas en la ingeniería. i ' 

En el Capítulo 1 se expone la cinemática de una partícula (o punto material de un cuer- 
po). La cinética asociada a partículas y centros de masa de cuerpos se describe lógicamente 
en el Capitulo 2. Aquí se verá que no se ha interrumpido en absoluto el modelo de un cuerpo 
según el ‘‘punto material”. Puesto que el estudiante de ingeniería tratará en su actividad pro- 
fesional con cuerpos de dimensiones finitas, creemos importante presentar lo más pronto po- 
sible, las ecuaciones de movimiento válidas para tales entidades. Así pues, las leyes de Euler 
se han utilizado como base para la cinética, lo cual proporciona una presentación compacta 
de los principios generales, sin que —de acuerdo con nuestra experiencia y opinión— se pier- 
da comprensión alguna por parte del estudiante. Esto no significa abandonar el modelo. de 
punto material que tan importante función desempeña en la física clásica, y que puede ser 
aplicado a un gran número de problemas de ingeniería. Como se verá en el Capítulo 2, sin 
embargo,, estos problemas pueden ser atacados directamente mediante la ecuación de movi- 
miento del centro de masa de un cuerpo, sin menoscabo del punto de vista de que un cuerpo 
tiene dimensiones finitas. Los problemas dé trayectoria comprendidos a veces en la cinemáti- 
ca de partículas, quedan incluidos también en este capítulo sobre cinética, dado que para su 
formulación una ley del movimiento, es esencial. ' 

El movimiento de un cuerpo rígido en el plano se trata en detalle en la parte central del 
libro: la cinemática en el Capítulo 3 y la cinética en los Capítulos 4 y 5. El tema del rodamien- 
to se discute en el: Capítulo 3 después de exponer las ecuaciones de velocidad y aceleración 
con respecto a dos puntos de un cuerpo rígido. Además, se estudian las ecuaciones de veloci- 
dad y aceleración del movimiento de un punto en relación con dos marcos de referencia (“marcos 
móviles”*) en el Capítulo 3 (cinemática en el plano) y el Capítulo 6 (cinemática tridimensional 
o general), después de que se presenta al estudiante el conocimiento del vector velocidad angu- 
lar, que se trata en estos capítulos. 

El Capítulo 4 analiza la cinemática en el plano a partir de las ecuaciones de movimiento, 
formuladas con la ayuda del diagrama de cuerpo libre del objeto en estudio (es decir, con 
un esquema del cuerpo en el que se indican todas las fuerzas y momentos externos, pero sin 
incluir los vectores que expresan aceleración). Así pues, el diagrama de cuerpo libre tiene el 
mismo significado en dinámica que en estática, lo cual facilita al estudiante la transición a 
temas de mayor grado de dificultad. Los momentos de inercia y los productos inerciales se 
exponen justo donde aparecen en el desarrollo de la cinética. Esta presentación dota a los estu- 
diantes de una mejor apreciación de estos conceptos, así como de una comprensión histórica, 
al considerar dichos temas según el mismo camino que siguieron los antiguos maestros. 

El Capítulo 5 está dedicado a la resolución de problemas de la cinética de cuerpos rígidos 
en el plano, con algunas soluciones especiales, aunque generales (o integrales), de las ecuacio- 
nes de los Capítulos 2 y 4. Tales nociones se conocen como principios del trabajo y la energía 
cinética, del impulso y la cantidad.de movimiento (ímpetu o moméntum), y del impulso y la 
cantidad de movimiento angulares. 

Los Capítulos 6 y 7 tratan extensamente de la cinemática y la cinética de cuerpos rígidos 
en tres dimensiones. No hay una extensión lineal natural del movimiento plano al movimiento 
general, y la causa de ello es que el vector velocidad angular w depende en forma más comple- 
ja que “0 Ñ”, de los ángulos que se utilizan para orientar al cuerpo en el espacio de tres dimen- 
siones. Sabemos que si-los estudiantes comprenden lo relativo al vector w, no tendrán dificultad 
con el movimiento general de cuerpos rígidos. De modo que se empieza el Capítulo 6 con el 
estudio de w y sus propiedades. La definición de velocidad angular en tres dimensiones se de- 
sarrolla en forma motivadora mediante las relaciones entre las derivadas de un vector en dos 
diferentes marcos de referencia. Aunque este punto de vista suele asociarse a textos más avan- 
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zados (por ejemplo, los de Kane o Milne), se observó que los estudiantes del primer nivel de - 
enseñanza universitaria o superior, son suficientemente capaces de apreciar y capitalizar la ` 


amplitud y poder de este enfoque. En especial, ello permite al estudiante abordar en forma 
ordenada problemas atemorizantes, como el movimiento de sistemas de'engranajes y uniones 
de tipo universal para conectar ejes o árboles no colineales. 

El Capítulo 8 es una introducción a tres tópicos especiales en el área de la dinámica: vi- 
braciones, problemas de redistribución de masas, y movimiento debido a fuerzas centrales. 

, Hemos recibido un sinnúmero de útiles sugerencias de quienes impartieron un curso de 

dinámica utilizando como texto la primera edición de nuestro libro. Agradecemos en especial 
sus aportaciones a Lawrence Malvern, University of Florida, y a Michael Bernard, nuestro 
colega en Georgia Tech. Así mismo, nuestro agradecimiento a Don Berghaus, Charles Ueng 
James Wang, Wan-Lee Yin, George Rentzepis, Virgil Smith, John Papastavridis y Hyland 
Chen, por sus comentarios; y a Betty Mitchell, por la transcripción mecanográfica del ma- 
nuscrito. 

Queremos también expresar nuestra gratitud a los revisores de esta edición segunda: Don 
Carlson, University of Illinois en Champaign-Urbana; John Dickerson, University of South 
Carolina; Vincent Lee, University of Southern California; Patrick MacDonald, North Caroli- 


na State University; James F. Wilson, Duke University, y Han-Chin Wu, University of lowa. 
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2 Capítulo 1 Cinemática de puntos materiales o partículas 


1.1 


1.2 


Introducción 


Dinámica es el nombre general dado al estudio de los movimientos de cuerpos y de las fuerzas 
que acompañan o causan esos movimientos. La parte de la Dinámica que trata sólo con consi- 
deraciones de espacio y tiempo se llama Cinemática. La parte quetrata con las relaciones en- 
tre fuerzas y movimientos se llama Cinética; como estas relaciones implican consideraciones 
cinemáticas, es necesario estudiar primero la Cinemática. ` 

En este capítulo presentamos nociones fundamentàles de la cinemática de un punto mate- 
rial, o equivalentemėnte, de un elemento infinitesimal de materia. Usaremos con frecuencia 
el término partícula para tal elemento. Sin embargo, comọ veremos en el Capítulo 2, la pala- 
bra partícula'se usa con frecuencia con un sentido más amplio para denotar una porción de 
materia suficientemente pequeña, tal que no sea necesario distinguir las localizaciones de sus 
puntos materiales. Por supuesto, esta definición es vaga, de modo que para ciertos fines, un 
camión, un vehículo espacial, o incluso un planeta, puedenmodelarse adecuadamente como 
una partícula. 

La derivada de un vector respecto a un escalar (usualmente el tiempo) juega un papel 
fundamental en la cinemática. La Sección 1.2 se dedica a este tema poniendo énfasis especial 
al modo en que la derivada se encuentra ligada a un marco de referencia. A 

Los vectores de posición, velocidad y aceleración se definen en la Sección 1.3. Las formas 
que esos vectores asumen en el caso más simple del movimiento rectilíneo, se consideran en 
la Sección 1.4. El movimiento tridimensional descrito con coordenadas rectangulares y cilín- 
dricas se presenta en las Secciones 1.5 y 1.6. En la Sección 1.7 investigamos la relación entre 
velocidad, aceleración y geometría de la trayectoria recorrida por un punto (o partícula). 


Marcos de referencia y derivadas de vectores 
En la siguiente sección y a lo largo de todo el libro, estaremos derivando vectores; la derivada 
del vector de posición de un punto, por ejemplo, será su velocidad. En esta sección preliminar 
examinaremos el concepto de la derivada de un vector A, que es una función del tiempo t. 
La definición de dA/dt, que se escribe frecuentemente como 4 es muy sencilla: 


(1.1) 


Esta definición es muy pareciélf a la defiriición de la derivada de un escalar, por ejemplo 
dy/dx, que se trata en los textos de Cálculo Diferencial Lo que debemos observar en un vec- 
tor es que éste puede cambiar en el tiempo de dos maneras, en dirección y en magnitud. Esto 
significa que Aestá intrínsecamente unido al marco de referencia en el que se toma'la derivada. 

Para ilustrar esta idea, consideramos los dos puntos P y Q sobre la superficie de un disco 
fonográfico en la Fig. 1.1. El disco descansa sobre un tornamesa que gira en el sentido indica- 
do a, digamos 33-4- rpm. . 

Llamemos R al vector definido por el segmento dirigido que va de Pa Q e investiguemos 
que tan rápido cambia R en el tiempo al girar el tornamesa. Aunque percibimos que el disco 
y el tornamesa se comportan como un cuerpo rígido de modo que la distancia entre P y Q 
(magnitud de R) es constante, la mayor parte de nosotros estimaría que dR/dt es diferente 
de cero, debido a la dirección variable de R. Esta conclusión se deduce del hecho de que he- 
mos adoptado automáticamente al edificio (o a la Tierra) como marco de referencia. Si viajá- 
ramos sobre el tornamesa y no observáramos los alrededores, nuestra percepción sería que 
R es un vector constante y por ello su derivada sería nula. Entonces, R con respecto al torna- 
mesa es un vector constante y con respecto al edificio es un vector de magnitud constante, 
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` 1.2 Marcos de referencia y derivadas de vectores 3 


Figura 1.1 : 


pero con dirección variable. Se vı 
Se ve de esto que dR/dt no puede ser evaluada a menos de que 


_Necesitaremos varias relaciones entre derivadas de vectores que tienen sus análogas en 
el cálculo de escalares; estas relaciones se infieren directamente de la definición (Ec. 1.1). Si 


& es un escalar y A y B son funciones vectoriales de !, se cumple que 


A waj = (Ea + 5) (1.2 
SAs £,2 . 15) 
a (Eo) ea (5) E l (1.4) 
qt (e) + STE a (1.5) 


La primera y la segunda de esas ecuaciones permiten ser más específicos acerca de la ma- 
nera en que la derivación está unida el marco de referencia. Supongamos que €, ê, ê, son 
vectores* unitarios mutuamente perpendiculares, y que A, Az, Ay, son las oponentes es- 
calares correspondientes de un vector A de modo que 


A = Aê, + Aĉ, + Aê; y . (1.6) 


Si 3 es el marco de referencia** y Henotamos la derivada de A en 2 por medio de "4A/dt. 
entonces ' 


3A  fda,\' Ide) (dan: 
—= — e — kece J e 
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Nótese que podríamos usar cualquier conjunto de vectores base (vectores de referencia linealmente independien- 
tes) en cuyo caso A1, A2 y Az no son necesariamente componentes ortogonales de A. La Ec. (1.6) ilustra simplemente 
la elección más común de escalares y vectores base. Cuando tal es el caso, la magnitud de A, representada por |A] 
o simplemente A, es VA? + A} + A}. s 

+n s r . tos ` y 

En este libro los marcos de relerencia (cuerpos rígidos) se denotan por medio de letras mayúsculas de tipo 
manuscrito. Para la caracterización de puntos se usan letras mayúsculas de molde. Se hace así pues como se verá en 
el Capítulo 3, los puntos y los cuerpos rígidos tienen propiedades muy diferentes al moverse 

t A H 

Nótese que las derivadas de las componentes escalares de A, tal como dA 1/dt, no necesitan índices de referen- 


(1.7) 


“cia, ya que son las mismas en cualquier marco de referencia. 8 


4 Capítulo 1 Cinemática de puntos materiales o partículas 1.3 Posición, velocidad y aceleración 5 
El vector entre corchetes corresponde a la velocidad angular 


Si ahora escogemos €, €,, ê, con direcciones fijas en J serán constantes en ese marco y A g > i d 
ana ? i del disco (#) en el marco de referencia J. En capítulos posteriores 


-dA dA; dA, . dÀ, ~ l i veremos que es precisamente este producto vectorial lo que debe su- 
d dt er dt e + dt € (1.8) marse a “À para obtener "A. Aquí, por supuesto, A es constante 
oa respecto al tornamesa # por lo que se anula su derivada en 43 (o 
que es la forma más directa de expresar la derivada de un vector y su asociación intrínseca ; 1 sea “Å ). 


con un marco de referencia. Veremos ahora un ejemplo del uso de la ecuación (1.8), y supo- 
niendo que el lector está familiarizado con las ecuaciones (1.1) a (1.5), se pasará a la Sección 
"1.3 y aʻla descripción del movimiento de una partícula (punto material) P. 


o == 


— Problemas! Sección 1.2 AAA AAA A 


En los problemas 1.1 al 1.8, en unidades métricas e inglesas, E 12. 62 A 

se tiene quel, i k son vectores unitarios mutuamente perpen- 1.5 L = 5ti — P I+ PE k slug > pie/s 

diculares con direcciones fijas en el marco de referencia. En 
A cada caso £ es el tiempo'medido en segundos (simbolo: s, en 

el SI). Determine en 1 = 3 s la derivada (respecto al tiempo) 


A» Ejemplo 1.1 


ll 


Si la distancia de P a Q sobre el disco de 387 rpm de la figura es de * 
3 plg y si A es el vector de Pa O, encontrar 7A, en donde el marco 


4.6 L=e si + 815) slug + pie/s 


3 es la caja del tornamesa en la que se encuentran fijos los ejes x, del vector L. urb e ""i + 3'Î ke * m/s 
y, z). El segmento PQ se encuentra en la posición indicada (paralelo N s » ; 
a y) cuando í = 0. i Su L = 2f + 31% — 8tkkg'm/s . 18 L = 50î + 60 In tÎ kg - m/s 


L = 20 sen(nt/4]i — 20 /4)Ík slug - pi 
Da sen(rt/4)i cos(n1/4)k slug - pie/s 4.9-1.16 Silos vectores en los problemas anteriores represen- 


Solución 13% L = —100e72 + 20t) — 5t2k slug + pie/s . - “tan fuerzas F, evalúe la integral de cada fuerza en el interva- 
A 3 ` A lo de f = 2sa f = 5 s. [La unidad Sl es el newton (N) y 
En el iempo £ (en segundos), el vector A forma un ángulo 0 (1) con 1 L = 20 cosh(xt/4)i + 20 senh[xt/4)k kg - m/s la unidad U.S. es la libra (1b).] 


y igual a 


2 e ` i 
0 = oy(z): rad = 3.49t rad | í . à a 


A AD 
Í oy Posición, velocidad y aceleración «armas | 


El vector A, expresado en términos de los vectores unitarios Î y j en | 
las respectivas direcciones de x y y, tiene entonces la si uiente forma: : si $ Saa | 
P yy! £ ü f En esta pequeña pero importante sección, presentamos las definiciones de los vectores de po- g'i 
A = Sirenifl. E cos ñ l sición, velocidad y aceleración de'un punto material P al moverse éste relativamente a un mar- | 
j 1.8 co de referencia J. Es importante mencionar que en tanto que un marco de referencia se 
Note que los vectores unitarios no cambian de dirección en 7; usando identífica usualmente por el material que constituye el cuerpo de referencia (por ejemplo, la Ii 
; P y 7 A z f li 
ls ecuación (1.8) obtenemos: pe Tierra, la LaS el bastidor de un camión), el marco está en realidad compuesto de todos I 
j > esos puntos materiales más los puntos generados por una extensión rígida del cuerpo a todo i 
MA RS d0 d0 , m ps el espacio. Asi, por ejemplo, nos referimos a un punto sobre la línea central de un tubo recto 
=u À = 3 cos 0i — Ssn gr ¡ oy s como a un punto en el (o del) tubo. | 
j a Consideremos ahora un punto P que se mueve en una trayectoria como se muestra en I 
jl , = 3 cos(3.49t)|3.49Î — 3sen(3.49:)(3.49)5 q | 44 la Fig. 1.2. La trayectoria es el lugar geométrico de los puntos de 2 que ocupa P en el trans- | | 
Y j Ús 0 A oí + r; || curso del tiempo. Si seleccionamos un punto O de 3 como punto de referencia (u origen), | 
| = 10.5(cos 0i — sen 0j) plg./sec i NG Pd ES entonces el segmento dirigido de O a P se denomina Vector de posición de P en J y se designa | 
3 A S ai . Or Top- a l | 
Vemos de este resultado que è p ji : ag E 
1. En 0 =0, “A tiene la dirección x. b 
2. En ( = 1/2, 7À tiene la dirección. 
3. En 0 = n, "À tiene la dirección. 
4. En 0 = 3n/2,”A tiene la dirección y. | 
En los cuatro casos, así como en todos los ángulos intermedios, | 
la derivada de A en J es la del siguiente producto vectorial: | 
(Ó[—ÉJ] x A . . l = C3 os . 


Figura 1.2 Vector de posición para Pen 3: 
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La primera y segunda derivadas (respecto al tiempo) del vector de posición se llaman res- 
pectivamente velocidad (vp) y aceleración (ap) de los puntos Pen J: 


dr A 
Vp = a = fop (La magnitud de vp suele llamarse rapidez de P.)* 
(1.9) 
t 
d’top dv. 
dl dad ds (1.10) 


Las derivadas en las ecuaciones (1.9) y (1.10) se calculan en el marco 3, el único marco 
considerado aquí. Luego, sin embargo, necesitaremos a veces especificar el marco en que las 
derivadas, velocidades y aceleraciones, van a ser calculadas; usaremos para ello un índice co- 
mo en la ecuación (1.8) y escribiremos. e 


Vr = ior A (1.11) 


Cuando sólo esté implicado un marco, omitiremos la Y en ambos miembros y escribiremos 
una ecuación como la (1.11) en la forma de la (1.9). 

'A lo largo del texto hemos insertado preguntas para que el lector reflexione sobre ellas, 
(Las respuestas estan al final de los capítulos.) He aquí la primera: 


Pregunta 1.1. ¿Depende la velocidad y la aceleración de un punto P de: (a) la elección del. 
marco de referencia, (b) el origen seleccionado para el vector de posición? 


En este momento es razonable preguntarse porque no hemos introducido derivadas del vector 
de posición de orden mayor que el segundo. La razón es que las relaciones entre fijerzas y 
movimientos no implican a esas derivadas de orden superior, Como veremos después en el 
estudio de la cinética, si conocemos las aceleraciones de las partículas que constituyen un cuerpo, 
las leyes de fuerza y movimiento proporcionarán las fuerzas externas; pta S ra 
cuerpos rígidos, si conocemos las fuerzas externas, podemos calcular las aceleraciones, y Tie. 
go integrando dos veces, los vectores de posición. Las leyes de fuerza y movimiento son váli- 


das sólo en ciertos marcos de referencia; por tal motivo, algunos autores designan a veces al 


movimiento respecto a tales marcos como movimiento absoluto. No hemos usado nosotros ` 


aquí la palabra absoluto porque queremos enfatizar que la Cinemática expresa inherentemen- 
te relaciones entre geometría y tiempo, independientemente de cualquier ley que relacione fuerzas 
con movimientos. En Cinemática todos los marcos de referencia tienen la misma importancia. 
j Finalmente hacemos notar que las posiciones (o localizaciones) de puntos se establecen 
normalmente por medio de sistemas de coordenadas. Se presentan en las próximas tres seccio- 
nes los modos en que posiciones, velocidades y aceleraciones son expresadas en dos de los 
sistemas más comunes, el ortogonal (o cartesiano) y el cilíndrico. 


* (N. del R.) En la terminología físico-matemática en inglés se ha adoptado la convención trivial de llamar es 
(speed) a la magnitud de la (velocidad) (velocity). En la nomenclatura en español es mejor tratar el concepto de velocidad 
como los de aceleración, fuerza, etc. Cuando se requiere destacar su carácter vectorial (de magnitud y dirección) se habla 
concretamente de vector velocidad, vector aceleración, etc., como es el uso tradicional. 


rápidez'") 


4.17 Demuestre que la velocidad (y por consiguiente, tam- 
poco la aceleración) de un punto P en un marco I no de- 
pende de la elección del origen. Sugerencia: Derive la siguiente 
relación en 3 (Fig. P1.17): 


Top = Too: + Yo'P 


Figura P1.17 


En los Problemas 1.18 al 1.22, i, j, k son vectores unitarios 
mutuamente perpendiculares con direcciones fijas en el marco 
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Problemas Sección 13 —_— ———— 


de referencia; v, es la velocidad de un punto P en movi- 
miento en el marco; / es el tiempo en segundos. Determine 
para f = 2s, la aceleración del punto para la velocidad dada. 


1.18 Yp = 2% — 34 km/s 


, mts Al. 
-0.1 a oos Jat 
1.19 Yp = 20e (sen qe gosa i) pie/s 


el) 
» 
> 


1.20 Y= 


mt, ma. 
1.21 Vp = t| sen— i+ A] pie/s 
1.22 vp = 50 9% — 40 0 k m/s 


1.23-1.27 El desplazamiento de un punto durante un inter- 
valo de tiempo de f} a 1, se define como la diferencia de 
los vectores de posición esto es r (f3) — r (11). En los pro- 
blemas 1.18 al 1.22, determine el desplazamiento y la 
magnitud del mismo en el intervalo del =4sat=6s. 


En esta sección estudiamos problemas en los que el punto P se mueve a lo largo de una línea 


recta en el marco de referencia J. Esta situación se denomina movimiento rectilíneo y 
la posición de P puede expresarse con una sola coordenada x medida a lo largo de la recta 
fija sobre la que se mueve P (Fig. 1.3). 

El vector de posición de P es simplemente, 


Top = Xi 


(1-12) 


en donde el vector unitario Î es paralelo a la recta como se muestra en la Fig. 1.3, y por ello 


Recta e 


Figura 1.3 
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q 


Solución. 


= 3 
x= ft 


la 


La aceleración de un punto P en movimiento rectilíneo está dada por l 
la ecuación X = 5 1? m/s, con las condiciones iniciales: % (0) = 2 
m/s y x (0) = — 7 m. Encuentre x (1). 


Observemos que este es el problema de un punto que se mueve 
con una aceleración cuya varía cuadráticamente y con las condicio- 


Y» =2m/s 
nes iniciales de posición y velocidad de P en £ = 0. Integrando como f 
antes, P 
He HL -> 
ż = f 5t? dt + C, = $0 + C, m/s ; -7m 0 on 


Integrando de nuevo, 

“4 Cjt+ Cm 

Las constantes resultan ser C} = 2 m/s y C, = — 7 m, ya que 
Xx[0)] = 2 = ($110) + C, > C, = 2 m/s 
x(0) = —7 = ($)(0)* + 2/0) + C, > C, = -7 m 


Entonces el movimiento del punto P está dado por la función inte- 
grada del tiempo: 


x= Btt 


no cambia en magnitud ni en dirección en- J. Por ello las expresiones para la velocidad y 
la aceleración de P son: 


Vp = Top = Xi (1-13) 
ap = Ïop = Xi i (1-14) 
En el movimiento rectilíneo hay tres casos interesantes, que merecen atención especial: 


1. La aceleración es una función conocida del tiempo, f (^). 
2. La aceleración es una función conocida de la velocidad, g(v), en donde y = x. 
3. La aceleración es una función conocida de la posición, A(x). 


Consideraremos cada caso por separado y daremos ejemplos al respecto. - 
Primero, si ¥ = f(t). entonces 


di . i 
S = flt) = ž = f fli) dt + C, = x = f f flt] de + C,t + C, (1-15) 


en donde C, y C, se determinan en función de las condiciones iniciales de velocidad y posi- 
ción respectivamente, una vez que el problema, o sea f(t), se plantea y las integrales indefini- 
das se evalúan. Alternativamente podríamos conocer los valores de x en dos instantes en vez 
de una posición y una velocidad. En cualquier caso requerimos dos de constantes. 


Ejemplo 1.2 — 


e 


+ 2t-7m 


+ 
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vo. 
Para el segundo caso si ¥ = g(v), entonces 


Supóngase que v (f) puede invertirse para obtener / (v); así 


dt o 1 
dv gi) 
, . 
t+C 15 
> glv) 


Si la integral puede expresarse como una función p (v), podemos entonces resolver la ecuación 
p(v) = 1 + G para hallar la velocidad: 


v = qli) 
y luego, 
dx 
a a alt) 


de modo que 
x = falt] dt + Ca (1-16) 


Este procedimiento se aclarará con el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 1.3 A AA Saian 


==) 


La aceleración de un punto P en movimiento unidimensional es pro- 
porcional a la velocidad según Y = — 2 v m/s? con las mismas con- 
diciones iniciales que en el ejemplo anterior. Determinar x (1). 


Solución . | 


dy do, 


Integrando* obtenemos 


-lnv -21-203 


t + G= >v=8 


Como v = 2 cuando / = 0, entonces Cy = (—In 2)/2 y 


|! 
dx =y =g tin? - 2g UU m/s 
dt 


*Este problema podría también resolverse integrando primero la ecuación diferencial lineal ý + 2v = 0, notando 


que Ae? es la solución general. 
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Por lo tanto, 


ES f2e?"dr phe e + C¿m 


Pero x = — 7 m cuando f = 0 da C, = — 6 m, y la solución es 
entonces z 


El tercer caso ocurre cuando la aceleración es función de la posición, a = x = h (x). Podemos 
combinar a = py v = X para obtener la útil relación 


de ge (1.17) 
a— = vV — 
dt dt 
d rix) a 
Entonces, si existe una función r (x) tal que h(x} = T? obtenemos de la Ecuación 
(1.17) lo siguiente: ` 
dr dx dy 
ai A o 
dx dt dt 
dr dv , (1.18) 
O y 
dt dt 
Integrando respecto al tiempo, 
z 1.19) 
r(x) = > + C; . (1.19) 


El cuadrado de la rapidez es 
v? = 2r(x]) — 2G; A 


La ecuación (1.19) se llamará una integral de energía en los Capitulos 2 y 5 


> Ejemplo 1.4 


Sea ¥ = h(x) = — 4 x m/s?. Evaluar v? (x) si las condiciones inicia- 
les son las mismas que en los Ejemplos.1.2 y 1.3. 


Solución 
Se está tratando la ecuación 

X4+44x=0 
Se sabe por la teoría de las ecuaciones diferenciales que la solu- 
ción dé esta ecuación es x = A sen 2f + B cos 2t, la que con 
x(0) = —7myx(0) = 2 m/s, se convierte en x = sen 21 — 7 cos 


21 en metros. Sin embargo, obtengamos el resultado deseado usando 
| el procedimiento descrito anteriormente, que es aplicable aunçue A(x) 
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— 4x y con r(x) = — 2x2, la ecuación 


no sea lineal. Aquí h(x) 
(1.19) da 


= 200 — 4x? 


en donde C; se determino mediante v = 2 m/s y x 
ent = 0. f 


En problemas de ċinemática rectilínea en los que la aceleración es una función conocida 
del tiempo (caso 1), se emplea a veces el llamado diagrama v-t. Daremos un solo ejemplo de 
. Su uso porque es un método algo limitado en su aplicación. 


Un punto P se mueve sobre una recta partiendo del reposo en el ori- 
gen, con aceleración constante de 0.8 m/s? hacia la derecha. Después 
de 10 s, la aceleración de P cambia repentinamente a 0.2 m/s? hacia 
la izquierda. Determinar el tiempo total transcurrido hasta que P- 
pasa de nuevo por el origen. ` 


Solución 


Si graficamos la velocidad contra el tiempo, la aceleración (dv/dt) 
será la pendiente de la curva en cualquier punto. El diagrama v-t 
para este problema se muestra en la figura anexa. 


1 v (m/s) 


E Lt 
20 80 90 100 110 


07 
10 20 30 40 s0 


> 
t(s) 


Notamos no sólo que 


dv 
dt 


= pendiente del diagrama 


12 
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. Sino que también 


x = f vdt + constante 


Por consiguiente, el cambio en la posición x entre dos tiempos 


- cualquiera es el área bajo el diagrama v-t entre esos tiempos. Cuatro | 


puntos o tiempos son importantes en el diagrama para este problema: 


` 4 = tiempo de partida (en este caso cero) 


tiempo cuando la aceleración cambia (dado igual a 10 s) 


~ 
S 
1 


t, = tiempo cuando la velocidad se ha reducido a cero (la decelera- 
ción causa que P se detenga antes de moverse en dirección opuesta) 


t, = tiempo total requerido y transcurrido antes de que P se encuentre 
de nuevo en el origen. 

La velocidad en el tiempo £, es de 0.8 m/s? x 10s = 8 m/s, 
como se ve en el diagrama. Para encontrar el intervalo de tiempo t, 
— i, usamos los triángulos semejantes de la figura anexa: 


8 
= = t} — t, = 40 
1 t-t) 


t3 = 50s 
La distancia total recorrida antes de que el punto se detenga (momen- 


táneamente) es 


S, = área de = 4/50 s)[(8 m/s) = 200 m 


| | 


Esta es la distancia que recorre por el punto en la dirección positiva 
(hacia la derecha). 

El punto estará nuevamente en x = 0 cuando el valor absoluto 
del área negativa bajo el eje £ (la distancia recorrida hacia la izquier- 
da de regreso) sea igual a los 200 m recorridos hacia la derecha 
(representada por el área sobre el eje): 


30 


tty — 50)[0.2(t, — 50)] = 200 


— NANA 
base del altura del 
triángulo triángulo 


que puede reescribirse como: 
t2 — 100 £, + 500 = 0 


La única raíz de esta ecuación mayor que 50 s es f4 = 94.7 s, y ésta 
es la respuesta al problema. : 


EA 
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Un método alternativo al üs del diagrama v-f es como sigue. Integrando la aceleración 
durante el intervalo 0 < £ < 10 s, y llamando x, durante este intervalo a x, 

¥, = 0.8 > Xx, = 0.81 + C, = 0.81 m/s (ya que ž\ = O ent = 0) 
Integrando nuevamente (sobre el mismo intervalo), obtenemos, 

x, = 0.41? + G, = 0.4t? m [ya que x, = Oent = 0) 
entonces en £ = 10 s, por sustitución, a 

xı = 40m y  x,=8m/s 


Luego, después de que la deceleración comienza (usando x, en este intervalo), 
L 


X, = —0.2 > Xx, = —0.2t + Cy [para t > 10s) 


y como % = 8 m/s cuando / = 10 s, obtenemos C, = 10. Por lo tanto, X, =-0.2 1 + 10 m/s 
(%, = —0.2t + 10m/s | 


Integrando, 
x, = —0.1t? + 10t + C¿m 


Con x, = 40 m cuando f = 10 s, resulta C4 = — 50 m, por lo que 


{ 


x, = —0.lt? + 10t — 50m 


Podemos despejar el tiempo para x, = 0; la ecuación es la misma que en la solución con el 
diagrama v-t: E | 


tł — 100t, + 500 = 0 


. 


De las raíces, f4 = 5.28 y 94.7 s, sólo la última es válida, yá que 5.28 s ocurre antes del 
cambio de aceleración. ` 

Aunque ambos métodos proporcionan la respuesta correcta de 94.7 s en el ejemplo ante- 
rior, recomendamos utilizar el último procedimiento de integrar las aceleraciones e igualar 
las velocidades y las posiciones entre los intervalos. La razón es que cuando se tienen acelera- 


ciones no constantes, el uso del diagrama v-f requiere el evaluar áreas bajo curvas, las fórmulas 
de las cuales no se memorizan ordinariamente. 


Al usar las ecuaciones es interesante establecer un nuevo origen para 1, al principio del 
segundo intervalo: 


X, = —0.2 m/s? > xXx, = —0.2t, + C, = —0.2t, + 8 m/s 
Integrando nuevamente obtenemos 

x, = 0.113 + 8t, + C4 = —0.1t3 + 8t, + 40m 
Entonces x, = 0 conduce a la ecuación 

th — 80t, — 400 = 0 
que tiene la raíz positiva f, = 84.7, valor que sumado a los 10 s de duración del primer in- 
tervalo, nos da otra vez los 94.7 s de tiempo total transcurrido. Es algo más fácil calcular las 
constantes de integración con este procedimiento de establecer un nuevo origen para el tiempo, 


que hacerlo con un origen único. El único precio que hay que pagar por esta simplificación 
es que al final se deben sumar los tiempos parciales. 
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Ejemplo 1.6 = 


Aliora usamos la condición de que X, = 0 en f = 26 — 6 
= 20 s; esto permite determinar k: 


Un punto B parte del reposo en el origen en ! = 0 y acelera a razón : 3 
constante de k n1/s? en movimiento rectilíneo. Después de 6 s, la ace- 0 = —0.002(20*%) + 6k 
leración está dada por la función 0.006 f} m/s?, en la dirección 
.opuesta, para la cual f, = 0 cuando / = 6 s. Si el punto se detiene 
en t = 26 s (desde el momento de partida) y cambia de dirección, 
encuentre la aceleración k durante el primer intervalo y la distancia 
recorrida por B antes de cambiar dirección. Encuentre el tiempo 


. k = 2.67 m/s? 


Sustituyendo k en la expresión para x, con f, = 20 s, obtenemos la 
posición de B en el **retorno””: 


, 


| 27€ 4 
total transcurrido antes de que B pase nuevamente por el origen. | -X2 (retorno) = —0.0005/20*) + 6(2.67)(20) + 18(2.67) 
= 288 m“ 
Solución : Finalmente, para obtener el tiempo £, (final) cuando B pasa de nuevo 
Comenzamos determinando el movimiento, x, (1), durante el primer ` ` | $ | eS por el origen, hacemos 
intervalo; integramos la aceleración para obtener la velocidad y la x=0= —0.0005€3 finan t 6(2.67) tarinan E 18(2.67) 
posición: : 


O bien 
d | ` Fi rima) 32,000t> (ina 7 96,100 = 0 (1) 
X, = kt; + c, = kt, m/s (ya que x, = O cuando t, = 0)* | 7 ` 
E ; La única raiz positiva de esta ecuación* es (mediante una calentadora 
kt? ktî 


x= > o= m (pues x, = O cuando. t, = 0) | y con tres cifras decimales): 


X, = km/s? 


. t2 (fina) = 32.7 s 
En ¿, = 6 s, la aceleración cambia a un Valor negatiyo y el punto -J : El tiempo total es 1, (final) más la duración del primer tutervalo 
B se desacelera. Al principio de este segundo intervalo, la velocidad $ sea 387 s. > 5 à 
(rapidez) y la posición de B están dadas por los valores finales del 
primer intervalo. Esos valores son X, y x, en !, = 6: 
k6? z - ; 

Xalip=0 = Xily=6 = g 18k m y Antes de dejar este ejemplo se desea indicar que durante el primer intervalo de tiempo, 

i mientras que la aceleración es constante, 


Xali=0 = Xi, =6 = 6k m/s 
' kt? 
Nótese que comienza el tiempo ?1,, al principio del segundo intervalo ; x= z + Vot: + Xom (1.20) 
durante el cual se tiene: i / 
en donde 


1 
Xo = x(0) m 


Y, = —0.006t? m/s? 


en donde el signo negativo se necesita para expresar la deceleración 


(o desaceleración). Integrando obtenemos $ a Vo = X[0] m/s 
Ld 
%, = —0.002t3 + c3 Á , Haciendo v = 4, 
A E 
= —0.002t3 + 6k m/s i v = kt + v m/s : l (1.21) 
, / bape 
ya que %, = 6 k m/s cuando f, = 0. Integrando una segunda vez, | y eliminando f obtenemos 
a 2.3 PE 
v“ ="x5 + 2k|x — xp) m?/s 1.22 
x, = —0.0005t4 + Ókt, + Ca Ko | ol , (1.22) 
= —0.0005t* + 6kt, + 18km ' ' Esta expresión da la magnitud de la velocidad en términos del desplazamiento. Muchos estu- 
; 2 2 . , diantes han usado esta relación en cursos elementales de física; sin embargo, existe una ten- 
en donde C; se calculó usando la condición inicial de que x, = 18k ] : 
metros cuando t, =0. *La regla de los signos de Descartes dice que el número máximo de raices reales positivas de la Ec. (1) es uno 


(número de cambios de signo en el primer miembro). Habrá exactamente una porque el lado izquierdo es negativo para 
rin = 0, y positivo para valores grandes de f>py- 
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dencia a olvidar las condiciones bajo las cuales es válida; sólo se cumple en el movimiento 
rectilíneo con aceleración constante. No se podría haber usado durante el segundo intervalo 
del ejemplo precedente ni tampoco las ecuaciones para x y v de las cuales se derivó. 


Ejemplo 


Dos automóviles se acercan a un punto común (el origen en la figu- 
ra), cada uno a 55 mi/h en línea recta, como se indica. El automóvil 
|| Cia no aumenta ni disminuye su velocidad; el conductor del €, apli- 
ca los frenos. Encontrar la menor tasa de deceleración de (, que 
permitirá C; cruzar antes la intersección, si: 


a. d, =-200 pie 
b. d, = 100 pie 


ia 


Solución 


Situando el origen en el punto de intersección de las trayectorias de 
los dos vehículos, tenemos para C,: 


i ak izn (882185) 80.7 pies 
PAR 60mph) pier 


xı = 80.7t + C, pie 
Con la condición inicial x, = 300 pie cuando f = 0, obtenemos 
x, = 80.7t — 300 pie 


La parte trasera de C, estará en el origen (punto de posible colisión) 


cuando X = 
0 = 80.7t, — 300 
ty = 3.72 s 


Estudiemos ahora el movimiento de C, ; usaremos para él la 
coordenada q. Si llamamos K la deceleración desconocida, tenemos 


dá = —K pie/s? 
por lo que 
q = —Kt + C, = —Kt + 80.7 pie/s 
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Pero Cy =0, ya que q =0ení = 0. 
Ahora vemos que en t = 3.72 $ la posición de Ç, es 


—K(3.722 
a= = + 80.7(3.72) 


* = —6.92K + 300 pie 


Finalmente, el auto C, pasa justamente frente a la parte trasera 
de C, si q es d, en este instante: 


d, = —6.92K + 300 pie 
Por consiguiente: 


a. Si d, = 200 pie, K = 14.5 pie/s? 
b. Si d, = 100 pie, K = 28.9 pie/s? 


Observe también que si d, = 300 pie, K = 0; esto se debe a que no 
se requiere ninguna deceleración para las mismas distancias a las 
mismas velocidades. Además, si d, > 300 entonces K es negativa, lo 
que significa que C, tendría que acelerar para llegar a la intersección 
al mismo tiempo que Ci- 


En algunas ocasiones se presentan condiciones especiales en un problema que requieren cierto 
ingenio para expresar las relaciones cinemáticas. Si se tiene una cuerda inextensible, por ejem- 
plo, tendremos que expresar la constancia de la longitud matemáticamente. Este es el caso 
en el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 1.8. 


El bloque -4 se desplaza hacia abajo con v4 = 38 | m/s; determinar 


la velocidad del bloque 4' cuando t = e) r 
ii = Z 


Solución 


La longitud L de la cuerda que pasa alrededor de las dos pequeñas 
poleas es constante. Esto da una ecuación de restricción que debe 
usarse en la solución. El procedimiento es como sigue: 


L = yc + nre + (Yc — K} + nra + (yy — K) m 


Derivando y notando que L, n, “e, Ta y K son constantes obtenemos: 


y, 
0er ode te 
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Las velocidades de C y B son iguales ya que ambos puntos se mueven 
sobre la misma trayectoria con un tramo de longitud constante entre 
ellos. Por consiguiente, 


3 
W=- zt m/s (Nótese que C se mueve hacia arriba, ya que 
j está dirigida hacia abajo.) 
Por lo tanto, g 


Vsl=4 = —24j m/s ó  24Îm/s 


se 


Ejemplo 


Los extremos A y B de la barra rígida se mueven a lo largo de las 
guías horizontal y vertical como se muestra. El extremo A se mueve 
hacia la derecha con velocidad constante de 8 m/s. Encontrar la 
velocidad y aceleración de B en el instante en que A está a 3 m de 
la esquina C. 


Ejemplo 
1 R j L 
Solución 


En términos de los parámetros y vectores unitarios mostrados en 
la figura, 


wy=-Xi=8im/s  v= 


[i 


a= i= an= jį 

Como la distancia de A a B es constante e igual a 5 m pues, 
e l 

entonces 


2xž + 2yy =0 


O» 


xXx +yy=0 
Cuando x = 3m, y =4m y 


3[-8) + 4y =0 


y =6m/s 
de modo que 
v = 6j m/s 


Derivando nuevamente 


1.10. 


F ; D (puntó de m] 


1.4 Cinemática de un punto en movimiento rectilíneo 


Por lo tanto, en el instante de interés: 


[—8)11-8) + (310) + [6)16) + 47 = 0 


Y = —25 m/s” 


Este último ejemplo ilustra un tipo diferente de restricción, la de un punto sobre un cuerpo 
que mantiene contacto con una superficie (o línea) de otro cuerpo en movimiento. 


La curva AB en el bloque 4? es una parábola cuyo vértice está en A. 
Su ecuación es x? = (64/3)y. El bloque 4 es empujado hacia la iz- 
quierda con velocidad constante de 10 pie/s. La barra. K se desliza 
sobre la parábola forzando a la placa /? hacia arriba. Calcular la ace- 
leración de la placa. 


Solución 


Notemos que la placa /? y la barra X juntos constituyen un cuerpo. 
rígido único, cada uno de cuyos puntos tienen movimiento unidimen- 
sional (según y). Las velocidades y aceleraciones de todos esos pun- 
tos son por lo tanto iguales. Nos fijaremos en el punto D, que es el 
punto más bajo de % en contacto con B. 

Tomamos como marco de referencia J el suelo, con origen en 
O, como se ve en el diagrama. $ 

Los = —xî y top = Yi pie (1) 
| Como D siempre descansa sobre la superficie parabólica de 4, 

y = (3/64)x?, por lo que 


XX +xXK+y9+yy=0 


g 
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(y 


Vp = 35xx) pie/s 


Para obtener X se diriva rọ4 en la ecuación (1): 


toa = Y4 = —Xi = —10i pie/s 


10 pie/s hacia la izquierda. 


` Vp = 3x(10)5 = Ex] pie/s 


la aceleración de D: Š 


ap = — žÎ = — Î = 9.38j pie/s? 


tese que la aceleración de D es constante. 


Pregunta 1.2 


cuadrática? 


1.28 Un bloque se desliza en una ranura rectilínea (Fig. 
P 1. 28) con una aceleración dada por 


s = Xi = —n? sen nti m/s? 


Determine el movimiento x(t) del bloque si en f = 0: 


a. está pasando por el origen, y 
b. tiene velocidad YÍ = 2 1 Î m/s. 


Figura P1.28 2 


les Suponga que un aeroplano aterriza suavemente sobre 
una pista a 60 mi/h. Si luego se desacelera a razón constante 
de 10 pie/s? hasta detenerse, encuentre la longitud requeri- 
da de pista. 


La sustitución de x = 10 en la ecuación (3) da 


Problemas/Sección 1.4 


Para obtener la aceleración de D, primero encontramos su velocidad: 


6) 


(4) 


puesto que todos los puntos de /% tienen velocidad constante de 


(5) 


y vemos que la velocidad de D depende de x. Derivando vp resulta 


(6) 


l La ecuación (6) da la aceleración de todos los puntos de la placa. Nó- 


¿Sería ap constante si la superficie inclinada (a) 
fuese plana, o (b) una parábola cúbica, en vez de ser una parábola 


1.30 Un tren viaja a 70 km/h. Si sus frenos lo desaceleran 
a razón constante de 0.5 m/s?, calcule la distancia desde la 
estación en donde los frenos deben aplicarse para que el tren 


se detenga justamente en la estación. ¿Cuánto tardaría el tren 
en parar? 


431 Un punto P parte del reposo y acelera uniformemente 
(¥ = constante) hasta alcanzar una velocidad de 88 pie/s 
después de recorrer 120 pies. Encuentre la aceleración de P. 


1.32 Si en el problema anterior se aplica una deceleración 
de 3 pie/s?, comenzando ésta cuando P está a 120 pie, 
determine el tiempo y la distancia requerida para alcanzar 
el reposo. 


1.33 Un auto viaja a 55 mi/h sobre un camino recto. El 
conductor aplica los frenos durante 6 s, produciéndose una 
deceleración constante de 5 pie/s? y luego acelera a 2 pie/s?. 


¿Cuánto tiempo tarda el auto en alcanzar su velocidad 
original? 


1.34 .En el problema anterior, suponga que la aceleración 
que sigue al frenado no es constante sino que esta dada por 
Y = 0.6 1 pie/s?. ¿Cuánto tarda ahora en alcanzar 55 mi/h? 
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En los Problemas 1.35 al 1.37, la gráfica describe la velocidad 
de un punto P en movimiento rectilíneo. Trace las curvas 
que muestran la posición x (1) y la aceleración a (1) de P 
si el punto se encuentra en la posición indicada xy en f = 0. 


1.35 xq = — 1125 m 
Intervalo de tiempo: 0 < t < 20 s (Fig. Pl. 35) 


v (m/s) 


` Figura P1.35 


1.36 xy = 10 m 
Intervalo de tiempo: 0 < £ < 30 s (Fig. Pl. 36) 


v (m/s) 


Figura P1.36 


1.37 xy = 10m 
Intervalo de tiempo: 2 < 1!< 5 s (Fig. Pl. 37) 


vim/s) 4 


¿Av = Č 
/ 


ts) 


Figura P1.37 


1.38 Un conductor acelera su auto a lo largo de una pista 
recta con aceleración constante desde cero hasta 120 mi/h. 
En ese momento empieza a desacelerar con razón constante 
hasta que el auto se detiene. El recorrido total es de + 
mi. ¿Cuánto tiempo transcurre desde su partida hasta que 
se detiene? Sugerencia: esboce un diagrama v-1 


1.39 Ben Johnson estableció un récord mundial de 9.83 s 
el 31 de agosto de 1987 en la carrera de los cien metros pla- 
nos. También había establecido el mismo año el récord de 
6.4 s en la carrera de 60 m. Suponiendo que en cada carrera 
Johnson aceleró úiniformemene hasta alcanzar cierta veloci- 
dad vo y luego mantuvo esa velocidad máxima hasta el 
final de ambás carreras, encuentre (a) el tiempo (y requeritlo 
para alcanzar vg; (b) el valor de vọ y (c) la distancia recorrida 
mientras existió aceleración. 

1.40 Un tren viaja de una ciudad a otra que está a 134 mi 
de distancia. Acelera desde el reposo hasta alcanzar una ve- 
locidad máxima de 100 mi/h en 4 min; el promedio de velo- 
cidad en este intervalo es de 65 mi/h. Mantiene su velocidad 
máxima hasta poco antes de su arribo, cuando empieza a 
decelerar, hasta alcanzar el reposo; la velocidad promedio 
durante la deceleración es de 40 mi/h. Si el tiempo total em- 
pleado para el viaje es de 85 min. encuentre el intervalo de 
deceleración. 


1.41 Un punto Q en movimiento rectilíneo pasa por el 
origen en f = 0 y luego durante 5 s la aceleración de Q es 
de 6 pie/s? hacia la derecha. Comenzando en f = 5 s, la 
aceleración de O es de 12 1 pie/s? hacia la izquierda. Si des- 
pués de 2 s más el punto Q está 13 pie a la derecha del 
origen, ¿cuál fué la velocidad de Q en t = 0? 


1.42 Un punto parte del reposo en x = 0 con aceleración 
constante hacia la derecha durante 10 s. Luego continúa a 
velocidad constante por 8 s más. En la tercera etapa de su 
movimiento, decelera a 5 m/s? y pasa por el origen nue- 
vamente cuando el tiempo total del recorrido ha sido de 
28 s. Determine la aceleración en los primeros 10 s. 


1.43 Un automóvil pasa por un punto P con velocidad de 
80 mi/h. En P comienza a decelerar a una razón proporcional 
al tiempo. Si después de 5 s el vehículo va a 50 mi/h, ¿qué 
distancia ha recorrido? 


1.44 Repita el problema anterior pero ahora'suponga que 
la deceleración es proporcional al cuadrado del tiempo. Los 
demás datos permanecen iguales. 


1.45 Una partícula tiene una aceleración rectilínea que 
varia linéalmente igual a a = Xi = 1211 m/s?. Se efectúan 
dos observaciones del movimiento de la partícula: su veloci- 
dad en 1 = |sesxí = 21m/s y su posición en  = 2 s está 
dada por x = 3 im. 


a. Encuentre el desplazamiento de la partícula en t 
= 5 s respecto al que tenía en / = 0. 
b. Determine la distancia recorrida por la partícula en 
ese intervalo de tiempo. 
1.46 Un punto P se mueve sobre una recta. La aceleración 
de P está dada pora , = E] =(3 ¡E= 301 + 56) 1 m/s?. 
La velocidad de P en f = 0 es — 60 i m/s y su posición en 
ese instante es de x, = 7 m. Encuentre la distancia recorri- 
da por P en el intervalo de f = Oa t = 13s. 


22 Capítulo 1 Cinemática de puntos materiales o partículas 


* 1.47 La posición de un punto P sobre una recta está dada 
por la ecuación x= £ sen (1.1/2). El punto comienza a 
moverse en f = 0. Encuentre la distancia total recorrida por 
P cuando éste pasa por el origen (contando la salida como 
el primer pase) por tercera vez. 


1.46 Una partícula que se mueve sobre una línea recta está 
sujeta a una aceleración directamente proporcional a su dis- 
tancia a un punto fijo P sobre la línea y dirigida hacia P. 
Inicialmente la partícula está a 5 pie a la izquierda de P y 
se mueve hacia la derecha con velocidad de 24 pie/s. Si la 
partícula se detiene momentáneamente a 13 pie a la derecha 
de P, encuentre su velocidad al pasar por P. 


1.49 Una partícula se mueve sobre el eje x y tiene una ace- 
leración dirigida siempre hacia el origen. La magnitud de la 
aceleración es nueve veces la distancia desde el origen. Cuando 
la partícula está a 6 m a la izquierda del origen, tiene una 
velocidad de 3 m/s hacia la derecha. Encuentre el tiempo que 
tarda la partícula para ir de esta posición al origen. 


1.50 Un punto P tiene una aceleración dada por la ecua- 
ción Y = — 5 xX m/s?. Determine la velocidad de P en fun- 
ción de su posición x si P está en 0.3 m con ž = 0.6 m/s 
cuando / = 0. 


1.51 Suponga que las condiciones iniciales son las mismas 
que en el problema anterior pero Y = — 5 ¥. Encuentre 
x en función del tiempo. 

1.52 La velocidad de una partícula que se mueve a lo largo 
de una trayectoria horizontal es proporcional a su distancia 
a un punto fijo sobre la trayectoria. Cuando / = 0, la 
partícula está a 1 pie a la derecha del punto fijo. Cuando 
v = 20 pie/s hacia la derecha, a = 5 pie/s? hacia la dere- 
cha. Determine la posición de la partícula cuando f = 4s. 
(Ver la Fig. Pl. 52.) f 


„Particula 


Dot” x (pie) 
Figura P1.52 


1.53 Un auto pasa frente a un autopatrulla policiaco esta- 
cionado, con velocidad de 70 mi/h (Fig. Pl. 53). Tres segun- 
dos después el autopatrulla policial comienza a acelerar desde 
el reposo a razón de 10 pie/s? hasta que alcanza la veloci- 

+ dad de 85 mi/h. ¿Cuánto tiempo tarda en alcanzar al otro 
automóvil si ninguno de los dos vehículos acelera o desa- 
celera? 


1.54 En el problema anterior suponga que el conductor del 

+, auto ve al de la policía 10 s después de que éste ha empezado 
a moverse y luego decelera a razón de 3 pie/s?. ¿Cuánto 
tiempo toma a la policía pasar al primer auto si la conduc- 
tora policial está persiguiendo en realidad a otro vehículo 
que va más adelante? 


Figura P1.53 


1.55 Dos automóviles parten del reposo en la misma posi- 
ción y en el mismo instante y viajan a lo largo de una pista 
recta, El auto 4 acelera a razón de 6.6 pie/s? hasta alcan- 
zar una velocidad de 90 mi/h y permanece luego con esta 
velocidad. El auto # acelera a razón de 4,4 pie/s? hasta al- 
canzar una velocidad de 96 mi/h y luego permanece con 
esta velocidad, J 


' 


a. ¿Cuál auto ganará la carrera de 3 millas y por qué 
margen? 

b. ¿Cuál será la máxima ventaja de 4) sobre 3 ? 

C. ¿Qué distancia han recorrido los autos cuando /% pasa 
ad? 


* 1.56 Un auto va 40 pie detrás de un camión; ambos se mue- 
ven a 55 mi/h (Fig. Pl 56). Repentinamente el camión frena 
decelerando a razón de 10 pie/s?. Dos segundos después el 
auto frena con una deceleración aç. Encuentre el valor mí- 
nimo de aç para que el auto no choque contra el camión. 
Sugerencia: Se debe tener x (camión) .> x (auto) para todo 
tiempo £ antes de que los vehículos se detengan. 


Figura P1.56 


v1.57 El punto B del bloque Æ tiene una aceleración coris- 
tante de 10 m/s? hacia arriba. En el instante mostrado en 
la Fig. Pl. 57, está 30 m abajo del nivel del punto A de A. 


Pi 


*Los astericos señalan los problemas más difíciles. 


re En 
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En este momento, v4 y Yg son cero. Determine las veloci- 
dades de A y B al pasar uno frente al otro. 


Figura P1.59 


1.60 Un hombre y su hija han ideado una manera de 
levantar 8000 lb de tejas hasta el techo de su casa; han fija- 
do una polea en la chimenea (Fig. Pl. 60) y usarán el auto 
para levantar la carga mediante una cuerda. Cuando el pa- 
rachoques del auto está en x = 0 (desprecie d), el embalaje 
con las tejas se encuentra en el suelo y la cuerda está tensa. 
Si el auto se desplaza hacia la izquierda con velocidad cons- 
tante v4 = 2 mi/h, encuentre la velocidad y aceleración de 
los ladrillos en función de x. Utilice el triángulo de la figura 
para expresar y en función de x y diferencie el resultado. 


Figura P1.57 

1.58 Las aceleraciones de los bloques 4 y 43 son de 
2 m/s? | y de 3 m/s? ] respectivamente. (Fig. Pl. 58.) El 
sistema entéro está en reposo en el instante dado. Encuentre 
cuánto tardará el bloque C en llegar al suelo. (No suponga 
que las poleas # y /% permanecen al mismo nivel.) 


3m 


—— o S 20 pie 
2m i 


Figura P1.58 


* 1.59' El bloque 4 tiene v4 = 10 m/s hacia la derecha en 
1 = 0 y una aceleración constante de 2 m/s? hacia la izquier- 
da. Halle la distancia recorrida por el bloque 4% durante el 
intervalo de / = 0 a f = 8 s. (Fig. Pl. 59.) 


Figura P1.60 
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/ *1.61 La cuerda mostrada en la Fig. Pl. 61, unida a la- 
pared en D, pasa por una pequeña polea fija en Ba £ ; luego. 
pasa por otra polea J y termina en el punto A del cuerpo 
A. La cuerda tiene 44 m de longitud y el sistema está en 
reposo en la posición indicada. Repentinamente el punto B 
se mueve hacia la derecha con aceleración constante ag 
= 2 m/s?. Determine la velocidad de A justamente antes, de 
que llegue a la polea. A 


Figura P1.61 


1.62 El centro C del rodillo en la ranura horizontal de la 
Fig. Pl. 62 tiene un movimiento dado por x = 0.2 £? m. En- 
cuentre la velocidad del punto B. Sugerencia: Establezca el 
Teorema de Pitágoras y tome la derivada de la ecuación, no- 
tando que es constante la longitud L de la barra que conecta 
los rodillos. 


Figura P1.62 


v1.63 La velocidad del punto A en la Fig. Pl. 63 es constante 


e igual a 2 m/s hacia la derecha. Calcule la velocidad de B 


cuando x = 10 m. 


1.84 Los collarines en la Fig. Pl. 64 están conectados en 
Cı y Ca la barra por medio de juntas esféricas o rótulas. 


El punto C, tiene una velocidad de 2 ¡m/s y aceleración cero ` 


en el instante mostrado. Calcule la velocidad y la acelera- 
ción de C, en ese instante. - % Ñ i 


Ruedas Pequeñas 


Figura P1.63 


Figura P1.64 


Figura P1.65: 


1.65 La'leva en forma de cuña en la Fig. Pl. 65 se mueve 


hacia la izquierda:con aceleración constante ag. Encuentre 
la aceleración del seguidor J. 


1.66 En el Ejemplo 1.10 sea xX? = (512/3) y la ecuación de 
la superficie. Si el movimiento comienza cuando x = y 
= 0, halle la aceleración de la placa p cuando y = 2 pie. 


1.5 
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Coordenadas ortogonales (cartesianas). 


En esta sección añadiremos las componentes y y z de la posición a la componente rectilínea 
x estudiada en la sección precedente. Esto permite al punto P moverse sobre una curva en 
un espacio de dos o tres dimensiones en vez de estar restringido a moverse sobre una línea 
recta en el marco de referencia J. 

Supóngase que P se encuentra en un estado general (tridimensional) de movimiento en 
el marco 3. Podemos estudiar este movimiento estableciendo un conjunto de ejes ortogona- 
les en J , como se muestra en la Fig. 1.4. El vector de posición de P es 


Top = xi + y) + zk 11.23) 


en donde (x, y, z) son las coordenadas ortogonales (o cartesianas) de P, medidas según los 
ejes incluidos, y (i, j, k) son los vectores unitarios respectivos según los ejes dados (Fig. 1.4); 
Mediante las definiciones básicas (ecuaciones 1.9 y 1.10) es posible derivar rop y obtener 
expresiones para la velocidad y aceleración en coordenadas cartesianas: 


Vo = Xi + yj + żk (1.24) 
(1:25) 


Consideramos ahora ejemplos en los que los.puntos se mueven en dos y en tres dimensiones. 


ap =Xi+pj+ z3k o 


Figura 1.4 Coordenadas ortogonales (o 
cartesianas) de P. 


Ejemplo 1.11 


El vector de posición de un punto P es 


top = 2tî + 9] + 3t?k pie 


Determinar la velocidad y aceleración de Pen f = ]s. 


Solución 


Derivando el vector de posición, obtenemos el vector velocidad de P: 


Vp = 2Î + 31? + 6tk pie/s 


Diferenciando nuevamente obtenemos la aceleración de P: 


ap = 6tj + 6k pie/s? 
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En ? = 1 s, la velocidad y la aceleración de P son: 
z $ k 
2î + 3j +6 ) pies 


di + 3j + 6k = 7| -1 
} a 
ego Î+k\ 
6j + 6k = (E) pie/s? 

2 


Vpl;=1 


apli=, 


Adviértase que la magnitud de la velocidad (rapidez) dePen!=1 
es |vp| = 7 pie/s, y la magnitud de la aceleración en £ = 1 es 6 
J2 pie/s?. Volveremos a este ejemplo en la sección 1.7. 


Vemos en este ejemplo que si el vector de posición de P se conoce en función del tiempo, 
es muy fácil obtener la velocidad y aceleración del punto. En el siguiente ejemplo se da la 
aceleración de P y se busca su posición. Como este problema implica integración en vez de 
dirivación, se tienen que considerar las condiciones iniciales. Estas condiciones permiten 
calcular las constantes de integración, como vimos en el caso del movimiento rectilíneo en 
la sección anterior. 


Ejemplo 1.12 


Ñ 
Un punto Q tiene el vector aceleración 
Ay = 4 — 61] + sen 0.2tk m/s? 
En £ = 0, el punto Q se encuentra en (x, Y, z) = (1, 3, —5) m y tiene 
un vector velocidad de 2i — 7] + 3.4k m/s. Cuando ! = 3 s, encuen- | 
tre la velocidad de O y su distancia al punto, de partida. 
Solución 


Integrando obtenemos 


Yo = 4ti — 31% — 5 cos 0.2tk + c m/s 


en donde e es un vector constante. Usando la condición inicial para 
la velocidad en £ = 0, obtenemos 


Vol=o = 0% — 0 — 5k + c = Ñ — 7Î + 3.4k m/s 
por lo que 

c=2% a 7ĵÎ + 8.4k m/s 
Por tanto 

Vo = (4t + Mi — (3? + 7)j + (8.4 — 5 cos 0.2t)k m/s 


Integrando de nuevo obtenemos 


| too = (2t? + 2 — (t° + 74) + (8.4t — 25 sen0.2e)k + c'm 


y (m) 


Ejempl 


o 


PA 


E A 


> 
xim) 


1.13 


J" =x? n 
P 
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en donde e es otro vector constante evaluado a continuación a partir: 
de la condición inicial para la posición de Q en t = 0 l 


Togl=0 = Î —.0j + OŘ + c' = Î + 3ĵ — 5È m 
de modo que 
c =Î+3ĵ-— 5km 
y entonces 
Tog = (2t? + 2t + 1)i — (t? + 7t — 3/5 
+ (8.4t — 25 sen 0.2t — 5) m 


Sustituyendo / = 3 s en las expresi y 
presiones para Vo y rpo Obtene 
respuestas: o iiit 


Vol=3 = 14Î — 34ĵ + [8.4 — 5 cos 0.6) 


14Î — 34Î + 4,27k m/s 
La velocidad de Q está dada por 
Vol=3 = V142 + [234] + 4.277 = 37.0 m/s 
La posición en f = 3 s es s 
Togli=3 = 25î — 45] + [20.2 — 25 sen0.6]k 
= 25Î — 45j + 6.08 m 
La distancia d entre Q y su punto de partida es entonces 


d = |rogl3) — rogl0)| 


= V(25 — 117 + [245 — 3)? + [6.08 — [5]? 
= 54.8 m 


El punto P viaja sobre la parábola (con distancia focal f= +m) + 
con rapidez constante de 0.2 m/s. Determine la aceleración de Pr 
(a) enfunción de x y (b) en x = 2 m. l 
Solución 
Diferenciando obtenemos las componentes de la velocidad: 

2y = x? 

2y = 2x} = ý = xx 
Entonces 


vp = žÎ + yÎ = XÎ + xiÎm/s 0 
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La aceleración de P es 
ap == + xx] m/s? a) 
Como |vp]., Ó sea vp, es constante, 
vp = 0.2 = Vx + bà)? m/s 


0.2 ' (3) 


Vemos también en (2) que se necesita X; dirivando (3) obtenemos 


02 
ral 
-02x . VET 2 


E 37 = PIEK m/s 
[1 + x?) + 


o bien 


y 0 a (4) 
EST 


Sustituyendo (3) y (4) en Q), 


—0.04x , ES a] 


= — 1 - a. 212 
E ES 


Cuando x = 2 m, 
E - [o.04 > 0.04/2?)], 
0.042, | a, 


ae 52 


5 57 


= —0.003% + 0.0016] m/s? 


i iones (1.24 
Antes de terminar esta Sección se destaca que la forma sencilla de sue O i a 
y (1.25) se debe a que los vectores unitarios i, j, k car mina e a 
i i ió j tán fijos en el marco de refer . 
cción cuando los ejes es i o de re cea 
pet Pan ítulo 3) la componente z de la velocidad será idénticamente igual a > A A pea 
aga p punto en movimiento plano (moviéndose sólo en un plano parale! 3 
au 


niendo par . t 
î A ki donde z es constante) z 
Top = Xi + yj + zk (en , ME 
Y =Xi +) p 
ap = xi + ïi 
j . 
Prot «a = | Sección 1.5 ——— 


1.68 En el problema anterior, determine la aceleración de 


óvi ivela en- rotación tiene i : 
1.67 El pasador móvil P de una maniveļ pp ip sd 


una posición definida por 
x = 20 cos nt m 
y = 20 sen nt m 


A 4 
Encuentre la velocidad de P cuando £ = 0, 7» 7 Y 2s. 


1.69 Un punto:P se mueve sobre una circunferencia en el 

sentido mostrado en la Fig. P1.69. Exprese rop en coorde- 

nadas (x, y, z) y dirive para obtener vp y ap. (El ángulo 
0 está en radianes.) 


Figura P1.69 


1.70 Resuelva de nuevo, el problema anterior; sin embargo, 
ahora el ángulo 0 crece cuadrática, en vez de linealmente, con 
el tiempo, según la fórmula 0 = 32 rad. 


1.71 Un punto P parte del origen y se mueve a lo largo de 
la parábola mostrada en la Fig. P1.71 con una componente 
x de velocidad dada por + = 3 pie/s, Encuentre la velocidad 
y aceleración de P en el punto (y) = (1, D. 


Figura P1.71 


1.72 El cuerpo (punto) P está restringido a moverse en las 
dos ranuras mostradas: una en el cuerpo -4 y la otra en el 
marco de referencia Æ.. La aceleración constante de _4/ es 
de 4 cm/s? hacia la izquierda. Si P alcanza el fondo de la 
ranura (en 4) 2 s después del instante mostrado en la 
Fig. P1.72, cuando _4 está en reposo: 


a. ¿A través de que altura h se movió P? 
b. ¿Qué distancia recorrió? 
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1.73 El pasador mostrado en la Fig. P1.73 se mueve en una 


ranura parabólica del marco de referencia Y y está guiado ` 


por la ranura vertical del cuerpo Æ. Para este último 
cuerpo, x = 0,05 1? m localiza la línea central de su ranura. 


a. Calcule la aceleración de Pen f = 5 S. 


b. Determine el tiempo (s) en que son iguales las com- 
Ponentes x y y de ap. 


Figura P1.73 


1.74 Un pasador P se mueve en una ranura en forma de 
seno hiperbólico, como se muestra en la Fig. P1.74; es guiado 
por la ranura vertical del cuerpo ¿3 , que tiene una velocidad 


de 0:08 m/s hacia la derecha. Encuentre Vp Y Ap cuando 
x=0.2m. 


y =semhx o 


Figura P1.74 


1.75 Un punto P describe una trayectoria con las siguien- 
tes coordenadas dadas en función del tiempo / (en segundos): 


nt nt 
x= TI eos = m y = 8 sen — m 
2 à 


z=0 


a. Calcule la velocidad vp(1) y la aceleración ap(1) de P. 

b. Determine la posición, velocidad y aceleración de P 
cuando [ = 4s, 

c. Elimine el tiempo 1 de las expresiones para x y yy 
obtenga la ecuación de la trayectoria de P, 
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1.76 El movimiento de una partícula P está dado por 
x = Ccosh kt (en pies) y y = C senh kt (en pies), en donde 
C y k son constantes. Obtenga la ecuación de la trayectoria 
de P eliminando el tiempo t. 


1.77 En el problema anterior determine la velocidad an 
dez) de P en función de la distancia r (= xX + y) de 
origen a P. . 


4.78 Describa precisamente la trayectoria del movimiento 
de una partícula si sus coordenadas xy están dadas por 
(2.5% + 7, 61? + 9) metros, cuando t está en segundos. 


1.79 Una partícula P se mueve en el plano xy. El movimiento 
de P está dado por 


x = 30t + 6 pie 
y = 20t — 7 pie 
Obtenga la ecuación de la trayectoria de P en la forma 
y =S0). 
1.80 Repita el Problema 1.79 si 
x=5tm 
y = 25t? m 
4.01 Repita el Problema 1.79 si 
x = 2 + 3 sen t pie 
y = 4 cos t pie 


4.82 Una cicloide es la curva descrita por un punto ama 
el P) en el borde de un círculo rodante. En términos de 
parámetro 0 (el ángulo indicado en la figura), las ecuacio- 
nes de la cicloide son: 


x = al0 — sen 0) 


y a[l — cos 0) 


y 


-mm 


Figura P1.82 


Observando que () cambió en el tiempo, calcule. la velocidad 
(rapidez) de Pen 0 = 0, 1/2, n, 31/2 radianes, en tér- 


minos de a y Ô. 


En los Problemas 1.83 -al 1.86 un punto P viaja sobre la 
curva con la componente x de la velocidad, dada por x 
= 3 plg/s. En cada caso x = 1 cuando f = 0. Determine 
el vector velocidad de P cuando 1 = 10 s en cada caso. 


1.83 Curva ligarítmica. 


Figura P1,83 


1.84 Curva exponencial. 


FE pm 


Figura P1.84 


1.85 Rama en el primer cuadrante de una hipérbola rec- 
tangular. 


Figura P1.85 


1.86 Rama en el primer cuadrante de una parábola semi- 
cúbica. 


Figura P1.86 


1.87-1.90 Encuentre los vectores aceleración en 1 = 10 s 


de los puntos cuyos movimientos se describen en los Proble- 
mas 1.83-1.86. 


1.91 Dos puntos P y O tienen vectores de posición en un 
marco de referencia dados por rop = SO/Í (metros) y Tog 
= 40i —201j. Encuentre la distancia mínima entre P yQ 
y el tiempo en que esto ocurre. 


1.92 Describa la trayectoria de un punto P que tiene las 
siguientes coordenadas cartesianas en función del tiempo: 
X= acos wi, y = asenw!yz = bt, en donde a, b y w son 
“constantes. Indique el significado de cada constante. 


1.93 Para los siguientes valores de las constantes, obtenga 
la velocidad de P en £ = 5 s en el problema anterior: a 
=2m,b = 0.5 m/s y w = 1.2 rad/s. 


1.94 La aceleración de un punto está dada por 
ap = 66 + 1212 — 4k m/s? 
En ¢ = 0, las condiciones iniciales son: Yp = 2 m/s Y Top 


=1 + 3f + 9k metros. Encuentre el vector de posición de 


Pen t = 5 s y determine que tan alejado está P de su posi- 
ción en / = 0. 


1.95 Un punto se mueve sobre una trayectoria con un vec- 
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tor de posición dado en función del tiempo por rop = sen 


26 + 36 + eó!K, en metros, cuando t está en segundos. 
Obtenga: 


a. La velocidad del punto en £ = 0. 

b. Su aceleración en £ = 7 /2 s, 

C. La componente del vector velocidad, en ! = 0, que 
es paralela a la recta / en el plano xy dado por 
y= yx — 6 mostrada en la Fig. Pl, 95, 


x 1.96 Un auto viaja en un tramo de una carretera que se apro- 
xima en forma a la curva cosenoide de la Fig. P1.96. Si el 
conductor mantiene una rapidez constante de 55 mi/h, de- 


termine las componentes x y y de la velocidad cuando Xx 
= 2500 pie. 


* 1.97 Un auto viaja a lo largo de la carretera del problema 
anterior con una componente x constante de velocidad igual 
a 54.9 mi/h. ¿En qué tramo de la carrétera excede el con- 
ductor la velocidad límite de 55 mi/h? 


1.98" Determine la magnitud mínima de la aceleración del 
auto del Problema 1.96. ¿En qué parte de la curva se experi- 
menta esta aceleración? 


1.99 Halle la magnitud máxima de la aceleración del auto 
del Problema 1.97. ¿En qué parte de la curva ocurre esto? 


2rx 
= 50 cos 
y nDicos 


/ 00 


(en pies) 


Figura P1.95 


Figura P1.96 


1 .6 Coordenadas cilíndricas 


Si un punto se mueve de tal manera que su proyección sobre el plano xy se describe más facil- 


mente con coordenadas polares (r y f ) que con x y y, 
cilíndricas ventajosamente. Estas coordenadas no son otr: 
y 0 junto con una coordenada “axial” 


podemos entonces usar coordenadas 
a cosa que coordenadas polares r 
z. Entonces ry 0 localizan la proyección de P sobre 


el plano .y z da la distancia de P desde plano. 


Fijando el mismo conjunto de ejes ortogonales (x, y, 


z) en el marco de referencia 3, 


como hicimos en la sección precedente mostramos ahora también las coordenadas r y Q 
(Fig. 1.5). Nótese que P’ es la proyección de P sobre el plano xy. En la Fig. 1.5 vemos que 
los vectores unitarios ê, y é, están en el plano xy y que: 


1. La dirección de €, es la de OP”, 
2. €, es normal a ê, en la dirección de Q creciente. 


x (pic) 
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Figura 1.5 Coordenadas cilíndricas de P. 


Ayudará luego en la sección notar cuidadosamente ahora que €, y ĉ cambian (en dirección) 


* cuando varía 0 pero no ro z. Así, si el punto P se mueve a lo largo de una recta radial o 


una vertical, los dos vectores unitarios permanecen iguales. Pero si P se mueve en forma tal 
que 0 cambia, entonces las direcciones de ĉ, y. y cambiarán también. 
Las coordenadas ortogonales y cilíndricas (ambas tienen la z en común) están rela- 
cionadas por i i 
x =rcos0 AN 
0 (1.29) 
y =rsenU Ed, - 
que pueden derivarse, según las ecuaciones. (1.24).y (1.25) para obtener fórmulas para la 
velocidad y la aceleración en términos de lás.coordenadas cilíndricas (y sus derivadas) y de 


los vectores unitarios i, j y k. Sin embargo usualmente es deseable expresar la velocidad y la 
aceleración en términos del conjunto de vectores unitarios (€,.. €g.» k) que están asociados 
naturalmente con coordenadas cilíndricas. De modo que es útil expresar un vector de posición 


Top COMO : 


top = 18, + zk Ng (1.30) 
Pregunta 1.3 ¿Por qué no aparece ningún término en 8, en la ecuación (1.30)? 


Derivando la ecuación (1.30) obtenemos la velocidad de P: 


vp = iê, + rê, + ¿k : i (1.31) 
Para evaluar ê, vemos en la Fig. 1.6 que ; 

ê, = cos + senti ~ (1.32a) 

é, = — sen 01 + cos 05 (1.32b) 


Figura 1.6 


eti 


E 


—— Pregunta 1.4 Si un'punto P se mueve con z=0, ent 
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Por consiguiente 
€, = Ól—sen Gi + cos Oj) = 68, ` (1.33) 
y entonces la velocidad en coordenadas cilíndricas toma la forma 


Vp = FE; + 108, + żk 


Diferenciando otra vez obtenemos ca 
ap = Fê, + iê, + iê + 10€, + 106, + Ek i 
Usando las ecuaciones (1.32) encontramos que cai 
è, = Ó[—cos OÍ — sen 0) = —b%, (1.36) 
Entonces la expresión para la aceleración en coordenadas cilíndricas es 
ap = (E —rÓ28, + (rË + 250]6, + ¿k (1.37) 


En asete Pa ; ; 
2 bie especial a ane el movimiento tiene lugar en un plano definido por z = constante, 
z = 7 = 0. En este caso necesitamos só o i 
: 4 s sólo las coordenadas p i 
j c olaresr y O; 1 - 
ciones de €, y Eg se llaman, respectivamente, radial y transversal dile 
T zi ; 
a J / 
—_——__—___uxxz=._ >= 
onces rop = rê, y] | ro 
qué no es entonces) | vp|= F? S il Ae ii 


P: pleri a los ejemplos de esta sección, volvemos brevemente al cálculo de las ` 

ores unitarios €, y -€y. Notemos que cada deri i 

al vector que se diriva. Para entend É leida 
k A a er por qué sucede esto, consideremo. ió 

E e a é € E s una deducción alter- 

co E fórmula para €,. La dependencia del tiempo de €, se debe a la dependencia del 
po de la coordenada 0 de la cual depende é, explicitamente; podemos escribir asi 


Estudiemos la derivada dê,/d 0. Por definición, 


de E +40) — 2/01], (8%, 
dð ao A0 ago AD 


Con ayuda de la Fig. 1.7 vemos que: 


1. La dirección de Aé o ê ê ' 
Saiva r: (y por tanto de A€,/A0 ) se acerca a la de êp cuando AQ 


2. La magnitud de A€,/A0 es [2(1)s ii 
E e On [2(1)sen(A0/2)]/ A9 , que se aproxima a la unidad 


Figura 1.7: Cambio en ê al variar 0. 
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Entonces de,/d0 = €, , y obtenemos é, = de, de acuerdo con A Con- 
viene que el lector esboce una prueba geométrica similar de la ecuación be 0 RNE 

Esta ortogonalidad mutua de un vector y su derivada no está restringi a qee 
unitarios; es, de hecho, una propiedad de todos los vectores de magnitud constante. 
demostrar que este es el caso notando que si A es un vector tal, entonces 


De la ecuación (1.37) obtenemos 


ap = (E — 1028, + (10 + 2708, + ¿k 


-EASE EA e| 


< A = |A|? = constante 32 
A lAl = dad ê, + 201?8, 


y por ello ; 
d -A= 0 f Velocidad Vp =23 a 2 
qe ) = : Entonces ‘apl = g tr + 20€, m/s 
otin dp =21.4 m/s! En  = 1, tenemos r = 3/2 m y 0 = 4/3 rad; se muestran estos 
r resultados en los diagramas anexos. 
dA o e Adviértase que existe un tiempo £ = / 9/32 s, en que F y 
a —r(?, partes de la componente radial de Ap, Se cancelan entre sí, 
, | f haciendo a esta componente igual a cero en ese instante, Se aconseja 
o bien d al lector calcular y bosquejar vp y ap en otros instantes, por ejem- 
dA ð (1.38) plo, en t = 2s. : 
UN = : i Ñ 


Aceleración a, 


r g i i i utuamente 
Por consiguiente si no se anula el vector ni su derivada, estas cantidades son mutu . 

1 b Prese! E 
perpendiculares Haremos uso de este resultado frecuentemente a lo largo del libro. Presenta: 


mos ahora algunos ejemplos de velocidad y aceleración en coordenadas cilíndricas. 


En el ejemplo precedente, descártese la r y la 0 dados. Suponga en ` 
vez de ello que 0, = constante = 0.3.rad/s y que el pasador se des- 
liza no sólo en la ranura del disco 2 sino también en la ranura espiral 
cortada en el marco de referencia y definida porr = 0.1 0 metros, 
con 0 en radianes. Determinar la velocidad y la aceleración del 
pasador cuando 0 = x rad. 


Ejemplo 1.14 


Un pasador P se mueve hacia afuera respecto a un disco circular 
horizontal y su coordenada radial r está dada en función del tiempo 
por r = 31?/2 m. El disco D gira de acuerdo con la fórmula 0 


= 412/3 rad. Encuentre la velocidad y la aceleración de P en £t = 1 s. Solución 


i Y fa Der=0.10 obtenemos? = 0.1 Ò yF=0.1 Ú , que es cero ya que 
Solución , j i ME 0 = constante. Entonces 


Detacuón 138% . Ve = FE, + r0t, = 0.108, + 0.1008, 
2 ES > = 0.0300€, + 0.0942ê, m/s 
vp = 18, + r0é, + ¿k 


+ } , Para la aceleración se tiene: 
z 3 aV 8 Ns . Fa pfa s á 
ê ate, + (703! ĉo + 0 ap = |F — r0*8, + (r0 + 250)8, 


a : | (0 — 0.100?Jé, + [0 + 2(0.10)0]8, 
q —0.02838, + 0.01808, m/s? 
Entonces v 
o E | EOI Veremos en la próxima sección que la velocidad es siempre 
vel¡- 1 = 38, + 48, m/s tangente a la trayectoria del punto. El ángulo € entre la trayectoria 
y el eje (— x) puede encontrarse a partir de las componentes de la 
velocidad, como se muestra en la figura. : i 


y vemos que la velocidad (en magnitud) de Pen t = 1 ses de 5 m/s. 


| Ea 


Viransversal 
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En los próximos ejemplos se tendrá movimiento en la dirección z así como en la radial 
(r y en la transversal ( 0 ). 


Ejemplo 1.16 


| Un punto Ó se mueve sobre una hélice, como se muestra en la figura. 


El paso de la hélice es de 0.2 m y el punto viaja con rapidez constante 
de 20 m/s. Determinar la velocidad de Q en términos de sus compo- 
nentes cilíndricas. 


Solución 


El paso de una hélice es el avance (constante) de Q en la dirección 
z por cada revolución en 0. Por tanto, 


n=? E (1) 


de modo que 


TE 0) 
P n 
O, para este'problema, 
Ò = 31.422 (€) 


Notando que F = 0 ya que Q viaja sobre un cilindro (con r 
Ii constante); la ecuación (1.34) da entonces para la velocidad del punto: 


| Yo = 108, + žk . (5 


= 0.50é, + ¿k (5) 
i 


o, usando (3), n 


Yo = 15.7126, + ¿k (6) 


La rapidez de Q es constante e igual a 20 m/s; entonces 


Vl5.712)7 + 2? = 20 Y) 

ż = 1.271 m/s (8) 

De la ecuación (3) obtenemos 
Ò = 31.42(1.271] = 39.94 rad/s 9) 

Por lo tanto, el vector velocidad de Q es [sustituyendo (9) y (8) en (5)], 
vo = 19.97€, + 1.271 m/s (10) 


Obsérvese que |vo| = 20.0 m/s, como era de esperar. Nótese tam- 
bién que un paso más grande extenderá la hélice (ver la figura). Las 
i i j onen! ultará 
ecuaciones de este ejemplo muestran que la componente k resulta pr sad 
más grande que la componente €, para un mayor p. 


1.6 Coordenadas cilíndricas 


Determinar la aceleración de `Q en el ejemplo anterior. 


Solución 


“De la ecuación (1.37) obtenemos 
ao = (E— 10218, + (rd + 250)é, + Zk 
como r es constante en el cilindro esta ecuación se reduce a 


ag = —10%%, + 108, + Ek 


plo anterior muestran que z y 0 son constantes. Por lo' tanto sólo 
se tiene una componente diferente de cero de la aceleración: 


ag = —r0%, = —0.5/39.9?)é, = —796€, m/s? 


Nótese que el punto Q nunca tiene componente radial de la velocidad 
(ver la figura), y sólo tiene componente radial de la aceleración. 


Ejemplo 1.18 


Determinar los vectores velocidad y aceleración del punto O en el 
conoce su posición vertical en función del tiempo: 


z = 0.08 m 
Solución 


De acuerdo con el Ejemplo 1.16 (ver la figura), 
Ò = 31.42 = 31.4(0.24t?) 


= 7.54t? rad/s 
Por lo tanto 


Vo = 0.5(7.541?Jé, +- 0.241?k 
- = 3.77t?ê, + 0.24t?k m/s 


Sin embargo, esta vez la velocidad depende del tiempo; por 
ejemplo en ? = 10s, 


Vel =10 = 377€, + 24.0k m/s 

Para la aceleración, vemos que Ż es aún cero, por lo que 

ao = —rb0%, + rbe, + Zk 

Esta vez, los tres términos son diferentes de cero. Tenemos así que 


¿=0.24t? m/s Ê = 7.54t? rad/s 
Z=0.48tm/s? Ë = 15.1t rad/s? 
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Más aún, como |voļ es constante, las ecuaciones (8) y (3) del ejem- 


Ejemplo 1.16 si en vez de que la velocidad de Q sea constante, se - | 
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Entonces 


x | De esto se obtiene o 
= —0.5/7.541?]?8, + 0.5(15.1t)ē + (0.48:]k I 


4 
rr? = l =r = 0.56 m 
28.41%, + 7.55té, + 0.48tk m/s? | Bepi i 
= 0.44 m/s ' 
Zmax 
En el ejemplo final de esta sección consideraremos el caso en que además de variar 0 y 


z como en los tres ejemplos precedentes, también varía el radio. Nótese en la ecuación (2) del ejemplo que en este valor de ż, 


ô = 0.69 rad/s- 
Ejemplo 1.19 


De la ecuación (1),.vemos que en el mismo instante 
Un punto P se mueve describiendo una trayectoria espiral que se 
enrolla alrededor del paraboloide de revolución mostrado en la figu- 
ra. La distancia focal fes'igual a 1/4 m y el punto avanza 4.0 m verti- 
calmente en cada revolución. Si la velocidad de P es de 0.7 m/s 
constante, determine la componente vertical del vector velocidad de 
P en función de r. 


Z 
: = — = 0.39 m/ 
pi let m/s 


y por lo tanto, cuando Z es máximo, la rapidez (o magnitud de la velocidad) es 


i Ive! = Y7? + (16)? + 2? f 
= 40.39? + (0.56 x 0.69)? + 0:44? = 0.70 m/s 


como debe ser, ya que no cambia con el tiempo. 


Solución ` 


De z = r? obtenemos - 


ES més (1) 
2r 


Pregunta 1.5 ¿Cuál es la magnitud máxima de la componente radial de vp? 
De la relación para el paso p0/2x = z, obtenemos 


4.00 = 2nż > Ò = 7? rad/s 0) 


——_— Problemas /Sección 1.6 


 _IiI AA A AAÁAÁA  —_Á2 AA<—MMm€¿4>4>2 


Por consiguiente, la rapidez de P puede expresarse como 


[va] = 0.7 = VÈ? + (10? + 2? 


z 2 T 2 
—] +l[—r2z o ż? m/s 
(ż) 2 


La respuesta es entonces 
1.4r 


¡A 
VET + mr 


1.100 El avión en la Fig. P1.100 viaja con rapidez y altitud 
constante. El radar detecta al avión y calcula la distancia D, 
el ángulo 0 y la rapidez de variación de cambio de 0 (9 


sea 0 Jen todo momento. En términos de 0 y 6, encuentre 
la rapidez del avión. 


1.101 Una bala de acero se.mueve radialmente hacia afuera 
en una ranura de un disco horizontal que gira alrededor del 
eje z vertical. En el instante mostrado en la/Fig. P1.101, la 
bola está a 3 plg del centro del disco y se mueve radialmente 
hacia afuera con una velocidad de 4 plg/s respecto al disco, 
y con una aceleración radial también respecto al disco de 
5 ple/s? hacia el exterior. ¿Qué valores de Ó y Ú debería 
tener la bola en el instante mostrado para que su acelera- 
ción total fuese cero? , 


Ampliaremos un poco el ejemplo precedente. Podemos ver que Z varía con el radio r (dis- | 
tancia del eje z a P), que es cero inicialmente y se aproxima a cero nuevamente para valores 
y grandes de r. Su máximo puede determinarse con ayuda del Cálculo: 


0,6 | p] 


do | 
dr 
o bien p 
3 7 A(1.4r) dy 1.3 4r? + atr* Figura P1.101 
1.4 4r* + nír PE 4r E 
0s 


i 1.102 El disco mostrado en la Fig. P1.102 es horizontal y 
E, ERRE o gira según la fórmula = ct alrededor de la vertical. Ciertas 
Figura P1.100 fuerzas obligan a la canica a moverse en una ranura tal que 
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su distancia radial desde el centro es igual a kt,; c y k son 
constantes. 3 E 


a. Encuentre la aceleración de la canica. 
b. ¿En qué tiempo desaparece la aceleración radial? 
. 


Figura P1.102 


1.103 Una partícula se mueve sobre una curva llamada 
lemniscato de Bernoulli, definida por la ecuación P = 2cos 
2 0, (en pie?); se mueve a lo largo de la rama señalada con 
flechas y pasa por P en f! = 0. El ángulo 0 crece con el 
tiempo según la fórmula 0 = 312 + 21 rad, con í en 
segundos. En el punto P, halle la velocidad y la aceleración 
de la partícula. 


y (Et) 


Figura P1.103 


* 1.104 Un punto P se mueve sobre la espiral de Arquíme- 
des con rapidez constante de 2 m/s (Fig. P1.104). La ecua- 
ción de la espiral es r = 3 0. Encuentre la aceleración de 
P cuando 0 = 270%, 


Figura P1.104 


1.105 La caräioide tiene la ecuación r = a(l + cos 0). 
El punto P viaja sobre esta curva en la dirección indica- 
da, en forma tal que Ê = K = constante. En función 
de K y a encuentre la velocidad de P en los cuatro pun- 
tos en que la trayectoria corta a los ejes coordenados. Ex- 
prese el resultado en términos de las componentes radial y 
transversal y luego conviértalo a componentes ortogonales 
expresando ê, y €, en términos deÎ y j en cada posición. 


Figura P1.105" 


1.106 En el problema anterior calcule la aceleración de P 
en los mismos cuatro puntos. Igual que antes, resuelva el pro- 
blema primero con componentes (€, , E) y luego convierta 
el resultado a componentes (i, Y. 


1.107 Un punto P parte del origen y se mueve a lo largo 
de la parábola mostrada en la figura con una componente 
x de la velocidad constante igual a Y = 3 pie/s. Usando el 
siguiente procedimiento, encuentre las componentes radial 
y transversal de la velocidad y aceleración de P en el punto 
(x, y) = (1, 1). Encuentre vp y ap en componentes ortogo- 
nales (ver el Problema 1.71); luego resuelva esos vectores a 
lo largo de ê, y 8, para obtener las componentes radial y 
transversal. z 


Figura P1.107 


1.108 Resuelva el problema anterior por un camino dife- 


rente, Partiendo de las relaciones polares r = ./x, + Y, 


y 0 = tan”! (y/x) y derive para obtener *, F, O y O; 
luego sustituya estos valores en las ecuaciones (1.34) y (1.37). 


1.109 La rosa de cuatro folios de la Fig. 1.109 tiene la ecua- 
ción r = 3 sen 2 0 * (en pies). Una partícula P parte del ori- 
gen y viaja sobre la trayectoria indicada con 0 = 1/6rad/s 
= constante. Cuando P se encuentra en el punto más alto 
en el primer cuadrante, encuentre: 


a. La velocidad (rapidez) de P 
b. La aceleración de P 


Figura P1.109 


* 1.110 El punto P en la Fig. P1.110 se mueve sobre el 
caracol (o limazón) definido en coordenadas polares por 


r=35-—3cos 0 (en metros) 


Si el ángulo polar está definido por 4 = 101? rad, encuen- 


tre la velocidad de P cuando éste.se encuentra en su punto 
más alto. 


Figura P1.110 


1.111 En el problema anterior, determine la aceleración de 
P en (a) el mismo punto más alto y (b)en 0 = x rad. 


* 4.112 Un punto P se mueve sobre la figura en forma de ocho 
en la dirección indicada (Fig. P1.112) con rapidez constante 
de 2 m/s. Encuentre el vector aceleración de P en el instante 
siguiente en que su velocidad es horizontal. 


| r = y25cos 20m 


Z 


P 
i 


NS 


i 


Figura P1.112 


“da 13 Un insecto está dormido sobre un disco de 33 1/3 rpm 


a 6 plg del eje de rotación. Cuando el disco se pone en movi- 
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miento el insecto despierta y empieza a caminar en línea ree 
ta respecto al disco hacia el centro con velocidad de 1 ple/s 
(Fig, P1.113). Si el insecto puede resistir una aceleración má- 
xima de 100 plg/s?, ¿llegará al centro si (a) comienza a mo- 
verse después de que el disco alcanza su velocidad normal, y 
(b) comienza a moverse tan pronto como el disco se pone 
en movimiento? Suponga que la tornamesa acelera lineal- 
mente (en el tiempo) hasta alcanzar su velocidad normal en. 
una revolución y que" = —-| plg/s? hasta? = —1 plg/s. 


Figura P1.113 f = 


1.114 David lanza una piedra a Goliat con una honda; és- 
ta gira una revolución más 136° y en esa posición la piedra 
sale despedida con una rapidez de 50 pie/s (Fig. P1.114). Al 
girar la honda la velocidad angular de la piedra crece lineal- 


Figura P1.114 
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mente con el tiempo f, o sea 0 = kt, en donde k es una 
constante. Encuentre la aceleración de la piedra en el ins- 
tante anterior a su liberación. 


4.115 En el Problema 1.60 demuestre que la velocidad de 
los ladrillos puede obtenerse tomando simplemente la com- 
ponente de la velocidad de la unión con el parachoques, punto 
A, a lo largo de la cuerda. Usando las expresiones en coor- 
denadas cilíndricas para la' velocidad, explique por qué 
funciona este procedimiento, 


41.116 Dos personas que se mueven a 2.5 pie/s hacia la de- 
recha tiran de una cuerda para arrastrar una caja Æ sobre 
el suelo en el nivel inferior (Fig. P1.116). Determine la rapi- 
dez de dí en función del ángulo 0 entre la cuerda y la 
vertical. 


Figura P1.116 


Y 4.117 La barra rígida Ķ en la Fig. P1.117 se mueve de ma- 
nera que sus extremos A y B permanecen en contacto con 
las superficies. Si en el instante mostrado, la velocidad de 
A es de 0.5 pie/s hacia la derecha, calcule la velocidad de B: 


Figura P1.117 


./1.118 En el problema 1.117 determine la aceleración de B 


en el instante mostrado si la aceleración de A es de 1.0 pie/s? 


hacia la izquierda en el mismo instante. 


. 1.119" Una hormiga viaja hacia arriba por el pasamanos de 


una escalera en espiral (Fig. P1.119), de acuerdo con 


E PA A 

Tos = 2 ¡cos i — —km 

o 50 a 5 

Encuentre la posición y la velocidad de la hormiga cuando 


t = 30s. 


Figura P1.119 


4.120 Encuentre la aceleración de la hormiga (en t = 30 s) 
en el problema anterior. 


4.121 Un punto P parte del origen en t = 0 y se mueve en 
una trayectoria sobre el paraboloide de revolución mostra- 
do en la Fig. P1.121. La trayectoria está descrita (con pará- 
metro t) por 


r = kt 
0 = k,t? 


Determine los vectores de posición, velocidad y acele- 
ración del punto cuando este alcanza el borde superior del 
paraboloide. (H, R, k, y k, son constantes.) 


£/ 


IT 


Figura P1.121 


1.122 Una cuenta B se desliza hacia abajo y alrededor 
de: una superficie cilindrica sobre un alambre helicoidal 
(Fig. P1.122). El paso p de la hélice es igual a la magnitud 
del descenso vertical de la cuenta por cada cambio en 0 de 
27 ; R es el radio de la hélice. 


a. Observando que 0 (y por consiguiente también z) es 
una función del tiempo, escriba las ecuaciones para 
Top» Yg Y Ag EN coordenadas cilíndricas. 

b. Para los valores R = 0.3 m, p =0.2my 0 = 0.61 
rad/s, evalue y bosqueje los vectores velocidad y 
aceleración de B cuando f = 10 s. 


Figura P1.122 


1.1 23 La montaña mostrada en la Fig. P1.123 tiene el per- 
fil del paraboloide de revolución H — z = kr,, en donde 
H = altura = $000 pie, res el radio en z y k es una constan- 
te: El radio de la base es también de 5000 pie. Un auto viaja 
hacia arriba de la montaña sobre una trayectoria en espiral. 
En cada vuelta el auto asciende 1000 pie. El auto viaja con 
rapidez constante de 60 mi/h. Calcule los valores máximos 
y mínimos absolutos de la componente radial de la veloci- 
dad durante el viaje e indique dónde se encuentra el auto en 
esos dos instantes. 


Figura P1.123 
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k 
1.124 En el problema anterior, encuentre las posiciones del - 


auto (r, O, 2) para las cuales las siguientes componentes f 
de la velocidad son iguales: 


a. Radial (*) y transversal (rÈ ) 
b. Radial y vertical (2) 
C. Transversal y vertical 


Ld 
1.125 Demuestre que la velocidad de un punto P en coor- 
denadas esféricas (r, 0, $ ) está dada por 


vp = 18, + 108, + rÈ sen08, 


Ver'la Fig. P1.125. Sugerencia; Como pasos intermedios, ob- 
tenga los resultados 


ë, = 08, + $ sen 08, 
e = —0%, + $ cos 0, 
è, = —lsen08, + cos 06.) 


Luego derive el simple vector de posición rop = ré,. 


Figura P1,125 ` 


1.126 Demuestre derivando v; en el problema anterior que 
la expresión correspondiente para la aceleración en coorde- 
nadas esféricas es ' 
ap = |F — r0? — rọ? sen? 0)ê, 
+ (270 + r0 — rọ? sen0 cos 0OJé, 


+ [2h sen0 + 2r04 cos 0 + rọ sen 0Jé, 


€... 
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* 4.127 La velocidad de un punto P que se mueve en un 
plano es la resultante de una parte, vé,, a lo largo del radio 
desde un punto fijo O al punto P, y de otra parte uá, que 
es siempre paralela a una recta fija (Fig. P1.127). Demues- 
tre que la aceleración de P puede escribirse como aê, 
+ a,¡, en donde 


dv uw du uv 
‘= — — — cos 0 y Asy to 


a 
“dt r at r 


en donde r es la longitud del radio vector de O a P y- 0 es 
| el ángulo formado con la dirección fija. 


Figura 1.9 Cambios en ropal variar s. 


y por la regla de la cadena, 


| PET, 
1 . Marco de referencia : e drop ds 
Figura P1.127 . $ P— ds dt 
EN [e + ås) — sado] 
1 Y Componentes tangencial y normal „emmma ; ATID As 
š qi Atop 
En esta sección examinaremos otra manera más de expresar la velocidad y la aceleración de =e pos As (1.40) 
un punto P. En vez de centrarnos en un sistema específico de coordenadas, estudiaremos 
ahora la manera en que el movimiento de P está relacionado con su trayectoria. Por ello, las . 7 $ 
componentes de velocidad y aceleración que resultan se llaman a veces intrínsecas o naturales. La Fig. 1.9 muestra las cantidades Árpp. y As. , f 
La trayectoria de un punto P, como se mencionó en la sección 1.3, es el lugar geométrico ` Sugerimos que el lector esboce eo sobre una hoja grande de papel y luego.use una 
de puntos del marco de referencia $ ocupados sucesivamente por P durante su movimiento. regla para dibujar el triángulo OOP’ (Fig. 1.10). Luego el límite en la ecuación (1.40) puede 
Comenzamos entonces definiendo algún punto de referencia sobre la trayectoria. Desde este 0 progre por ejemplo, dividiendo As'a la mitad cada vez. Después de unas pocas divisiones 
? . . y 

origen se mide la longitud de arco s a lo largo de la trayectoria hasta el punto P. Es claro p S sobre la hoja, será claro que al tender As a cero, esto es al acercarse P'a P, ocurren 
que la coordenada longitud de arco depende del tiempo, o sea s = s(t). os cosas muy interesantes. 3 

En la Fig. 1.8 vemos un vector de posición, Fop, para el punto P. Este vector, como se. A i . , 

i dijo en secciones anteriores, define la localización de P y por tanto puede considerarse fun- 1. Top se vuelve tangente a la trayectoria de P en la longitud de arco s. 
ción de la longitud de arco s: 2. La magnitud de Argp/As tiende a As/As = 1: 
w Į 

top = Topls) = toplslt)] ; (1.39) 
Derivando para obtener la velocidad de P (la definición es la misma independientemente de 
como representemos los vectores), resulta 

. drop 
Vp = Top = ——. 
P oP dt | 

¿5=0 , A 

a] S(t) 

m e p f 

Trayectoria de P SS : i 


; o 
Figura 1.8 Longitud.del recorrido de P en i = 
su trayectoria. , : Figura 1.10 Contracción de As hacia cero. 
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Estos dos resultados tomados en conjunto muestran que drop/ds es siempre un vector unitario 
tangente a la trayectoria y que apunta en la dirección de s creciente. Es por ello que este vector 
se denomina ê, el vector tangente unitario. La ecuación (1.40) puede ser entonces escrita como 


vp = $e, (1.41) 


De la ecuación (1.41) vemos que el vector velocidad del punto P es siempre tangente 
a su trayectoria. El valor absoluto |$| de la parte escalar, que es la magnitud |vp| del 
vector velocidad vp, se llama velocidad (o rapidez) de Pen Y, como lo mencionamos en la 
sección 1.3. 


Ahora derivamos nuevamente para obtener la aceleración de P. Usando la ecuación (1.41) 


obtenemos i 
Se + , dê, 
ap = Y se $ 
P P 1 ER 
= 38, +8? des i 
= Se, de (1.42) 


Como ê, es un vector unitario, dé,/ds es perpendicular a €, y por consiguiente perpendicular 
a la trayectoria. La ecuación (1.42) muestra una separación importante de la aceleración en 
dos partes, una tangente y la otra normal a la trayectoria de P. La componente tangente a 
la trayectoria, 3”, es (para $ > 0) la rapidez de variación de la magnitud del vector velocidad 
de P. La componente normal a la trayectoria refleja la rapidez de variación de la dirección 
del vector velocidad. i 

Un análisis más amplio de dé,/ds en la ecuación (1.42) se facilita si restringimos prime- 
ro.la atención al caso de una curva bidimensional (plana). Para tal fin, sea Q la inclinación 
de una tángente a la curva plana, como se muestra en la Fig. 1.11. Podemos imaginar que 
al crecer s, €, gira de manera que de,/ds apunta hacia el interior de la curva, o sea en la 
dirección de €, mostrada en la figura. Podemos obtener este resultado analiticamente es- 


cribiendo 
d0 de, 


de, A ' 
Z a 4 
ds ds d0 (aa) 


En la Fig. 1.11 vemos que 


é, = cos Qi + sen 05 


ki 


i 
Figura 1,11 Vectores unitarios tangente y 
normal a una curva plana. 
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Derivando obtenemos 


de, m $ 

— = —sen li + cos 0j 

do” ! 
que es un vector unitario normal a la curva. Si d 0/ds es positivo, como se ilustra en la 
Fig. 1.11 entonces de,/d9 = *,. Si d0 /ds es negativo (curva cóncava hacia abajo), en- 
tonces de,/d0 = —£,, o sea de,/d0 apunta hacia el exterior de la curva, como puede 
verificarse facilmente dibujando un croquis. En ambos casos, ` 

de, d|. ia 

— = | € à t 

ds ds|” . $1.44) 


El lector recordará probablemente. de su estudio del Cálculo Diferencial que |d0/ds| `. 
es la curvatura de una curva plana. El recíproco de la curvatura es el radio de curvatura p. 
El radio de curvatura es el radio del círculo que proporciona la mejor aproximación local para 
un segmento infinitesimal de la curva. La ecuación (1.43) puede entonces expresarse como, 

de e >. (1.45) 

ds p 

En tres dimensiones es más difícil visualizar esta situación. No podemos usar el desa- 
rrollo anterior porque é, no puede expresarse en función de un simple ángulo como 0. En 
consecuencia, en el caso general adoptamos una definición de la curvatura que, en dos dimen- 
siohes, se reduce a la que hemos ya establecido. Esto es, se define simplemente la curvatura 
1/p fomo la magnitud del vector dé, /ds. 

El vector unitario €, definido como 


-1 &&_ & 
“= Tdrds| ds "as 


se denomina vector normal unitario principal de la curva. Sustituyendo en la ecuación (1 .42), 


(1.46) 


es ae Sl : 
Ap = SC, + — ê, (1.47) 
i P 
Una forma alternativa en la que el parámetro s no está explícitamente implicado se obtie- 
ne si escogemos a s de modo que en el instante de interés $ > 0. Por tanto, $ = |vp| y 
d x |vpl? - 
ap = | — |vpl |€, + — € (1.48 
P (5 |vp| Je, yA i ) 


En esta expresión se ve muy claramente la descomposición natural de la aceleración en partes 
relacionadas con la rapidez de variación de la magnitud de la velocidad y con la rapidez de 
variación de la dirección de la velocidad. Veremos ahora algunos ejemplos del uso de las com- 
ponentes tangencial y normal. 


Ejemplo 1.20 


Un automóvil parte de A e incrementa su rapidez alrededor de la 
pista a razón de 6 pie/s? viajando en sentido antihorario. Determi- 
nar la posición y el tiempo en que la magnitud de la aceleración del 
vehículo alcanza el valor de 20 pie/s?. 
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Solución 


3 = 6 pie/s? 


0 pie/s (La constante es cero puesto que 
$=6 +0 ¿=0ent=0) 


O pie (La constante es cero puesto ques = 0 
3t? + GF s=0ent=0, 


La magnitud de la aceleración de Q es 
laol = ao = V5? + (82/p)? 
= 4/36 + (36t?/200)? pie/s? 


Cuando ay = 20 pie/s? obtenemos la ecuación 


S 


20? = 36 + [0.18t?)? = 36 + 0.0324t* 


En t = 10.3 s,s =.318 pie, lo cual representa 318 (2 1.1) = 0.253 
de revolución, o sea 91.1° en sentido antihorario desde el eje x. 


Ejemplo 1.21 


Verificar los resultados del Ejemplo 1.13 en x = 2 m, usando las com- 
ponentes ĉ, y ĉn. i ; 


Solución 


Se sabe que $ = |vp| = 0.2 m/s. Como vp es tangente a la tra- 
yectoria de P podemos calcular ê,: 


=x=2 (en el punto dado) 


0 = tan”'(2) = 63.4° 


ê, = cos 0 + sen 0j 


0.448î + 0.8945 


El radio de curvatura es 


ta y bd 1 1 
p o E Trio ES 
O bien 
p=112m 
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Con é, = —sen 01 + cos Oj tenemos 

2 
A 

y(m y ap = 58, + — ê, 
p 

2y =x* $8. . 
=04+—8, (ya que $ es constante) 
P 
P 0. 


oa (—0.8941 + 0.4485) 
—— |U; 1 è 
11.2 7 


Partida 


Ejemplo 1.22 


—0.003% + 0.0016fm/s? (igual que antes) 


Después de recoger pasajeros, un tren acelera uniformemente hasta 
que su rapidez es de 100 km/h en £ = 300 s. Si durante este tiempo 
el tren viaje sobre una trayectoria plana aproximadamente dada por 
la circunferencia y la recta mostradas en la figura, encuentre la mag- 
nitud de la aceleración del tren cuando (a) £ = 1 min y (b) f = 2 min. 


Solución 


Primero determinamos la componente tangencial de la aceleración del 


tren*: e 
$ = constante = k (Esto es lo que significa uniforme.) 
$=kt+C, = kt (ya que $ = 0 eņ t = 0) 
kt? kt? 
9. + ar (pues s = O en t = 0) 
En ¢ = 300 s, 
km 1000m 1hr 
$ = 100 — —_— = 27.8 m/ 
à hr llar 3600s peana 
Por tanto, 
27.8 
k = =— = 0.0927 m/s? 
300 i 


Sustituyendo este valor de la aceleración, obtenemos la rapidez y la 
posición del tren en £ = 1 min: 


$ = kt = (0.0927)(60) = 5.56 m/s 


60? 5 
s = 0.0927 -> = 167 m 


Nótese que 2 nr = 2 1 (500) = 3140 m, de modo que el tren ha | 
recorrido sólo (167/3140)360 = 19.1° del tramo circular y no ha al- 


*En este ejemplo el tren se considera como una partícula. 
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SA 
canzado aún la parte recta de su trayectoria cuando £ = 60 s. Por 
lo tanto, 


la = [37 + E) 
o y P 


= /(0.0927)? + 


= 0.11] m/s?° ent = 60s 


En / = 2 min = 120 $, la longitud de arco recorrida por el tren es 


E kt? _ 0.0927(120?) _ ser 
Doan 2 cs ai 
que corresponde a un ángulo de (667/3140)360 = 76.5°. Como el tren 
entra a la parte recta de la trayectoria cuando 0 = 60°, la acelera- 
ción en £ = 120 s no tiene componente normal y 


lal =$ = 0.0927 m/s en t = 120s 


Ejemplo 1.23 


En el Ejemplo 1.11 hallar para el punto P en t = 1 s: componentes 
tangencial y normal de la aceleración, radio de curvatura y vector nor- 
mal principal. 


Solución 


Se sabe que A 
top = 24% + t?ĵÎ + 3t?k pie 
vp = 2 + 312% + 6tk pie/s 
` ap = 6tÎ + 6k pie/s? 


Si escribimos la velocidad vp como una magnitud multiplicada por 
un vector unitario, podemos determinar $ y €, para P: 


Já + 9 + 361? [CES pie/s 
V4 + 91% + 361? 


Vp 


„= se, 
en donde notamos que $ > 0, ya que estamos escogiendo el sentido 
de s creciente para el de la velocidad. 
Encontramos las componentes tangencial y normal de la acele- 
ración de Pen! = |s: 
E +35 + 6k 
7 


Vel =1 = ) = |vpļê, pie/s 
£ 


Ahora que tenemos ê, puede servir para separar la aceleración ap 
= 6j + 6k pie/s? (en t = 1) en sus componentes tangencial y nor- 
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mal (ver la figura). La componente tangencial de ap (o sea la com- 
ponente paralela a ¿,) es, de acuerdo con la figura, el producto 
escalar de ap. y e,: 


Ap. li=1 = apl,=1* lv 
: $ +R\ /28 + 3f + 6k 
=a 


6 54 
= 768 +6 = y Pie/s? 


Luego obtenemos la componente normal de la aceleración res- 
tando vectorialmente la componente ap, ( = (54/7)ê,) de la acelera- 
ción total ap. O sea, como ; 


Ap = Ap, + a», 


obtenemos 


= [apli=: srl 


Apali=1 = lapl 


te = 54/%+3j + 6k 
EE E e o 
7 7 > 
—1081 + 132% — 30k 
49 


= 3.53 pie/s? 
Como ap, = $?/p = |vp|?/p, el radio de curvatura es: 
7? A 
p = =; = 13.9 pie 


El vector unitario €, se obtiene de: 
apa —108Í + 132 — 30k 


ap, 49(3.53) 


= —0.6241 + 0.763ĵ — 0.173k 


Es instructivo calcular directamente d |vp| /dt ya que en este 
caso conocemos |vp| en función del tiempo: 


Ivp] = V4 + 9t* + 36t? pie/s: 
dlvp| 13643 + 72t) 
dt J4 +9 + 36t? 
Entonces 
dlv»| 3(108) 54 


dt |= V49 7 


que es por supuesto el resultado que ya obtuvimos al analizar las com- 
ponentes del vector aceleración. ' 


pie/s? 


pie/s? 


Pregunta 1.6 ¿Cómo encontraría usted el vector de posición del 
origen O al centro de curvatura en £ = 1 s? 
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Los componentes tangencial y normal de la velocidad y aceleración serán muy útiles más 
tarde cuando se conozca la trayectoria de un punto (por ejemplo, el centro C de una rueda 
que tiene rodamiento sobre una vía curva). Podemos usar entonces las ecuaciones (1.4) y (1.7) 


para expresar vp y Ap. 


1.128 La partícula P se mueve sobre una circunferencia 
(Fig. P1.128) según la función del tiempo indicada. Encuentre 
los tiempos í y ángulos 0 en que las componentes tangen- 
cial y normal de la aceleración son iguales. 


poy 
a 
s(t) qre 


s=0aquíat=0 


Figura P1.128 


, 


1.129 En el Ejemplo 1.22 calcule la distancia que el tren 
ha recorrido sobre la porción recta de su trayectoria cuando 
su rapidez ‘es de 100 km/h. s 


1.130 El punto de la Fig. P1.130 se mueve en una trayec- 
toria circular según s = 217 — 312 m. 


a. ¿Cuáles son los vectores de posición, velocidad y ace- 
leración en £ = 3 s? 
b. ¿Qué distancia ha recorrido? 


Figura P1.130 


1.131 Un auto acelera uniformemente desde el reposo y al- 
canza una rapidez de 60 mi/h en 1 min sobre la pista circular 
mostrada en la Fig. P1.131. Se mantiene luego con esa veloci- 
dad de 60 mi/h. Determine la posición del auto al final del 


+ _ intervalo de 1 min y encuentre el tiempo requerido para que 


el auto alcance el punto más alto 7. También obtenga la ace- 
leración del auto cuando alcanza el punto T. 


1.132 Demuestre que si la posición de una partícula está 
definida por x = 5 cos f y y = 5 sen 1 (en pies), entonces 


Problemas ' Sección 1.7 


Figura P1.131 


la trayectoria de la partícula es un círculo. Obtenga la ecua- 


ción de la longitud de arco s en función del tiempo. 


1.133 En el Problema 1.78 determine la longitud de arco 
s en función del tiempo. 


1.134 En el Problema 1.67 determine la expresión para $ 
(f). Integre, para un movimiento que comienza en t = 0 en 
(x, y) = (20, 0) m, y obtenga s(1). Evalúe la longitud de arco 
en í = 2 s y muestre que el resultado es la circunferencia 
del círculo sobre el que viaja P. 


1.135 Un punto P se mueve describiendo una trayectoria. 


dada por s = cf3, en que c = constante = 1 pie/s?. En 
t = 2s, la magnitud de la aceleración es de 15 pie/s?. Para 


ese tiempo encuentre el radio de curvatura de la trayectoria 
de P. 


1.136 Un punto D se mueve a lo largo de una curva en el 
espacio con una rapidez dada por $ = 6! m/s, en donde 1 
se mide desde cero cuando D está en s = 0. Si en cierto tiempo 
t la magnitud de la aceleración de D es de 12 m/s? y el 
radio de curvatura es de 3 m, determine /”. 


1.137 En el Problema 1.103 encuentre el radio de curvatura 
de la trayectoria de P en el instante dado. Note que e, 
=) = ê y que ê, =-—i= —Ê,. 


1.138 Encuentre el radio de curvatura de la curva de Agnesi 
en x = 0. (Ver la Fig. P1.138.) 


yai. 
4 +x 


> 
A x 
Figura P1.138 


11.139 Un punto P se mueve de izquierda a derecha a lo largo 
de la curva definida en el problema anterior con una com- 
ponente x constante de velocidad (Xp). Calcule la aceleración 
de P cuando éste alcanza el punto (x, y) = (0, 2a). 


1.140 En el Problema 1.105 exprese vp en los mismos 
cuatro puntos en términos de las componentes tangencial 
y normal. 


1.141 En el Problema 1.105, para la posición = ¿2 
exprese ap en términos de las componentes tangencial y nor- 
mal y encuentre el radio de curvatura de la trayectoria de 
P en ese punto, . ' 


. 1.142 Un punto P parte del origen y se mueve a lo largo 


de la parábola mostrada en la Fig. P1.142, con una compo- 
nente x constante de velocidad, x = 3 pie/s. Determine las 
componentes tangencial y normal de la velocidad y acelera- 
ción de P en el punto (x, y) = (1, 1). 


Figura P1.142 


1.143 En el problema 1.104, encuentre el centro de curva- 
tura de la trayectoria de P cuando 0 = 270%. 


1.144 En un instante particular un punto tiene una veloci- 
dad 31 + 45 plg/s y una aceleración i + k — k plg/s?. En 
este instante encuentre: (a) el vector normal unitario princi- 
pal, (b) la curvatura de la trayectoria y (c) la rapidez de 
variación de la velocidad (rapidez) del punto. 


1.145 Un punto P tiene un vector de posición rop = {°Î + 
195 — ték (en metros). Encuentre el vector del origen al 
centro de curvatura de la trayectoria de Pen t = 1 s. En- 
cuentre d vp /dt en el mismo instante. 
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1.146 El vector de posición de un punto está dado en fun- 
ción del tiempo por r(f) = ni— ú + t? k (en pies). En- 
cuentre las componentes tangencial y normal de la aceleración 
en t = 1 s y determine el radio de curvatura en ese instante. 


1.147 Una partícula P tiene las coordenadas (x, y, z) = (3t, 
0, 4 In 1) (en metros), dadas en función del tiempo. ¿Cuál 
es el vector del origen al centro de curvatura de la trayecto- 
ria de Pen f = 1 s? 


1.148 Demuestre, expresando la velocidad y la aceleración 
en componentes tangencial y normal que 


¿3 
Ss 
|v x al = va, = Ead 
p 
de manera que 
l Įvxal P Iv xal 
ani I ó a 
p WP v? 


1.119 Existe otra fórmula para el radio de curvatura p es- 
tudiada en Cálculo Diferencial, la cual está dada en térmi- 
nos de un parámetro, como el tiempo f, y para una curva 
plana, 


p . 
Deduzca.esta fórmula a partir del resultado del problema an- 


terior y úsela para encontrar el radio de curvatura en f = 8 s si 


x = 6 senh 0.021 pies y y = £? — 101? + 7.2 pies 


1.150 Encuentre la diferencia entre las velocidades (y también 
entre las aceleraciones) de los autos A y B en la Fig. P1.150, ` 
si en el instante mostrado 


śą = 30 mi/h 3, = 500 mi/h? 


Sp = 50 mi/h Sp = — 1000 mi/h? 


Figura P1.150 ` 


3.151 Una partícula se mueve sobre la curva (x — ay 
+ y? = a?, en donde a es una distancia constante en me- 


€ 
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tros. La primera y segunda derivadas respecto al tiempo de 
la longitud de arco s están relacionadas por 


$ = Ka 


en donde la constante K tiene el valor de 1 s/m. La distancia 
s se mide en sentido antihorario sobre la curva desde el pun- 
to (2s, 0) metros. Cuando 1 = 0, la rapidez de la partícula 
es$ = | m/s ys = a. Encuentre las componentes normal 
y tangencial de la aceleración en 1 = 0. Muestre esas com- 
ponentes en un diagrama. 


1.152: Use el Ejemplo 1.21 para mostrar que el centro de 
curvatura no tiene que estar sobre el eje y para una curva 
simétrica respecto a y. Sugerencia: Use f = 1 y x= 2, en- 
cuentre p, y compárelo con la distancia de (2, 1) al eje y 
a lo largo de la normal a-la tangente en este punto. 


* 1.153 En el Problema 1.96 encuentre las componentes tan- 
gencial y normal de la aceleración del auto cuando x = 2500 


pie. Verifique sw resultado calculando Y y Y en ese punto 
y mostrando que /x? + y? = Ya? + aż. 


* 4.154 Una partícula P parte del reposo en el origen y se mue- 
ve a lo largo de la parábola mostrada en la Fig. P1.154, Su 
rapidez está dada por $ = 3s + 2, en donde $ está en m/s 
cuando s está en metros. Determine la velocidad de P cuan- 
do su coordenada s es igual a 5 m. Obtenga también el tiem- 
po transcurrido. 


Sugerencia: ds = dx? + dy? = 1 + y? dx, de 


modo ques = fvV1 + y dx. Introduzca y” y use una 
tabla de integrales para obtener s(x). 


de 


Figura P1.154 


1.155 Existe un tercer vector unitario relacionado con el mo- 
vimiento de un punto en su trayectoria; se llama vector bi- 
normal unitario €, y forma un triedro ortogonal móvil con 
e, y ên, y se define por €, = €, x ê. 


a. Derive €, + €, = 0 respecto a s. Llego, usando 
de,/ds =€,/p, demuestre que dé,/ds-é,=0 
y, por consigúiente, dé ,/ds es paralelo a ê. 

b. Usando la parte (a), sea db/ds = 1é,* (t sella- 
ma la torsión de la trayectoria o curva). Luego deri- 
ve 8, = €, X €, con respecto a s y demuestre que 


dê, ¡EA ¿NE 
añ =- ea 


Las tres ecuaciones marcadas con cruces dan las derivadas 
de los tres vectores unitarios asociados a una curva en el es- 
pacio y se llaman fórmulas de Serret-Frenet. 


1.156 La derivada de la aceleración [llamada rapidez de ace- 
leración (en inglés, jerk)] se estudia en la dinámica del im- 
pacto de vehículos y en la cinemática de mecanismos que 
contienen levas y seguidores. Demuestre que esta derivada 
para un punto tiene la forma siguiente en términos de sus 
componentes intrínsecas: 


. a Ns 3858 pS? se 
Tp = áp = 272 e + p -T r 


1.157 El siguiente problema de ‘‘persecución” es muy 
difícil, pero ilustra excepcionalmente bien el hecho de que 
el vector velocidad es tangente a la trayectoria. Lo inclui- 
mos junto con un conjunto de pasos para el lector que lo 
quiera **proseguir”*. Un perro parte del punto (x, » = (D; 
O) y corre hacia su amo con rapidez constante 2Vo. (Ver la 
Fig. P1.157.) La dirección de la velocidad del perro está siem- 


pre dirigida hacia su amo, quien parte en el mismo instante 


desde el origen y se mueve a lo largo de la dirección positiva 
y con rapidez Vo. Encuentre la posición del amo cuando el 
perro lo alcanza y determine el tiempo transcurrido. Suge- 
rencias: La coordenada y del amo es Ym (igual desde luego 
a Vot). Demuestre que: 


dyp : y My? 
A donde (x, y) representa las 


coordenadas del perro en cualquier instante. 


2 Jv dsp _ dx? + dyh  —dx/l + y? 
$ h= = = A 
dt dt dt 


3. Vo = dyy/dt 


4. Delos pasos 2 y 3, dividiendo y reagrupando términos 


se obtiene 
2Ym = -V1 + yp (Yu = dy /dx). 
5. Del paso | tenemos Yh = —Xy p. 


6. Y de los pasos 4 y 5, 2xy4 =yY1 + yé. . 
7. Haciendo y¿ = p, del paso 6, dp//1 + p? = dx/2x. 


8. Integrando el paso 7 con ayuda de una tabla de inte- 
grales obtenemos 


1/2 
Inlp+ 1 + p?)=3 In(x) — 4 In(C,)= m2) 


9. Del paso 8 obtenemos p + y1 + p? = (x/C,]"?. 


10. Del paso 9 obtenemos p — /x/C, = -V1 + pe 


11. Del paso 10, elevando al cuadrado ambos miembros y 
despejando a p, resulta 


x C 
I= [== E y 
P a x Y p 


12. yp = 0 cuando x = D (condición inicial). 


13. Delos pasos 11 y 12 tenemos C,' = D, por lo que 


2yp = 


xX 
D E 


14. 


15. 
16. 


17. 


18. 
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Integrando el paso 13 obtenemos 
Yo = x273 JD =D 8). 
Jp=0 cuando xsD (condición final). 
De los pasos 14 y 15 resulta que C, = 2D/3, y así 


— YxD +3D 


y?l? 
Yo = 3/D 


Ym = Vol 


Finalmente escriba las condiciones que relacionan a 
Ym» Yp Y x cuando el perro alcanza a su amo ¡y lo 
abraza! ' 


Figura P1.157 


* 4.158 Una partícula se mueve en el plano xy según la ecua- 
ción r = k0 ,en donde k es una constante, y tiene la rapidez 
constante vg. La partícula pasa por el origen con r = 0 
=0en 1 =0. + 


Figura P1.15 
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a. Demuestre que k0/1 + 0? = vo. 
b. Con la sustitución trigonométrica 0 = tan $ y con- 
sultando la tablas de integrales, integre la ecuación 


y obtenga: 


Ovi +o l) siii] Vt 
pass de MR AA E — 

2 2 [V1+0 +1-0 k 
C. Para el caso vy/k = 1, use la computadora para gra- 


ficar 0 contra el tiempo, para 0 de 0 a 27 
radianes. : 


Respuestas a las preguntas del texto/ 


Capitulo 1 


o e 


p1i.1 (a) Sí; podríamos simplemente definir un marco en el que P estuviera fijo y se tendría 
entonces vp = 0 = ap. (b) No; considerando O” como un segundo origen en 3 y de- 
rivando la relación rop = Foo: + To:pen J se ve que: vp (con origen en O) = vp(con 
origen en O”). La derivada de roo. en, J es, por supuesto, igual a cero. Ver el 


problema 1.17. 


p1.2 Si la superficie es plana entonces ap desaparece. Si es cúbica, ap es lineal en x. 


p1.3 Dela Fig. 1.5 vemos que ĉ es perpendicular a rop. Sin embargo, nótese que en la 
escritura y uso de la Ec. (1.30) está implícito el ángulo polar 6. 
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p1.4 
p1.5 
p1.6 


Preguntas de re pasol Capitulo 1 


Por una parte, ê puede ser negativo. Pero |vp| # |f| también porque la magnitud 
de la derivada de un vector no es igual al valor absoluto dela derivada de la magnitud 
del vector. Derivando rop se genera un término (66, ) en vp además del término Fé,. 


Cuando r = 0, tenemos ¿ = 0 = Ê. Entonces f, la componente radial de Vp €s 
máxima ahí en el valor 0.7, que es la rapidez constante. (Nótese que * decrece conti- 
nuamente hacia cero desde ahí.) 


Si llamamos C al centro de curvatura, entonces roc = Fop + Fpe = Fop + pê, sien- 
do evaluado todoen el instante de interés (en este caso en t = 1 s.). 


á_OAKA ——— 


¿Verdadero o falso? 


1. 
2. 
3. 
4. 


11. 


12. 


La velocidad vp de un punto P es siempre tangente a su trayectoria. 
Vp depende del marco de referencia escogido para expresar la posición de P. 
vp depende del origen seleccionado en el marco de referencia. 


La magnitud y dirección de vp en el espacio dependen de la elección de las coorde- 
nadas utilizadas para localizar el punto respecto al marco de referencia. 


ap siempre tiene una componente normal a la trayectoria que es diferente de cero. 


Para cualquier punto P, [ap] = V5? + $*/p?. 


Un punto puede tener ř = 0 y aún tener una componente radial de aceleración, dife- 
rente de cero. 


Si una pelota unida a una cuerda es girada en un círculo horizontal con rapidez cons- 
tante, su centro tiene aceleración nula. ` 


Al estudiar la cinemática de una partícula aparecen las mismas ecuaciones que al estu- 
diar la cinemática de un punto. 


En nuestro estudio de la cinemática de un punto, no han aparecido los siguientes tér- 
minos en ninguna de las ecuaciones: masa, fuerza, momentos, gravedad, cantidad de 
movimiento (lineal o angular), inercia o marcos inerciales (newtorianos). 


El vector aceleración de P, en el punto indicado sobre la trayectoria mostrada en la 
figura, puede encontrarse en cualquiera de los cuatro cuadrantes. 


lar 
p 1 
11 

PR 


Una partícula en movimiento en un plano con valores constantes de * y Ê, tendrá 
en todo momento aceleración igual acero. 


Respuestas: 1V; 2V;3 3F; 4F; 5F; 6V; 7V; 8F; 9V; 10V; 11 F; 12F. 


Capítulo 


2.1 
| 2.2 


| Cinética de partículas y 
¡de centros de masa. de 
[cuerpos | 


Introducción. Leyes de Newton y de Euler ? 
Movimiento de particulas y de centros de masa de cuerpos 
Trabajo y energía cinética en el movimiento de partículas y de 
centros de masa 

Primera ley de Euler en términos de la cantidad de 
movimiento (e ímpetu). Conservación de la cantidad de 
movimiento. Impacto. 

Segunda ley de Euler en términos de la cantidad de 
movimiento angular. 
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2.1 


Introducción. Leyes de Newton y de Euler emmm 


Comenzaremos este capítulo considerando la manera en que el movimiento de un cuerpo está 
relacionado con acciones mecánicas externas (fuerzas y pares). Nuestras nociones cinemáticas 
de espacio y tiempo deben ahora ampliarse con las de masa y fuerza, quienes como las prime- 


_ ras son nociones fundamentales de la mecánica. De antemano debemos aceptar que algunas 


medidas de cantidad de materia (masa) y de acción mecánica (fuerza) son ingredientes básicos 
en cualquier intento de análisis del movimiento de un cuerpo. Suponemos que el lector tie- 
ne un conocimiento práctico, probablemente obtenido del estudio de la estática, de las carac- 
terísticas de las fuerzas y momentos y de sus descripciones vectoriales. Usamos el término 
cuerpo para denotar un material de identidad constante; podríamos pensar en un conjunto 
especifico de átomos, aunque el modelo que emplearemos se basa en una representación del 
material a escala espacial tal que la masa se percibe distribuida en forma continua. Un cuerpo 
no necesita ser rígido ni siquiera sólido, pero ya que nuestro tema es la dinámica clásica (sin 
efectos relativistas), aquél debe tener necesariamente una masa constante. 

El punto de partida usual para relacionar las fuerzas externas que actúan en un cuerpo 
y su movimiento resultante, son las leyes de Newton. Éstas fueron propuestas por el científico 
inglés Isaac Newton en su famoso trabajo conocido en forma abreviada como Principia, pu- 
blicado en 1687; actualmente se expresan de la siguiente manera: 


1. Si la fuerza resultante F en una partícula es cero, entonces la partícula tiene velocidad 
constante. y 

2. Si F # 0, entonces F es proporcional a la derivada respecto al tiempo de la cantidad 
de movimiento (o ímpetu)* mv (producto de la masa por la velocidad) de la partícula. 

3. La interacción de dos partículas es a través de una pareja de fuerzas autoequilibran- 
tes; éstas tienen la misma magnitud, direcciones opuestas y una línea de acción común. 


Es claro que la primera ley puede considerarse como un caso especial de la segunda y que 
debe hacerse una suposición respecto al marco de referencia, ya que un punto puede tener’ 
velocidad constante en un marco y variable en otro. Los marcos de referencia en los que estas 
leyes son válidas se denominan galileanos, newtonianos o inerciales. Además, la constante de 
proporcionalidad en la segunda ley se puede hacer igual a la unidad con una elección apropia- 
da de las unidades, de manera que la ley se puede escribir de la siguiente manera: 


F = q, mv) = ma : 


en donde a es la aceleración de la particula. 


Como se mencionó brevemente en el Capítulo 1, una partícula es una porción de materia 


- suficientemente pequeña, tal que no se requiere hacer distinción entre las posiciones de sus 


puntos materiales (o las de sus velocidades o aceleraciones). También hicimos notar que esta 
definición permite, para algunos fines, que un camión, un vehículo espacial o aun un planeta, 
se pueda modelar adecuadamente como una partícula. En los Principia, Newton consideró 
los cuerpos celestes como partículas y los trató como puntos móviles sujetos sólo a la gravita- 
ción universal y a su propia inercia**. Newton no extendió su trabajo a problemas en los que 
es necesario tomar en cuenta los tamaños reales de los cuerpos y la forma en que está distri- 


* (N. del R.) Este concepto, que suele llamarse también momeéntum, se ha denominado ya apropiadamente en 
español ímpetu, lo cual evita la denominación más larga y tradicional de “cantidad de movimiento”. 
** Véase C. Truesdell, Essays in the History of Mechanics (Berlín: Springer-Verlag, 1968) 
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Figura 2.1 Figura 2.2 


buida su masa. Transcurrieron más de 50 años antes de que el matemático suizo Leonhard 
Euler presentara el primero de los dos principios que han venido a conocerse como leyes de Euler. 

Para un cuerpo compuesto de un conjunto de N partículas, podemos deducir las leyes 
de Euler a partir de las leyes de Newton. Como se indica en la Fig. 2.1, las fuerzas que actúan 
en la partícula -ésima se separan en dos partes: las N-1 fuerzas ejercidas por las otras particu- 
las del sistema y la fuerza resultante F; ejercida sobre la partícula ì por elementos externos 
al sistema; f; es la fuerza ejercida por la partícula j sobre la partícula i. Si se aplica la segun- 
da ley de Newton a la ¡-ésima partícula, cuya masa es m; y cuya aceleración es a; se obtiene 


: ‘N 
F + Y fj = ma; 6 (2.1) 
j=1 . 
en donde 
fi; =0 . 
Ahora sumamos las N ecuaciones de este tipo y obtenemos 
N N,N N ` 
LR+ fjs) ma (2.2) 
i=1 i i 
La tercera ley de Newton implica que 


fj = Si por lo que ZLfj=0 


Podemos concluir entonces que 
ZF; = Em;a; (2.3) 


que es la forma de la primera ley de Euler para el sistema de partículas y expresa que la suma 
de las fuerzas externas que actúan sobre el sistema es igual a la suma de los productos ma 
de las particulas que forman el mismo. 

Para un cuerpo cuya masa está distribuida en forma continua, Fig. 2.2, la ecuación (2.3) 
se convierte en 


IF = f. dm . (2.4) 


en donde dm.* es un elemento diferencial de masa, a es su aceleración y YY es la suma de 
las fuerzas externas que actúan sobre el cuerpo. 


* dm = pdv, en donde p es la densidad y dv es un elemento infinitesimal de volumen. Si se emplean coordenadas 
rectanguláres x, y, z, entonces dv = d X d y d z. 


60 Capítulo 2 Cinética de partículas y de centros de masa 


J 


Se obtiene (Fig. 2.1) una segunda relación entre las fuerzas externas que actúan sobre 
un sistema de partículas o sobre un cuerpo si formamos el producto vectorial de r, con am- 
bos miembros de la ecuación (2.1): 


N 
nx +} gx fj=r x ma (2.5) 
j= 3 : 
El primer término en el miembro izquierdo de la ecuación es el momento respecto al punto 
P de la fuerza externa F, El producto vectorial r; X fy es el momento respecto a P de la fuerza 
ejercida en la partícula i por la partícula j. Igual que antes, sumamos ahora las N ecuaciones 
tipificadas por la ecuación (2:5) y obtenemos . 


N N N j 
Y nXxE+ Y Y rx fi = 2 T; X m;a; (2.6) 
E 


i=l i= 2, j=1 
Los términos en la doble suma aparecen en parejas de la forma 
r X fiz +r X fo 


Pero r, X f,, = r; X f,,, ya que f,z y f,, tienen una línea de seción común que pasa por las 
partículas 1 y A Además, f} = — fiz, por lo que 


T; X fa +n X fa =r x (f + fal 
=0 ` 


lo que se cumple también para cualquier otra pareja de particulas. Esto significa que los mo- 
mentos de las fuerzas internas de interacción suman cero. Por tanto, 


Er, x F, = Er, x ma; 
o bien 
2M» = Èr; X ma; (2.7) 


que es la segunda ley de Euler para el sistema de partículas y expresa que la suma de los mo- 
mentos de las fuerzas externas respecto a un punto es igual a la suma de los momentos de 
las ma respecto al mismo punto. 


Para un cuerpo con masa distribuida en forma continua (Fig. 2.2), la ecuación (2.7) se 
convierte en 


EM» = f x adm ' (2.8) 


q 0QPREn A A 
Pregunta 2.1 ¿Debe el punto P de la ecuación (2.8) o (2.7) estar fijo en el marco inercial 
de referencia? i 


a 


- Las ecuaciones (2.4) y (2.8) juegan el mismo papel en la dinámica que las ecuaciones de 
equilibrio en la estática; estas últimas ecuaciones, EF = 0 y EM = 0, las podemos obtener 


a partir de las ecuaciones (2.4) y (2.8) igualando a cero las aceleraciones de todos los puntos 
de un cuerpo. 


Terminamos esta sección estableciendo la relación entre las fuerzas externas que actúan 
sobre un cuerpo y el movimiento de su centro de masa. Para lograr esto, trazamos primero 
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O (Fijo en el marco inercial) ə (Fijo en el marco inercial) 


Figura 2.3a Figura 2.3b 


los vectores de posición para las partículas del sistema como se muestra en la Fig. 2.3a. La 
aceleración de la partícula į puede escribirse como 


d’R; 
E (2.9) 
ai = q 
Sustituyendo en la ecuación (2.3) se obtiene: 
ij 
d’R; 
FE, = Im 
EH map 
d? À 
La posición del centro de masa, C, de un sistema de particulas se define por 
2mR; 
= —— (2.11) 
Hoc mi ; , 


en donde m es la masa ( Em; ) del sistema. La primera ley de Euler se expresa entonces como 


d? 


do 
= m ——— 
dt? 
o bien 
2F = maç (2.12) 
` A E Ao A í Proc 9 
Pregunta 2.2 ¿Qué sucede a los términos /2y ñi al pasar de (m Toc) a m PE 
5 d de 


Para un cuerpo continuo, Fig. 2.3b, las ecuaciones (2.9 a 2.11) se convierten en 


PR 
2 ge 
dar d? 
2 (E dm qe) Ram 
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Mtoc = fr dm 


Se ve entorices que la fuerza externa resultante que actúa en el cuerpo es el producto de 
la masa constante m del mismo por la aceleración ac de su centro de masa. Por consiguiente 
el movimiento del centro de masa de un cuerpo está regido por una ecuación idéntica en for- 
ma a la segunda ley de Newton para una partícula. 

Es muy importante darse cuenta de que para un cuerpo rígido el centro de masa C coin- 
cide en todo instante con un punto material específico del cuerpo o con una extensión rígida 
del mismo (por ejemplo, el centro de una esfera hueca). Estó no es el caso para un cuer- 
po deformable, como se verá en el último de los ejemplos que siguen. 


Ejemplo 2.1 


Empleando la definición del centro de masa, encontrar el centro de 
masa de un cono circular recto uniforme de densidad p. 


Solución 
Es conveniente establecer coordenadas rectangulares con origen en 


el vértice del cono y hacer coincidir un eje coordenado con el eje del 
mismo, como se muestra en el diagrama anexo. 


Se tiene que 


li 


mroc = f(xî + yj + zk) dm 
miXi + y + zk) =1fxdm +3/ y dm +kfzdm 


Las integraciones se pueden efectuar muy fácilmente usando coorde- 
nadas cilíndricas (r, 0 , z); o sea 


x=rcos0 y y =r sen 
Entonces 


dm = pt dr dl) dz (= densidad x volumen diferencial) 


H fzRIH (2n 3 
mX [ f Í pr? cos 0 d0 dr dz = 0 
0 o o 


Igualmente, Y = 0; o sea que el centro de masa se encuentra sobre 
el eje del cono. El lector debe notar que el mismo resultado se obtie- 
ne para un cono no uniforme siempre que la densidad no dependa 


Ejemplo 2.2 
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de 6.; o sea que un cuerpo con una distribución axialmente simétri- 
ca de su masa tiene su centro de masa sobre el eje de simetría. 
El valor de Z se determina a partir de la expresión 


H (R/H 2n H r? zRIH 
mZ = f f fi pzr d0 dr dz = 2np f [5] z dz 
o o 0 o 2 o 
R? 


H R?H? 
= 3 = 
zP i z? dz = np 3 


RH 
pr d0 dr dz = PR 


Por lo tanto 


3 3H a 
Zz=-H —k 
2m 4 


Considérese un cuerpo compuesto por una esfera uniforme y un ci- 
líndro también uniforme, cada uno de densidad p. Encontrar el 
centro de masa del cuerpo. (Véase la figura) 


TE 


< 4R kt -] 
. R 


Solución 


Repasaremos primero una útil propiedad de los centros de masa. Su- 
pongamos que tenemos un cuerpo # dividido en dos partes, 4%, y Æ, 
de masas m, y m, con centros de masa C, y C,, respectivamente. 
Sim = m, + m, es la masa de 8, cuyo centro de masa está en C, 
entonces 


mios = | Ram | Ram + | R dm 
g £ E 


Mioc = MyLoc, + Moc, 


De modo que si conocen las masas y los centros de masa de PER 
y Æx» podemos calcular fácilmente la localización del centro de ma- 
sa del cuerpo compuesto 4. 
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Empleando el sistema de ejes mostrado (el eje x coincide con el 
| eje del cilindro y el centro de la esfera está en el plano xy), notamos 
que las coordenadas del centro de masa del cilindro son (2.5R, 0, 0) 
| y las de la esfera (4R, 2R, 0). t 


Puesto que la masa de la esfera es (4/3) *R?*p y la del cilindro 
es 5R(nR?)p = 5nR?p, se puede escribir 


4 Eo 3 ee 
(sar? + 3 1800) = 51R?p/2.5Ri) + zR plaki + 2Rj] 


Entonces la solución es 


Toc = 2.82Ri + 0.421RÎ 


Ejempio 2.3 


Encontrar el centro de masa de un cilindro uniforme del que se ha 
removido un medio cilindro. (Véase la Fig. 1.) 


Solución 


Primero encontramos el centro de masa de un medio cilindro. De la 
Figura 2: . o 


ya pain 
f f f (r sen 0}pr dr d0 dz 
y = Judo Jo 


prR?L/2 
ny3 R 
af +| 'sen 0 d0 
m o 3lo 
prR?L/2 


2pLR?[—cos 0)|% 4R 
3prR?L 3n 


Ahora consideramos primero cuerpo entero (W) que incluya un hue- 
co (H) y luego se resta la contribución de éste, tal como se sugiere 
en la Fig. 3. Lo que importa es que el final del cálculo hayamos con- 
siderado sólo una vez exactamente a los elementos de masa presen- 
tes. Por tanto, si Wrepresenta al cilindro total y H al medio cilindro 
que va a restarse, se tiene 


W (cuerpo entero) 


H (hueco) 


Figura 3 


Figura 1 


R 
Figura 2 


-Ejemplo 2.4 
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Para los cuerpos individuales W y H se cumple que 


Por tanto 


Sa y dm = Jymy 


do 4/2) 2? 
A E 
p 3n 2 


fwy dm = Y y My 


Entonces 


4 0 
y Amy — Yu My n 
My — My 


9? 
L| n4? — 1 
pla 2) 


-8 
= — = 0.121 pl 
211 Pg 


Por simetría es claro que Y = 7 


Una barra prismática uniforme de densidad p y longitud 2L se de- 
forma tal que la mitad derecha queda comprimida uniformemente 
a una longitud L/2 sin cambio en el área de su sección transversal 
(véase la figura). La mitad izquierda no se altera. Si el eje x es el lugar 
geométrico de los centroides de las secciones transversales, encontrar 
las coordenadas del centro de masa en cada configuración. 


Solución 


En la primera configuración las coordenadas del centro de masa 
son (L, 0,0), o sea que éste se encuentra en la interfaz de los dos seg- 
mentos. Para la segunda configuración: 


L 5 
2pALx = paL(;) + paL(; 1) 


L 
4 
Y 
8 


>i 

[i 

+ 
œ| an 

1 


L 


Se ve que el centro de masa ya no se encuentra en la interfaz. Este 
ejemplo ilustra el hecho de que el centro de masa de un cuerpo defor- 
mable no es en general siempre el mismo punto material del cuerpo 
en distintas condiciones. 
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Problemas/Sección 2.1 


2.1 Demuestre que el centro de masa C de un cuerpo B es 
único. Sugerencia: Considere los dos centros de masa C} y 
C, para los que, respectivamente, 


Í 
Toc, = ifr, dm 

1 . 
oa == R, dm 


y relacione R, con R, (Fig. P2.1). Empleando esta relación, 
muestre que To,c,= To,c,» lo que implica que C} y C} son 
el mismo punto. 


2.2 Demuestre que el centro de masa de una placa triangu- 
lar de lados iguales, sólida y homogénea se encuentra a un 
tercio de la distancia de cualquier base al vértice opuesto. 
(Esto se cumple para cualquier triángulo.) 


2.3 Determine Y para la placa sombreada en la Fig. P2.3; 
su densidad es p y su espesor f. 


2.4 Encuentre Y para la placa del problema anterior. Nó- 
tese que esos resultados en términos de n son muy generales 
y se aplican a rectángulos, triángulos, curvas parabólicas, 
etc., para n = 0, 1, 2, etc, 


Figura P2.9 
Figura P2.8 


*Los asteriscos señalan los problemas más difíciles. 


de masa 


A 


2.5 Encuentre y para el prisma semielíptico de la Fig. P2.5. 
(Densidad = p ; longitud normal al plano de la página = L) 


2.6 Obtenga el centro de masa de un hemisferio sólido y. 


homogéneo. 5 


2.7 Obtenga el centro de masa de un alambre delgado se- 
micircular. 


2.8 Localice el centro de masa de un sólido uniforme de 
revolución formado al girar la curva alrededor del eye x 
(Fig. P2.8). El área está limitada por las curvas 4y = X2, 
y=0yx=2. 


* 2.9 Encuentre el centro de masa de un casco cónico delga- 
do (Fig. P2.9). 


* 2.10 -El líquido de un tanque cónico (Fig. P2.10) contiene 
sedimento y, en consecuencia, la densidad del líquido varía 
linealmente con la profundidad: Pr = Po + Ky. En- 
cuentre el centro de masa del líquido. 


2.11 Demuestre que un cuerpo no puede encontrarse total- 
mente a un lado de cualquier plano! que pase por su centro 
de masa. 


b Figura P2.5 


Figura P2.10 


2.12 Encuentre el centro de masa de una barra doblada, ca- 
da uno de cuyos lados es paralelo a un eje coordenado y tie- 
ne densidad uniforme y masa m (Fig. P2.12) 


2.13 Repita el Problema 2.12 si los cuatro lados tienen den- 
sidades uniformes pero diferentes entre sí, de modo que las 
masas de A, d, Cy D son respectivamente m, 2m, 3m y 4m. 


2.14 Encuentre (en términos de R) la altura H del cono de 
densidad uniforme tal que el centro de masa del cono más 
el hemisferio se encuentre en la interfaz de los dos cuerpos, 
o sea en z = 0 (Fig. 2.14). ” 


2.15 Encuentre el centro de masa del cuerpo compuesto 
mostrado en la Fig. P2.15. Nótese que las tres partes están 
formadas de materiales distintos. 


i _— Cilindro hueco de madera 
48 1b/pie? 


CEE ` r pie 
a acero: 490 Ib/pie* 
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z 


Figura P2.12 


2.16 Un alambre delgado se dobla en forma de un triángu- 
lo isóceles (Fig. P2.16). Sitúe su centro de masa y demuestre 
que es el mismo punto que el centro de masa de una placa 
triangular de iguales dimensiones, sólo si el triángulo es 
equilátero. (El área de la sección transversal = A y la densi- 
dad p' son ambas constantes). 


* 2.17 Determine el centro de masa de la muñeca (Fig. P2.17) 
en términos de las densidades p}, p,,y pa. Obtenga luego 
valores numéricos para (x, y, z) si las tres densidades son 
iguales. 


——Esfera de aluminio 


“165 1b/pie* 


Figura P2.15 


2/ cosa 
Figura P2.16 


Figura P2.17 


A —Los brazos 
son cilindros 


El torso es 
un cono 
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2.2 


1 

Movimientos de particulas y de centros de masas de cuerpos n 
Aunque el centro de masa de un cuerpo no siempre coincide con un punto material especifico 
del cuerpo, dicho centro es, sin embargo, un punto importante que refleja la distribución de 
la masa del cuerpo. Además, se presentan a veces situaciones en las que nuestros objetivos 
se alcanzan si podemos determinar el movimiento de cualquier punto material o característico 
del cuerpo. Este es el caso cuando se trata de describir lás órbitas de los planetas alrededor del 
Sol, ya que el punto material en que centramos nuestra atención no es de importancia. Sin 
embargo, existe una gran ventaja en el cálculo si nos fijamos en el centro de masa, lo cual 
se debe a que el movimiento de este punto se relaciona directamente con las fuerzas externas 
que actúan sobre el: cuerpo. 

Es más probable que pensemos 'en una palota ovoide de futbol como si fuera una particu- 
la cuando aquella simplemente se desplaza que cuando se mueve girando rápidamente. Sin 
embargo, el movimiento del centro de masa en cada caso está regido por la Primera ley de 
Euler, aunque ambos movimientos pueden ser muy diferentes debido a los distintos conjuntos 
de fuerzas externas inducidas por la interacción del aire con la pelota. 

Si las fuerzas externas que actúan sobre el cuerpo son funciones conocidas del tiempo, 
el movimiento del centro de masa puede calcularse con la primera ley de Euler: 


EF = mac $ (2.12) 
O bien 
à d?roc ; 
EF =m de (2.13) 


en donde roc es el vector de posición del centro de masa. 

Se ve fácilmente que dos integraciones de (2.13) respecto al tiempo proporcionan rot) 
siempre que los valores iniciales de roc Y Foc (= Vo) sean conocidos. 

Resta repasar el concepto de diagrama de cuerpo libre antes de estudiar varios ejemplos 
de la aplicación de la primera ley de Euler al movimiento del centro de masa de cuerpos. Sin 
la aptitud de poder identificar las fuerzas externas (y luego también los momentos), el lector 
no será capaz de formular correctamente un conjunto de ecuaciones de movimiento. 

Un diagrama de cuerpo libre es un esbozo de un cuerpo en el cual todas las fuerzas y 
pares externos que actúan sobre él se indican cuidadosamente tomando en cuenta las posicio- 
nes, direcciones y magnitudes. Estas fuerzas pueden resultar de tirar de o empujar, como se 
ve en la figura 2.4a, en la que el niño empuja el cajón y la niña tira de la cuerda; también 
pueden ser resultado de la gravedad, como es el caso del peso del cajón en la Fig. 2.4b. (Nóte- 
se que las fuerzas no necesitan tocar el cuerpo para ser incluidas en el diagrama de cuerpo 
libre; otro caso son las fuerzas electromagnéticas). Las fuerzas pueden generarse también en 
los apoyos, como la reacción del piso sobre el cajón en la Fig. 2.4c. En la Fig. 2.5 se muestra 
el diagrama completo de cuerpo libre del sistema cajón y cuerda cuando sobre él actúan 
simultáneamente todas las fuerzas anteriores. 

Es importante reconocer que un diagrama de cuerpo libre: 


1. Identifica claramente al cuerpo cuyo movimiento va a analizarse. 

2. Proporciona un listado de todas las fuerzas externas (y pares) que actúan sobre el cuerpo. 

3. Permite expresar en forma compacta lo que sabemos o podemos concluir respecto 

- alas líneas de acción de fuerzas conocidas o desconocidas. Por ejemplo, se sabe que 
la presión (fuerza normal distribuida) ejercida por el piso sobre la base del cajón 
tiene una resultante que es una fuerza con una línea de acción vertical. El símbolo 
N junto con la flecha es una clave para comunicar el hecho de que hemos decidido 
expresar esa fuerza (vector) desconocida como NÎ. El desconocimiento de la localiza- 


1 
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tracción 


3 pie 


| 


Figura 2.4a 


Fuerza resultante de- 
—la gravedad sobre el 
cajón y la cuerda. 


La gravedad actúa 
en cada partícula 
elemental 


E Figura 2.4b 


Resultante de las 
fuerzas de fricción 
debajo del cajón. 


Distribución de la — 
fuerza de fricción ES 


ü 


Distribución de la fuerza normal 
Figura 2.4c 


p āpie, 2 -i E i £ o 
| a e z 
Fracción i 


Figura 2.26 a 


= A 
— > $ 
lid à 
Resultante de las 
— fuerzas normales 


debajo del cajón 


tracción 


Figura 2.5 
ción de la línea de acción de esa fuerza se manifiesta por la presencia de la distancia 
desconocida d. 


En dinámica como en estática las únicas características de una fuerza que se manifiestan 
en las ecuaciones de movimiento son el vector que describe la fuerza y la localización de su 
línea de acción; o sea, debemos sumar todas las fuerzas externas así como sus momentos res- 
pecto a algún punto. En consecuencia, todo lo que se necesita conocer sobre las fuerzas ex- 
ternas queda representado en el diagrama de cuerpo libre y podemos entonces verificar los 
planteamientos cotejando este diagrama.con las ecuaciones que se van escribiendo. 

Cuando nos “centramos”? en dos o más cuerpos interactuantes, los diagramas de cuerpo 
libre proporcionan una manera económica de satisfacer (y mostrar que lo hemos satisfecho) 
el Principio de la Acción y la Reacción. El diagrama de cuerpo libre de la niña del ejemplo 
se muestra en la Fig. 2.6. Puesto que ya hemos establecido con ayuda de la Fig. 2.5 que la 
fuerza ejercida por la pequeña sobre la cuerda será de Fracción) (—Î, entonces por el Prin- 
cipio de la Acción y la Reacción, la fuerza ejercida por la cúerda sobre la niña deberá ser 
E tracción) ( +1), como se muestra en la Fig. 2.6. En otras palabras, fuerzas consistentes de in- 
teracción se expresan por medio del simple escalar Fracción) Junto con una flecha direccional. 
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Ejemplo 2.5 


` 


Encontrar la trayectoria de una pelota de golf que sale despedida con 
una rapidez v, y un ángulo 0 respecto a la horizontal: despréciese 
la resistencia del aire. 


Solución 


Conviene establecer un sistema coordenado ortogonal, como se mues- 
tra en el diagrama, y suponer f = 0 para el instante en que la pelota 
es golpeada por el bastón. Si x, y, z son las coordenadas del centro 
de masa de la pelota y puesto que la única fuerza externa en ella es 
su peso, —mgj, podemos escribir de acuerdo con la ecuación (2.13): 


—mgj = mii + yj + El] 
Agrupando los coeficientes de Liyk dhfenemos 
X=0 Y =-—g Z¿=0 
Integrando se obtiene: 
x=C1  y=-—gt4+C, z=C; 
Debido a la manera en que hemos orientado. los ejes x y z: 
X[0] = v cos 0 y(0) = v, sen z(0) = 0 
Por lo tanto 


C, = v cos 0 C, = vo sen 0 CG = 0 
Integrando otra vez obtenemos 


x = Volcos 0)t + C, 

—gt? 
y= + volsenð)t + Cs 
Zz = Ce . 


Las condiciones en el origen, x(0) = y(0) = z(0) = 0, implican 
que C, = C; = Ce =.0, por lo que la trayectoria del centro de ma- 
sa de la pelota está dada por 


x = vlcos 0)t 

t2 
y= -5 + volsen 0)t 
z=0 


que describen una parábola en el plano xy, o sea en el plano vertical 
definido por el punto de despegue y la dirección de la velocidad inicial. 

Si 1, es el tiempo en qùe se alcanza la elevación máxima, se 
halla que j(t,) = 0 da 


0 = —gt, + vo send 


2.2 


Ejemplo 2.6 
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por lo que f, = (vy/g) sen 0 , de modo que la elevación máxima está 
dada por i i 


v? v? v? 
ylti) = — sen? 0 + sen? 0 = Lsen? 0 
2g y E 2, 


Si £, es el tiempo en que la pelota toca el suelo (supuesto hori- 
zontal o a nivel), entonces 


gtz 


ylt,) = 0 = En + Votz send 


2v, 
t = 2 sen 0 
g£ 


que es el doble del tiempo ?, empleado en alcanzar la elevación má- 
xima. La distancia alcanzada por la pelota es 


{2 
xlt,) = volcos JE sen o) 


2v2 
= U sen0 cos 0 
g 


2 
v 
2 sen 20 
g 


la cual, para una vọ dada, queda maximizada por 0 = 45°, O sea 
que, para una rapidez inicial obtenemos un alcance máximo cuando 
el ángulo de despegue es de 45°. 

Los resultados de este análisis se aplican al vuelo de cualquier 
proyectil libre, siempre que su trayectoria sea lo suficientemente li- 
mitada para que la fuerza gravitacional se pueda considerar constan- 
te (en magnitud y dirección) y pueda ignorarse el medio a través del 
cual se mueve (aire). La interacción con el aire no sólo es responsable 
del retardo del movimiento en una pelota de golf, sino también del 
hecho de que la trayectoria no está en general contenida en un plano. 
En una de las misiones a la Luna, en la década de los años 70, el as- 
tronauta Alan Shepard lanzó una pelota de golf a una distancia de 
más de un kilómetro gracias a la, ausencia de la resisténcia del aire, 
y lo que es más importante, al hecho de que la aceleración gravitacio- 
nal en la superficie de la Luna es sólo un sexto de la correspondiente. 
en la superficie de la Tierra. ` 


Si el bloque de 20 kg mostrado en el diagrama se suelta desde el tepo- 
so, encontrar su rapidez después de que ha descendido una distancia 
de 5m sobre el plano. El ángulo p = 60° y los coeficientes de fric- 
ción (Coulomb) son 

u (estática) = 0.30 


Hz (cinética) = 0.25 
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Solución 


En la formulación del problema estamos usando una terminología 
algo imprecisa, pero común, en lo que se refiere a la velocidad (rapi- 
dez) del bloque. De hecho sólo podemos hablar de la rapidez de un 
punto pero se supone tácitamente que el bloque es rígido y que se 
traslada en forma tal que todos sus puntos tienen la misma velocidad 
y aceleración. A diferencia del ejemplo anterior, en éste no conoce- 
mos todas las fuerzas exteriores que actúan en el cuerpo antes de 
efectuar el análisis, ya que la superficie que toca el cuerpo restringe 
el movimiento de éste. Tal restricción se manifiesta al expresar la velo- 
cidad (del centro de masa) del bloque por medio de Xi y su acelera- 
ción por Xi. 

Con referencia al diagrama de cuerpo libre mostrado en la figura 

IF = mac 

NÎ + mglsengí — cos pj) — fî = mii 
o bien 


N = mgcos q 
` 


mg sen — f = mx 


Primero debemos determinar si el bloque se mueve. Por equilibrio, 
3X = 0, y festá limitada por la desigualdad 0S F< fmáx = HN. 
Por consiguiente, 


f = mg sen p < p, mg cos p = uN 


o bien 


tan p < A, . 
Pero 
tan 60° = 1.73 > 0.3 = 4, 


Por esto el bloque se mueve (y al hacerlo actúa sobre él la fuerza 
HN dirigida hacia arriba del plano, como se muestra en el diagra- 
ma). La expresión tan —! ( u) se denomina ángulo de fricción. 


= p,; esto significa que para cualquier ángulo gp >16.7° (como 
en nuestro caso en que p= 60%) se presentará un deslizamiento 
debido a la pérdida del equilibrio. 

Ahora. se resolvera la ecuación de movimiento para evaluar x: 


mx = mg seno — pN 
=, mg sen — py (mg cos q) 
= Mg (sen p — m, Cos q) 


O bien 


| ¥ = glsenqp — pu, cos p) 


Aquí tan”! (H,) es igual a 16.7%, que es el ángulo para el cual tan y 


Ejemplo 
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En consecuencia 
X = glsenp — p cos eplt-+ Cy 


y Cı = 0 ya que M(0) = O si t = 0 es el instante en que se suelta el 
bloque. i 


Por lo tanto, 
£ 2 
x= z0 — Hp cos p)t? + C, 


y C, = 0 si medimos x de modo que x(0) =. 0. 
Si f, es el tiempo en que x = d, entonces 


d= ženo — M cos pjt; 


Para y = 60%, py s 5 m yg = 9.81 m/s?, ob- 
tenemos 


5= (2 )io.sss — 0.25(0.5)]t? 


en donde 4, = 1.17 s. 


Puesto que la velocidad está dada por 34, la rapidez en ti es me- 
ramente la magnitud (o valor absoluto) de X(t,) y 


X(t,) = (9.81)[0:866 — 0.25/0.5)][1.17) 
= 8.50 m/s 


Finalmente notemos que la justificación de nuestros resultados nu- 
méricos puede verificarse del hecho que, debido a la fuerte incli- 
nación del plano y al pequeño coeficiente de fricción, deben ser del 
mismo orden de magnitud que los obtenidos en el caso de una caída 
libre vertical (con aceleración g) para la cual 


o -A A e 
1 yg vy98l ` 
E 
velocidad = ./2gd = /2[9.81)[5) = 9.90 m/s 


2.7 


Una bola de masa mm se libera del reposo estando la cuerda bien tensa 
y 0 = 30°. Encontrar la tensión en la cuerda durante el movimiento 
resultante. : 
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Solución 
En este problema haremos dos hipótesis básicas: 


1. La cuerda es inextensible. : 

2. La cuerda está unida al centro de masa de la pelota (o lo que 
es lo mismo, la pelota es suficientemente pequeña para poder 
ser tratada como una partícula). El punto cuyo movimiento 
va a analizarse describe una trayectoria circular. El problema 
es similar al del Ejemplo 2.6, ya que aquí también se conoce 


de antemano la trayectoria del centro de masa; en consecuen- * 


cia, entre las fuerzas externas existen incógnitas causadas 
por ciertas restricciones (la tensión de la cuerda en este pro- 
blema y la reacción de la superficie en el ejemplo anterior). 


Usando coordenadas polares (Sección 1.6) podemos expresar la 
aceleración como 


a = (F — r0?]6, + (1d + 256)é, 


Puesto que la coordenada polar r es aquí la constante / , se tiene ha- 
ciendo referencia al diagrama de cuerpo libre 


—Té, + mglé, cos O + ê, sen) = m[—/0%, + ¿08,) 
de modo que 


T =.mgsen0 + mé0? (1) 


mÜ — mg cos 0 = 0 (2) 

La Ec. (1) da la tensión T si conocemos :0 (1); la Ec. (2) es la 
ecuación diferencial que debemos integrar para obtener 0 (1). En el 
Ejemplo 2.6 la contraparte de la Ec. (2) es X= constante que fue fá- 
cilmente integrada. Ñ 

Aquí tenemos una ecuación diferencial no trivial ya que Ú es 
una función de 0 y tenemos también la complicación adicional de 
que la ecuación es no lineal (cos 0 no es una función lineal de 0). 
Sin embargo, se puede efectuar una integración parcial de esta ecua- 
ción, para lo cual escribimos primero la ecuación en la forma estándar 

Ú-— 3 cos 0 = 0 

8 

y luego multiplicamos por Ĥ para obtener 


öö — F Å cos 0=0 


que reconocemos es igual a 


dð 
2 (7 seno) =0 


o bien 
6? a 
z7 5 senð = C, * (constante) (3) 


2.2 


Ejemplo 28 


Punto de 
partida 
ES 
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La ecuación (3) se llama integral de energía de la Ec. (2) y está inti- 
mamente relacionada con el Principio del Trabajo y la Energía Ciné- 
tica, que se verá en la sección siguiente. 


En este problema puede obtenerse la constante C, de la condi- 
ción de que cuando 0 = 30%, 6 = 0; así, 


0 -$ sen30” =C, 


o bien 


De la Ec. (3) obtenemos 
52 e g 
0 „= 3 [2 send — 1) (4) 


que sustituida en la Ec. (1) da 


T = mg sen + mgļ|2 sen — 1) 
o bien 


T = mgl3 send — 1) ý (5) 


Aunque no hemos obtenido la dependencia de la tensión respecto al 
tiempo*, la integral de la energía ha permitido encontrar la depen- 
dencia de dicha tensión respecto a la posición de la pelota. Como 


podríamos haber intuido, la tensión máxima ocurre cuando 0 = 90%, 
en donde T “3(1) — 1”mg = 2mg. 


Un auto acelera desde el reposo, aumentando su velocidad a la razón 
constante de K = 6 pié/s? (ver el diagrama anexo). El auto viaja so- 


“bre una ruta de perfil vertical circular, habiendo partido en el punto 


A. Hallar el tiempo y la posición del auto al dejar este la superficie 
debido a velocidad excesiva. 


Solución 


Antes de que el auto (tratado como partícula) se separe de la superfi- 
cie, el diagrama de cuerpo libre es como se muestra en la figura. Re- 
solveremos este problema en forma algebraica (sin introducir valores 
numéricos sino hasta el final). El propósito es ilustrar el concepto de 
parámetros adimensionales. La ecuación del movimiento en la di- 
rección tangencial (6,) es 


ER = mi 


f— mgsenð0 = mK y (1) 


*Esto requeriria resolver la ecuación diferencial (4) para determinar (f) y sustituirla en la Ec, (5). 
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La Ec. (1) muestra que la fricción ejercida sobre las llantas por 
el camino es la fuerza externa que hace ascender al auto por la tra- 
yectoria. Note que después de pasar la cima de la colina, sen 0 <,0, 
y éntonces la fuerza de gravedad se suma a la fricción para acelerar el 
auto hacia abajo. 

La siguiente ecuación de movimiento es la que ayudará en este 
problema: consiste en igualar EF y mag en la dirección normal. 


A A A 
Pregunta 2.3  ¿Son'las componentes de EF y mac iguales en to- 
das direcciones o sólo en las direcciones coordenadas? 


miKi)? 
E” 


en donde å = fë dt = Kt + C, = Kt, ya ques = Oen t = 0. 


mg cos 0 — N = 


(2) 


Adviértase que el auto perderá contacto con el camino cuando - 


N sea cero. (El terreno no puede tirar del auto hacia abajo auto para 
valores mayores de t, por que se requeriría una N < 0). Por lo tanto 
en el punto en que se pierde el contacto, 


K?t? 


R 


pág cos 0 = - 8) 


aooo aam 
Pregunta 2.4 ¿Qué significa el hecho de que m se cancela en 
la Ec. (3)? 


aeee 


Ahora, Q está relacionada con s según 


s= r(ž-0) . 14) 


De $ = Kt obtenemos otra expresión para s: 


Kt? Ke? 
s = — + G =- (ya que s = 0 cuando £ = 0) 15) 
il 2 2 
De las Ecs. (4) y (5) obtenemos 
(4 2 t? 
| A IO E a 16) 
2 4 4 2R 


Sustituyendo 0 de (6) en (3) resulta, 


m Ke KA? 
gcos|- —- —)] = — 
4 2R R 


g 


© Ke Kie IR 
cos| — - — | =—*— . (7) 
4 2R 2R 


Raphson. 
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La Ec. (7) permite encontrar el parámetro sin dimensiones q = 
(KĽ/2R), una vez que hemos selecionado un valor adimensional pa- 
ra la'aceleración del auto, K/g. En este problema, por ejemplo, 


cos[ = =i $ 0.37 i 
4 74) =a aza) T 0.378 (8) 


17 


La tabla siguiente muestra como (con ayuda de una calculadora)* po- ` 


demos encontrar rápidamente el valor de q que resuelve la ecuación (8): 


Tr 
4 cos: =- ) 0.373q 


0.1 "0,7742 0.0373 
0.5 0.9595 0.1865 
0.7854 
(en la cima) 1 0.2930 
0.9771 0.3730 
0.8705 0.4849 
0.6862 0.5968 ` 
0.6101 0.6341 
0.6180 0.6304 
0.6258 0.6266 


Entonces en q = KP/2R = 1.68, el auto se separa del camino debi- 
do a velocidad excesiva. Para K = 6 pie/s? y R = 1000 pie, 


1.68 x 2 x 1000 
ta A 23.7 s 


El ángulo en ġue se pierde contacto está dado por la Ec. (6): 


—0.895 rad 
—51.3° 


La velocidad en el punto en que se pierde el contacto es Kt = 6(23.7) 
= 142 pie/s = 97.0 mi/h. Nótese que para K/g = 6/32.2, el ángulo 
de —51.3° es el de pérdida de contacto para muchas combinaciones 
de £ y. R (en tanto KË/2R = 1.68) 


*Véase en el Apéndice B como obtener una solución numérica a este problema utilizando el método de Newton- 
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Ejemplo 2.9 


En el sistema mostrado, cada uno de los bloques pesa 10'1b y las po- 
leas son mucho más ligeras. Encuentre las aceleraciones de los bloques 
suponiendo que la cuerda es inextensible y de masa despreciable, 


Solución 


Si la fricción es despreciable en las cojinetes de las poleas y éstas son 
mucho más ligeras que los otros elementos del sistema, entonces la 
tensión en la cuerda no cambiará de un lado a otro de una polea. Mos- 
tramos esto considerando un diagrama de cuerpo libre de una polea 
siendo las tensiones en la cuerda T, y T,. Por la Segunda Ley de 
Euler: * j 


zm, = fr x adm 


=0 


si no se considera la masa de la polea. Por tanto 


Tır — Tr=0 
o bien 
T= r 
Regresando al problema, se tiene para el bloque de la derecha: 
10 ; 
10 - T = —-Y, 1 
32.27 ni 


Y para el bloque y la'polea de la izquierda: 


Mie 
E 


dy z 2 
2.2 Yi á f (2) 


Tenemos también una restricción cinemática que conduce a una 
relación entre y, y y, por ser la cuerda inextensible. Esta relación 
es ), = — 2), (ver el Ejemplo 1.8) y en consecuencia: 


Y = -2j (3) 


Se obtienen los siguientes valores al resolver simultáneamente las 
Ecs. (1), (2) y (3): i 


T=6lb 
Y, = —6.44 pie/s? 
y, = 12.9 pie/s? 


Ejemplo 2.10 
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Y 


Calcular las aceleraciones de los bloques mostrados en el diagrama 
cuando se sueltan desde el reposo. Luego repita el problema con 
los coeficientes de fricción invertidos. 


Solución 


Sabemos de la estática que si los dos bloques se mueven juntos, su 
movimiento tendrá lugar cuando 


tan 25° > u, 


0.466 > 0.4 


o sea cuando 100 que es el caso aquí. Pero antes de que la solución 
sea completa, hay que determinar si uno de los bloques se mueve 
independientemente del otro. Consideremos el diagrama de cuerpo 


` libre de cada bloque en traslación y escribamos las ecuaciones de 


movimiento: 
EF, = m,Xc, = 100(9.81) sen25" — fi = 100X¿, * m, 
EF, = m, ïe, = 100(9.81) cos 25° — N, = 10032, 12) 
EF, = m,Xc, > 110(9.81) sen25" + fi — f = 110%, (3) 


0 
EF, = m,J¿, = 110(9.81) cos 25° + N, — N, = 103%, 14) 


La suma de las Ecs. (1) y (3) da la “ecuación según x” del sistema 
total; la suma de las (2) y (4) da la “ecuación según y”. (C es el cen- 
tro de masa de los bloques combinados): 


IR 


[100 + 110)9.81 sen25° — f 


100¥c, + 110%, pa (5) 


[100 + 110)%¿ 
ER, = (100 + 110)9.81 cos 25° — N, 


0 
= (100 + 110)7% = 0 16) 
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Nótese que f, y N, desaparecen en (5) y (6), ya que en el sistema com- . 


binado constituyen fuerzas internas. 

La Ec. (6) da N, = 1870 N, independientemente de que el mo- 
vimiento tenga lugar. La ecuación para el movimiento según x (Ecua- 
ción 5) muestra otra vez que Si foma, < Mg (sen 25°), entonces uno 
o ambos bloques deben resbalar: 


fama. = HN = 0.4(1870) = 748 < 210/9.81][0.423) = 871 N 


y entonces X'¿ no puede ser cero. Suponiendo primero que ambos 
bloques se mueven, f, está entonces en su máximo: 


h = faman = 748 N 
Si se mueven juntos como un solo cuerpo, la Ec. (5) da: 
Xol= Xc, = Xc,) = (mg sen 25° — f,,...J/m 
= (871 — 748)/210 = 0:586 m/s? 


Sustituyendo esta aceleración en la Ec. (1) podemos revisar si el cuer- 
po 43, resbala adicionalmente respecto al #8, 
fi = —100/0.586) + 415 = 356 N 
Pero el valor máximo que f, puede tener está dado por 
fimo. = HN, = 0.3(889) = 267.N 
Por consiguiente, 43, resbala sobre 43, y los bloques no se mueven jun- 


tos: la suposición fue incorrecta. Sustituimos entonces fı = 4N, 
en la Ec. (1) y obtenemos: 


= (415 — 267) + 100 = 1.48 m/s? 


Esta es la aceleración del bloque superior. Sustituyendo f, en la Ec: 
6) se obtiene 


456 + 267 — f = 110%, 
723 — fh = 110%, 


Para que el bloque inferior no se mueva, fama tiene qe ser por lo me- 
nos de 723 N. Como es de 748 N, el bloque inferior no se mueve para 
esta combinación de parámetros, y así Xa = 0. 


+ Si los coeficientes de fricción se invierten ahora, nada cambia 
hasta que empezamos a analizar las seis ecuaciones. Tenemos así que 


flan. = M2N2 = 0.3(1870) 
= 561 < mgsen25” = 871 N (igual que antes). 


Nuevamente, Xç no puede ser cero. Suponiendo otra vez que 
ambos bloques se mueven, f, es su máximo y la Ec. (5) da 


Xc = (871 — 561) + 210 = 1.48 m/s? 
Sustituyendo esta aceleración en la Ec. (1), obtenemos 


fi = 415 — 100(1.48) = 267 < 1,¡N, = 0.4(889) = 356 N 


Esta vez hay más fricción que la necesaria para impedir que 45, res- 
bale sobre ¿%. Entonces Xc, y X¿, son iguales a 1.48 m/s?, 
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2.18 En el Problema 1.114, ¿cuál es la aceleración de la pie- 
dra, justamente después de salir ésta despedida? 


x 
== 269 pie 


Problemas Sección 22 ——_—__ a, 


2.19 Se dispara una bala de cañón como se muestra en la 
Fig. P.2.19, Despreciando la resistencia del aire, encuentre 
el ángulo œ requerido para que la bala caiga en la caja. 


kia 50 . 100 pie. 


k 


Figura P2,19 


2.20 Un bateador pega a la pelota 4 pie por arriba del sue- 
lo. La bola sale dirigida hacia la barda central localizada a 
455 pie de distancia. La pelota abandona el bat con una ve- 
locidad de 125 pie/s y una pendiente de 3 (vertical) a 4 (ho- 
rizontal). Despreciando la resistencia del aire, determine si 
la bola golpea a la barda (si lo' hace, ¿a qué altura sobre el 


suelo?) o si es un jonrón (si es, ¿a qué distancia pasa sobre 
la barda?) 


2.21 Desde una gradería alta de un estadio de beisbol un 
espectador observa una pelota de fául. Viajando verticalmente 


. hacia arriba, la bola pasa el nivel del espectador 1.5 s des- 


pués de abandonar el bat y pasa nuevamente este nivel en 
su descenso 4.s después de ser golpeada. Sin considerar la 


Figura P2.22 


Figura P2.23 


Liso, u =0 


A A 


Aspero u = — 
p! p 10 
fricción del aire, encuentre la altura máxima alcanzada por 
la pelota y determine su velocidad inicial al abandonar el bat 
(que se encuentra a 3 pie del suelo durante el impacto). 


2.22 Un balón de futbol (Fig. P2,22) es tirado hacia la me- 
ta que se encuentra a 60 pie. El balón golpea al travesaño 
en el punto más alto de su trayectoria. Encuentre la veloci- 
dad y el ángulo con que el balón salió disparado y deter- 
mine la duración de su recorrido. 


2.23 Para la motocicleta de la Fig. P2.23 calcule la veloci- 
dad mínima en A para que salve el claro de 10 m y determi- 


ne el correspondiente ángulo YH para que su aterrizaje sea 
tangente al terreno en B. 
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Figura P2.24 


2.24 Un “pitcher” lanza una pelota a 90 mi/h, 5 pie por 
arriba del terreno (Fig. P2.24). Si en ausencia de gravedad 
la pelota llegara al “*catcher”” a 4 pie del suelo, calcule el des- 
censo la trayectoria real causado por la gravedad. Desprecie 
la resistencia del aire. 


2.25 En el problema anterior encuentre el radio de curva- 
tura de la treyectoria del centro de la pelota en el instante 
que llega al “*catcher””. 


2.26 En el problema anterior el bateador golpea la pelota 
que abandona el bat con un ángulo de 45° con el terreno. 
La pelota cae en la segunda base, a 90 4/2 pies del batea- 
dor. ¿Cuál fue la velocidad de la pelota al dejar el bat? 


Figura P2.27 


2.27 El piloto de un avión que vuela a 300 km/h desea sol- 
tar un paquete en la posición justa para que caiga en el pun- 
to A. (Véase la Fig. P2.27.) ¿Qué ángulo 0 debe formar 
su visual al punto A en el instante que suelta el paquete? 


2.28 Un jugador de dardos arroja uno de éstos en la posi- 
ción indicada en la Fig. P2.28; el vector de la velocidad 
inicial forma un ángulo de 10° con la horizontal. ¿Cuál de- 
be ser la rapidez inicial del dardo para que dé en el centro 
del'blanco? 


2.29 En el problema anterior suponga que la rapidez ini- 
cial del dardo es de 20 pie/s. ¿Cuál debe ser el ángulo & para 
dar en el centro del blanco? + 


57 pie 


Descenso 
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Figura P2.30 


2.30 Encuentre el ángulo ¢ġ, la velocidad de disparo v; y 
el tiempo t; de intercepción para que el balístico mostrado 
en la Fig. P2.30 alcance al avión cuando x = d/. El avión, 
en x = D cuando se dispara el cohete, vuela horizontalmen- 
te con rapidez constante vy y altura H. ¿Qué se ha despre- 
ciado en su respuesta? 


2.31 Dela manguera mostrada en la Fig. P2.31 sale agua 
con una rapidez de 13 m/s desde una altura de 1 m. Calcule 
la altura H máxima y la distancia horizontal D alcanzada 
por el agua. 


* 2.32 En el problema anterior encuentre el ángulo O con 
el que se obtendrá un alcance máximo D para el agua. 


* 2,33 Encuentre el alcance R del proyectil disparado sobre 
el plano inclinado de la Fig. P2.33. Calcule el máximo valor 
de R para una velocidad inicial dada u. (Angulo x = cte.) 


2.34 Si un jugador de beisbol puede lanzar una pelota a 
90 m de distancia en la Tierra, ¿a qué distancia la podrá lan- 
zar en la Luna donde la aceleración gravitacional es sólo 1/6 . 
de la de la Tierra? Desprecie la altura del jugador y la resis- 
tencia del aire en la Tierra. 


2.35 Un niño deja caer una piedra en un pozo y la oye gol- 
pear el agua 2 s después. (Fig. P2.35.) Si la velocidad del so- 
nido v, es de 1100 pie/s, determine la profundidad del agua 
en el pozo sin considerar v,. Compare los dos resultados. 


Figura P2.33 


Figura P2.35 
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2.36 Durante el despegue, el transbordador espacial es im- 
pulsado hacia arriba por dos cohetes de propulsante sólido 
con 12.9 x 10% N de empuje cada uno, y por tres motores 
de propulsante líquido con empuje de 1.67 x 10 N cada 
uno; el peso total del transbordador (motores, tanques, car- 
ga útil, cohetes) es de 19.8 x 10% N, Calcule la aceleración 
experimentada por la tripulación durante el despegue. (Ésta 
es diferente de la aceleración inicial en los primeros vuelos 
tripulados; demuestre esto comparándola con el cohete lu- 
nar Apolo que pesaba 6.26 x 10% lb en el despegue y era 
impulsado por cinco motores con un empuje de 1.5 x 10ób 
en cada uno). Desprecie el cambio en masa entre el encendi- 
do y el despegue. 


2.37 ¿Cuál es el peso aparente, percibido por la presión en 
los pies, de un pasajero en un elevador que acelera a razón 
de 8 pie/s?, (a) hacia arriba o bien (b) hacia abajo? 


2.38 Cuando una persona se pesa en uno de los polos de 
la Tierra, la lectura en la báscula es W . Suponiendo que la 
Tierra es esférica (radio = 4000 mi) y que constituye un marco 
inercial, ¿cuánto se leerá en la misma báscula situada ésta 
en el ecuador? 


2.39 Repita el Problema,2.38 suponiendo que la órbita de 
la Tierra es circular y que es inercial un marco de referencia 
que contenga el centro de la Tierra, los polos y el centro del 
. Sol. Desprecie la inclinación del eje de la Tierra. 


2.40 En una emergencia el conductor de un auto frena blo- 
queando las cuatro ruedas. Encuentre el tiempo y la distan- 
cia requerida para detener el auto en función del coeficiente 
de fricción %# de la velocidad inicial v y de la aceleración 
de la gravedad g. 


2.41 Se coloca una caja en la plataforma de un camión. En- 
cuentre la aceleración máxima del camión para la cual la ca- 
ja no resbala en la plataforma. El coeficiente de fricción 
entre la caja y la plataforma es pr. 


2.42 El camión de la Fig. P2.42 se encuentra viajando a 45 
mi/h. Encuentre la distancia mínima en que puede detener- 
se sin que resbale la caja de 250 lb. Suponga que la caja no 
puede voltearse. 


Figura P2.42 


2.43 El bloque de 200 lb se encuentra en reposo en el suelo 
(1 = 0.2) antes de la aplicación de la fuerza de 50 lb, como 
se muestra en la figura P2.43. ¿Cuál es la aceleración del blo- 
que inmediatamente después de la aplicación de la fuerza? 
Suponga que el bloque es muy ancho y no puede voltearse. 


50 Ib 
Figura P2.43 


2.44 Repita el Problema 2.43 para el caso en que la fuerza 
de 50 lb se aplique como se muestra en la Fig. P2.44. 


50 lb 


Figura P2.44 


2.45 Encuentre la máxima fuerza P para que,_4 no resba- 
le sobre /Z. (Fig. P2.45). 


Figura P2.45 


2.46 Resuelva el problema anterior si P se aplica a 4 en 
vez de 4. ; 


2.47 Los bloques en la Fig. P2.47 se encuentran en con- 
tacto al resbalar sobre el plano inclinado. Las masas de los 
bloques son m,= 25 kg y m ,= 20 kg; los coeficientes de 
fricción entre los bloques y el plano son 0.5 para Æ y 0.1 
para #. Determine la fuerza entre los bloques y encuentre 
su aceleración común. 


Figura P2.47 
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2.48 En el problema anterior, sea pel coeficiente de fricción 
entre 4 y el plano. Usando las dos ecuaciones de movimiento 
de los bloques, encuentre el intervalo de valores de 4 para 
el cual los bloques se separarán al soltarlos desde el reposo. 


2.49 Si todas las superficies son lisas en el sistema de blo- 
ques.y planos de la fig. P2.49, encuentre la fuerza P que im- 
partirá al bloque /% una aceleración de 4 pie/s? hacia arriba 
sobre el plano. 


Figura P2.49 


2.50 Repita el problema anterior si los planos son aún lisos 


pero el coeficiente de fricción entre 4 y` £ es hs © Hk 
= 0.3 i 


2.51 Repita el problema anterior sì el coeficiente de fricción 
es de 0.3 para fodas las superficies en contacto. 


* 2.52 En la Fig. P2.52 se generaliza el sistema del Ejemplo 
2.10. Demuestre que 


a. Sitan p > p,, tendrá lugar el movimiento y que 
entonces: 

b. Si #2 < A, los bloques se moverán juntos. 

c. Si H2 > Hy, «E, resbalará sobre d} En este caso 
el bloque inferior no se moverá si 

m, 

tan p < p + (12 — ph) — 

ma 


d. Sitan p < H43 , el bloque inferior no se moverá. En 
este caso, el bloque superior resbalará sobre él si y 
sólo si tan p > My. , 


Figura P2.52 


2.53 En la Fig. P2.53 las masas de -4,-Ż y C Son, respecti- 
vamente, de 10, 60 y 50 kg. El coeficiente de fricción entre 
£ y el plano es A = 0.35; las poleas tienen masa y fricción 
despreciables. Encuentre las tensiones en cada cuerda y la 
aceleración de B al liberarse éste del reposo. 


A 
Figura P2.53 


2.54 Siel sistema en la Fig. P2.54 se libera del reposo, ¿cuán- 
to tiempo tarda el bloque de 5 lb en caer 2 pie? Desprecie 
la fricción en la polea y suponga que la cuerda es inextensible, 


Figura P2.54 


2.55 El coeficiente de fricción 4 = 0.1 es el mismo entre 
A y B que entre £ y el plano. (Vea la Fig. P2.55.) Encuen- 
tre la tensión en la cuerda en el instante en que el sistema 
sale del reposo. Desprecie la fricción en la polea. 


Figura P2.55 


2.56 Una niña nota que algunas veces la pelota // no res- 
bala en la superficie inclinada del juguete J cuando la em- 
puja a lo largo del piso. (Vea la Fig. P2.56.) ¿Cuál es la 
aceleración mínima 4min de J “para impedir este movimien- 
to? Suponga lisas todas las superficies. 


Esfera 
maciza 11) 


D- 


Figura P2.56 
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2.57 En el problema anterior suponga que la aceleración 
de J es 2amin: ¿Cuál es la fuerza normal entre la superfi- 
cie vertical de J y la pelota? El peso de la pelota es 0.06 Ib. 


2.58 Sea la masa £ en el Problema 1.57 igual a 20 kg. 
¿Cuál debe ser entonces la masa de para producir el mo- 
vimiento prescrito? Desprecie las masas de las poleas. 


"* 2.59 Encuentre la tensión en la cuerda del Problema 1.61 
al comenzar el movimiento si la masa de 4 es de 10 kg. 


2.60 Para el sistema de leva y seguidor o contralera del Pro- 
blema 1.65, encuentre la fuerza que debe aplicarse a la leva 
para producir el movimiento. Sean m y m, las masas de la 
leva y del seguidor, respectivamente; desprecie la fricción. 


2.61 En la Fig. P2.61 las masas de los bloques_4, 43 y C son 
50, 20 y 30 kg, respectivamente. Calcule las aceleraciones de 
cada uno si se quita la mesa. ¿Qué bloque llegará primero 
al suelo? ¿Cuánto tardaría? 


Figura P2.61 


2.62 El cuerpo 4 en la Fig. P2.62 pesa 223 N y el cuerpo 
B pesa 133 N. Desprecie el peso de la barra rígida que co- 
necta_4 con 43. El coeficiente de fricción es 0.3 entre todas 
las superficies. Determine las aceleraciones de 4 y 8 justo 


después de aortar la cuerda. 


Figura P2.62 - 


-2.63 Una partícula P se mueve a lo largo de una superficie 


curva .S como se muestra en la Fig. P2.63. Demuestre que P 
permanecerá en contacto con Ș siempre que en todo momento 


v > Y pgcos g. 


Figura P2.63 


2.64 Encuentre la condición para que se mantenga el con- 
tacto si P se mueve a lo largo del exterior de una superficie 
definida por la misma curva que en el problema anterior, 
(Ver la Fig. P2.64). 


Figura P2.64 


2.65 Una bola de masa m unidá a una cuerda es girada por 
un niño a velocidad constate v en un círculo horizontal de 
radio R. (Ver la Fig. P2.65.) 


a. ¿Qué mantiene en alto a la bola? 

b.’ ¿Cuál es la tensión en la cuerda? 

C. Si el niño incrementa la velocidad de la bola, ¿qué 
proporciona la fuerza en la dirección de avance nece- 
saria para producir la 5 ? Aclare el punto. 


Figura P2.65 


2.66 Existe una velocidad llamada velocidad cónica para 
la cual una bola unida a una cuerda, en ausencia de fricción, 
se mueve según una circunferencia horizontal específica (la 
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cuerda describe una superficie cónica) sin ninguna compo- * 


nente radial o vertical de la velocidad (Fig. P2.66). Siw/ es 
la longitud de la cuerda y k/ es el radio de la circunferen- 
cia en que se mueve la bola, encuentre la velocidad cónica 
en términos de k, / y la aceleración de la gravedad. 


Figura P2.66 


2.67 Los satélites de comunicaciones se colocan en órbitas 
geosincrónicas, en las cuales los satélites tienen siempre la 
misma posición en el cielo (fig. P2.67). 


\ Figura P2.67 


a. Explique por qué esta órbita debe encontrarse en el 
plano ecuatorial. ¿Por qué debe ser circular? 

b. Silos satélites deben permanecer en órbita sin consu- 
mir energía, encuentre la importante relación del radio 
de la órbita r, al radio de la Tierra ry. Sugerencia: 
Use la ley de la gravitación universal de Newton: 


Gm,m, 


Kn 


F 


junto con la ley del movimiento en la dirección radial 
y note que si el satélite estuviese en la superficie de 
la Tierra, la fuerza sería: 
Gm,m, 

F = mg = A 
e 
de modo que el producto Gm podría escribirse co- 
mo gr3. Use rp = 3960 mi. 


f 


2.68 Empleando el resultado del problema anterior, demues- 
tre que se requiere un minimo de tres satélites en órbitas 
geosincrónicas para lograr una comunicación continua con 


toda la Tierra con excepción de pequeñas regiones cercanas 
a los polos. 


2.69 En función de los parámetros Vó,, R, H yg defini- 
dos en la Fig. P2.69, calcule la velocidad mínima para la 
cual la motocicleta no se deslizaría hacia abajo dentro de 
la pared interior del cilindro. 


A PE 


Coeficiente de fricción p 


Figura P2.69 


2.70 En la Fig. P2.70 se muestra un juego mecánico en el 
que la gente se apoya contra la pared de un cilindro que gira 
a cierta velocidad angular wọ. El piso se retira y desciende 
pero la'gente permanece contra la pared al mismo nivel. Use 
la ecuación X.F, = Mac, = mv?/R para explicar el fenó- 
meno. Observando que cada persona está en “equilibrio ver- 
tical”, encuentre la mínima wọ para impedir que la gente 
resbale si R = 2 m y el coeficiente de fricción entre la pared 
y la ropa es u = 0.5. * 


Clin: 


Figura P2.70 
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2.71 La ecuación de la elipse mostrada en la Fig. P2.71 es: 


Demuestre que el radio de curvatura p de la elipse es, en 
función de x: i 


[a?*(a? ER x?) de b?x?]92 
J atb 


Sugerancia: Recuerde del Cálculo que si y = y(x), entonces 


pl +y2pn 
PASA 
y 


Figura P2.71 


2.72 En el juego mecánico mostrado en la Fig. P2.72, el 
lazo más alto es de 100 pie y tiene aproximadamente la for- 
ma de un elipse con un ancho de 95 pie. El paseo promete: 
“cinco veces la gravedad terrestre a una velocidad de más 
de 50 mi/h”. Use el resultado del problema anterior para 
calcular el radio de curvatura en la base del lazo. Suponien- 
do que la fuerza normal resultante es 5 mg, determine si la 
máxima velocidad es de más de 50 mi/h. Considere cada 
carro como una partícula. 


Figura P2.72 


2.73 Si la barra Æ de la Fig. P2.73 se levanta lentamente, 
el bloque-4 empezará a resbalar cuando el ángulo sea 0. = 
tan™!( ); en Estática se mostró que esta es una manera de 
determinar el coeficiente de fricción 4. Suponga ahora que 
la barra empieza a girar repentinamente partiendo de la po- 
sición 0 = 0 con velocidad angular constante/Wy $. Si 

1 =0.5y rod = 0.1 g, calcule el ángulo Y para el cual 
4 resbala hacia abajo sobre ¿7 y compare el resultado con 
tan”! y = tan”! (0.5). 


y 
el p 
yo 


TEAS 


Figura P2.73 


2.74 En el problema anterior increméntese el parámetro 
raw¿/g.manteniendo 11/= 0.5. ¿Para qué valor del paráme- 
tro resbalará ¿hacia afuera sobre43? ¿A qué ángulo 
ocurrirá esto? 


2.75 Las cuatro barras ligeras están articuladas en el ori- 
gen y en cada masa de modo que cuando esos siete cuerpos 
giran respecto a la vertical, las masas m se mueven hacia afue- 
ra y la masa M desliza suavemente hacia arriba sobre la 
barra vertical Oy. Existe una relación entre $, 0, l, g, m 
y M tal que a la velocidad angular particular wọ, los 
cuerpos se comportan como un cuerpo rígido ( ġ perma- 
nece constante. Encuentre esta relación. Sugerencia: Use dia- 
gramas de cuerpo libre para m y M, y escriba las ecuaciones 
de movimiento para cada uno. Las incógnitas son Fy (fuerza 
en cada barra superior), Fg (fuerza en cada barra inferior), 
Wo Y $. Aparecerán tres ecuaciones útiles. 


Figura P2.75 


2.76 Una bola se mueve radialmente hacia afuera en la ra- 
nura de un disco horizontal que gira alrededor del eje z ver- 
tical. En el instante mostrado en la Fig. P2.76, la bola está 
2 3 plg del centro del disco con una velocidad de 4 plg/s re- 


lativa a éste. Si Ü = 2 rad/s y es constante, encuentre }° 


y la fuerza ejercida sobre la bola por el disco en tal instante. 
Suponga fricción nula y un peso de 0.05 lb para la bola. 


2.77 Una partícula P de masa m se mueve sobre una mesa 
horizontal lisa y está unida a una cuerda ligera e inextensi- 
ble que está siendo tirada hacia abajo por una fuerza F(1), 
como se muestra en la Fig. P2.77. Demuestre que las ecua- 
ciones diferenciales del movimiento de P son 


—F = m/i — 16?) (1) 
0 =rÚ + 250 (2) 


Luego muestre que la Ec, (2) implica que PÒ = constante. 


Figura P2.77 


2.78 En el problema anterior suponga que la particula está 
enr = rg cuando ¢ = 0 y que la parte de la cuerda por de- 
bajo de la mesa está descendiendo con velocidad constante 
vc: Si la componente transversal de la velocidad de P es 
rO =r Open! = 0, encuentre la tensión en la cuerda en 
función del tiempo f. 


2.79 Un pescador con masa de 70 kg está en dificultades; 
un tiburón tira de él en la superficie de un lago congelado. 
En el instante mostrado en la Fig. P2.79, el pescador tiene 
una componente de velocidad, perpendicular al radio r, de 
vı = 0.3 m/s cuando r = R, = 5 m. Si el tiburón hala con 
una fuerza de 100 Ñ, encuentre el valor de v, cuando el ra- 
dio sea R, = 1 m. Sugerencia: 


.. . 2( 
dim EA y O 
r 
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Figura P2.79 


2.80 En el problema anterior muestre que la ecuación dife- 
rencial del movimiento radial del pescador es +” = 2.25/P 
—(10/7). Use F*F = s/dt (F2/2) para integrar esto y si f = 
0 cuando r = 5 m, demuestre que la componente radial (F) 
de la velocidad del pescador cuando r = 1 m, es 3.04 m/s. 


2.81 La partícula P de masa m describe un círculo de radio 
a sobre la mesa lisa mostrada en la Fig. P2.81. La partícula 
P está unida por medio de una cuerda inextensible a la par- 
tícula estacionaria de masa M. Encuentre el período de una 
revolución de P. 


Figura P2.81. 


2.82 Un peso de 100 lb cuelga libremente de una cuerda li- 
gera (Fig. P2.82). Ésta se estira hacia arriba por una fuerza 
igual a 150 lb cuando £ = 0, pero que disminuye uniforme- 
mente en magnitud a razón de 1 lb por cada pie ascendido. 
Encuentre el tiempo requerido para levantar el peso hasta 


la plataforma partiendo del reposo y determine su velocidad 
al alcanzarla. 
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| Plataforma 


25 pie 


Figura P2.82 


* 2.83 Repita el Problema 2.83, pero esta vez suponga que 
la fuerza crece a razón de 1 lb por pie de ascenso. 


2.84 La aceleración de la gravedad varía con la distancia 
z sobre la superficie de la Tierra según. 


ep? 
TI 
[R + 2)? 


en donde g es la aceleración gravitatoria en la superficie y 
R es el radio de la Tierra. Encuentre la velocidad mínimav; 
de partida que un proyectil debe tener para escapar de la 
Tierra si se dispara verticalmente (Fig. P2.84). Sugerencia: 
Para no regresar a la Tierra se requiere la condición de que 
v=0 cuando z se vuelve muy grande para la v; mínima 
posible. 


Figura P2.84 


+ 


2.85 La masa m mostrada en la Fig. P2.85 recibe una velo- 
cidad inicial vọ en la dirección x. Se mueve en un medio que 
resiste su movimiento con una fuerza proporcional a su ve- 
locidad; el factor de proporcionalidad es la constante K. Des- 
peja v(x) y, determine qué tan lejos viaja la masa antes de 
detenerse. Luego despeje para v(t) si v = vy cuando f = 0. 


ps 


Figura P2.85 


2.86. Usando el resultado del problema anterior y expresan- 
do v como dx/dt, calcule x(1) si x = 0 cuando f = 0. 


2.87 Los perros idénticos de plástico mostrados en la 
Fig. P2.87 están pegados a imanes y se atraen con una fuer- 
za F = K/(2x)?, en donde K es una constante relacionada 
con la fuerza de los imanes. Calcule las velocidades con que 
los perros chocan si están. separados inicialmente por una 
distancia S. 


Inicialmente 
a 
S/2 s/2 


Parte del reposo : 


Plano liso i 
Figura P2.87 


2.88 Una bola se deja caer desde lo alto de un edificio. El 
movimiento es resistido por el aire, que opone una fuerza 
resistente dada por Dy? D es una constante y v es la veloci- 
dad de la bola. Determine la velocidad terminal (velocidad 
constante de caída) si no hay límite en la altura de la caida. 
¿Cuál es la altura para la cual la pelota choca con el sue- 
lo con 95% de la velocidad terminal? 


2.89 En un cierto intervalo de velocidades, el efecto de la 
resistencia del aire sobre un proyectil es proporcional al cua- 
drado de la velocidad del cuerpo; si éste se considera como 
una partícula la fuerza resistente está dada por Fp = 4p 
ACpv?, en donde p es la densidad del aire, A es el área 
proyectada del cuerpo en un plano normal al vector veloci- 
dad y Cp es un coeficiente que depende de la forma del cuer- 
po. Si pAC, = 0.0004 (Ib * s?/pie? para la bala de cañón 
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v, = 200 pie/s 


Figura P2.89 


de 76 lb de la Fig. P2.89, encuentre la altura máxima que 
alcanza. Compare su resultado con la respuesta obtenida al 
despreciar la resistencia del aire. 


* 2.90 Enel problema anterior, encuentre la velocidad de la 
bala justo antes de chocar con el suelo; nuevamente compa- 
re el resultado con el caso de resistencia nula del aire. 


p * 2,91 Un paracaidista de 160 lb en la ‘‘posición de caída li- 


bre estable extendido” (Fig. P2.91) alcanza una velocidad 
de 174 pie/s en 12 s después de saltar de un dirigible estaciona- 
rio. Suponiendo que la resistencia del aire es proporcional 
al cuadrado de la velocidad, resuelva la ecuación diferen- 
cial del movimiento 


> k. 
PSER=2=y 
m 


y determine la constante k. 


P== 8 pie—— 


IRA 


8 pie 


Figura P2.95 


* 2,92 Enel problema anterior suponga que el paracaidista 
abre su paracaídas a una altura de 1000 pie. Si el valor de 
k es entonces 0.63 lb/(pie/s,? encuentre la velocidad con la 
que el paracaidista llega al suelo, siendo v; = 174 pie/s. 


2.93 El carromato de masa m mostrado en la Fig. P2.93 
corre a una velocidad vọ y va a ser frenado parcialmente por 
medio de un paracaídas; éste ejerce una fuerza F4 propor- 
cional al cuadrado de la velocidad del carro, Fy = Cv?, Des- 
preciando la fricción y la inercia de las ruedas, determine la 
distancia recorrida por el vehículo antes de que su velocidad 
sea 40% de vọ. Si el carro y el conductor pesan 1000 lb y 
C = 0.182 lb » s?/pie?, encuentre la distancia en pies. 


2.94 En el problema anterior, suponga que la velocidad del 
carro al abrirse el paracaídas es de 237 mi/h. Halle el tiem- 
po que le toma alcanzar el 40% de esa velocidad. 

2.95 Una bala de 50 Ib es disparada por el cañón mostrado 
en la Fig. P2.95. La presión de los gases en expansión es in- 
versamente proporcional al volumen detrás de la'bala. Esta 
presión es inicialmente de 10 ton/plg?; justamente antes de 
salir el proyectil de la boca del cañón, la presión es 1/10 
de este valor. Encuentre la velocidad de salida de la bala. 


Figura P2.91 


Figura P2.93 


€ (po > 
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2.96 El bloque de masa m mostrado en la Fig. P2.96 se 
lleva lentamente hasta el punto de contacto con el extremo 
inferior del resorte y luego (en £ = 0) se suelta. Escriba la 
ecuación diferencial que gobierna el movimiento subsecuente, 
describiendo claramente su elección del parámetro de despla- 
zamiento. ¿Cuáles son las condiciones iniciales? Calcule la 
fuerza máxima inducida en el resorte y el tiempo en que esto 
ocurre por primera vez. 


Figura P2.96 


2.07 Demuestre que para una partícula P que se mueve en 
un medio viscoso en el que la resistencia del aire es propor- 
cional a la velocidad (Fig. P2.97), las ecuaciones diferencia- 
les de su movimiento son 


mx = —kx 


—ky — mg 


my 


Figura P2.97 


2.98 En el problema anterior, muestre por integración que 
las componentes de la velocidad de P están dadas por 


è = v cos pe“ 


-—mg MEN. pa 
A 6 pon ne): um 


y 


2.99 Continúeco: «ejercicio precedente y muestre que la 
posición de la parrícula está dada por las ecuaciones 


ds nv; o Qi [1 — e*m} 


Demuestre además que x y Y se acercan a las asíntotas cuan- 
do 1 >.00. (El. valor límite de Y se conoce como la veloci- 


dad terminal de P, después de que el peso se equilibra con 
la reacción viscosa y la aceleración se anula. 


* 2.100 Una partícula se miteve eni el interior de un aro verti- 
cal liso y fijo de radio a. Si pasa por el punto más bajo A 
con velocidad ./7ga/2, demuestre que saldrá del aro a una 
altura 3a/2 por encima de A y llegará al aro nuevamente en A. 


2.101 Las dos partículas en la Fig. P2.101 se encuentran 
en reposo sobre una mesa horizontal lisa y unidas entre sí 
por una cuerda inextensible que pasa a través de un peque- 
ño anillo liso fijo a la mesa. La partícula más ligera (masa 
m) es impulsada ahora con velocidad vo perpendicular a la 
cuerda. Demuestre que la otra partícula chocará con el 
anillo con velocidad vo 3/12 4/n + 1). Sugerencia: Use 
coordenadas polares y note que rò es constante para cada 
partícula. 


Figura P2.101 


En cada uno de los tres problemas siguientes se deberá usar 
también la segunda ley de Euler (Ec. 2.8), 


2.102 La barra rígida uniforme 43 en la Fig. P2.102 pesa 
60 lb y está articulada en A (y sujeta por el cable DB) al marco 
de referencia J. Si se le da al marco una aceleración a = 32.2 
pie/s? como se indica, determine la tensión T en el cable y 
la fuerza ejercida por el pasador en A sobre la barra. 


a = 32.2 pie/s? 


Figura P2.102 


2.103 La fuerza F ocasiona que un carro se mueva con mo- 
vimiento rectilíneo horizontal definido por una aceleración 
constante de 20 pie/: s? (vea la Fig. P2.103). Una barra rígi- 
da delgada y homogénea, con peso de 32.2 lb y longitud de 


Figur.. P2.103 
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6 pie está soldada al carro en B. Encuentre la magnitud y 
dirección del momento flexionante que el carro ejerce sobre 
la barra en B. 


2.104 Una barra delgada uniforme de densidad p, área 
transversal A y longitud L, está sometida a vibraciones trans- 
versales libres de pequeña amplitud dadas por la ecuación 
Xx, t) = Y sen(x x/L)sen w t, en donde y es el desplaza- 
miento perpendicular al eje x de la barra. (Vea la Fig. P2.104). 
Despreciando otras componentes del desplazamiento (y por 


consiguiente, la aceleración), calcule la fuerza máxima ge- 
nerada en uno de los apoyos durante el movimiento. Su- 
gerencia: Use las Ecs. (2.4) y (2.8). 


SN 


CA E 


Figura P2.104 


2.3 Trabajo y Energía Cinética en el movimiento de partículas 


y de centros de masa. 


A) 


En el ejemplo 2.7 obtuvimos información muy útil de una integral de energía de la corres- 
pondiente ecuación diferencial. El mismo resultado puede obtenerse en general por integra- 


ción de la ecuación 


EF = mac 


Si consideramos el producto escalar de cada miembro de la ecuación ton la velocidad vo del 


centro de masa, obtenemos 


(EF) - ve = mac * ve 


“d 
m 
= 3 ge" vol 
d (m 
MACIÓN 
d (m 
== 1 2 
dt 7) 


Integrando, * 


t2 m 
[ZF] + ve dt = y lIvelt2)1? — [velt,)1?) 
LE] 


O, para una partícula, 


(2.14) 


[rm -v at = Fiel — inter (2.15) 


å A á a 
Algunas veces lli tp) se usa como referencia a los tiempos “inicial” y “final” en vez de (is 12). 
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Para una partícula, S(EF] - v dt se denomina trabajo efectuado sobre la partícula por 
la resultante de las fuerzas externas*. Observemos que si hay N fuerzas actuando sobre la 
partícula, la resultante XF está dada por F, + F, +... + Fyy 


(EF) + v = (E, + Eo ++ + En) + v 
o =E cv+ E v+ ee tRy 


Cada término de esta ecuación representa la tasa de trabajo de una de las fuerzas. Así, el pri- 
mer miembro de la Ec. (2.15) puede interpretarse como la suma de los trabajos de las fuerzas 
individuales actuando sobre la partícula. Estos enunciados son consistentes con los dados en 
el Capitulo 5 en el que definiremos la tasa de trabajo para una fuerza F como F - v, en donde 
v es la velocidad del punto sobre el cual se aplica la fuerza. El lado izquierdo de la Ec. (2.14) 
puede interpretarse entonces como el trabajo que realizarían las fuerzas externas si cada una 
tuviera una línea: de acción a través del centro de masa. + 

Para una partícula, (m/2) |v|? = T se denomina energía cinética, y se simboliza con T. 
Así, para una partícula, la Ec. (2.15) es el Principio del Trabajo y la Energía cinética: 


Trabajo efectuado sobre z Cambio en la energía 
la partícula i cinética de la partícula 
o bien 
W = AT i . (2.16) 


Para un cuerpo, la energía cinética se define como la suma de las energías cinéticas de 
las partículas que lo forman. Si todos los puntos de un cuerpo 14% tienen la misma velocidad 
(la cual es entonces vc) (m/2) |v¿|? es la energía cinética total de 4. En general, sin embar- 
go, el cuerpo gira o se deforma (o ambas cosas) y esto no será el caso aquí; el cuerpo tiene 
entonces energía cinética adicional debido a sus cambios de orientación (o sea, a su movimien- 
to angular) o debido a la deformación. Veremos también en el Capítulo 5 que para un cuerpo 

B el primer miembro de la Ec. (2.14) no constituye en general el trabajo total hecho sobre 
£ por las fuerzas y pares exteriores. Esto se debe a que en un cuerpo las fuerzas no tienen 
que ser concurrentes como en el caso de una partícula. Sin embargo, la Ec. (2.16) sigue siendo 
válida para un cuerpo rígido y los dos miembros de la Ec. (2.14) representan partes de W y AT. 

Finalmentė, sin restricciones relativas al tamaño del cuerpo, la integral de energia (Ec. 
2.14) establece que el trabajo que se haría si las fuerzas externas actuasen en el centro de 
masa, sería igual al cambio en la energía cinética resultante si cada punto del cuerpo tuviese 
la velocidad del centro de masa. Podríamos llamar este resultado el prinċipio del trabajo 
y la energía cinética del centro de masa. . 

Antes de intentar aplicar el principio del trabajo y la energia a un problema especifico 


es conveniente determinar el trabajo realizado por dos clases de fuerzas. Primero supongamos’ 


que F es una fuerza constante y r el vector de posición de ùna partícula. Se tendrá que 


la ta t 
porde= r [vd =F. pm 
h A iw dE 


= F + [r(t,) — r(t,)] (2.17) 


que establece que el trabajo efectuado es el producto escalar de la fuerza y el desplazamiento 
de la partícula. Recordemos que este producto escalar puede expresarse como el producto de 
la magnitud de la fuerza y la componente del desplazamiento en la dirección de la fuerza, 


+ La unidad de energía y trabajo en el SI es el joule (J) que es igual a 1; en el sistema US empleado en Estados Unidos 
es el pie-lb (pie + lb). Nótese que el trabajo, la energía y el momento de una fuerza tienen la misma dimensión. 
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Figura 2.7 
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o biencomo el producto de la ma 
la dirección del desplazamiento. 
. El segundo caso, al que le daremos atención es 
tiene una línea de acción que pasa siem 
y una magnitud que depende sólo de 
Muestra en la Fig. 2.7. 


La velócidad de la partícula puede expresarse como 


gnitud del desplazamiento y la componente de la fuerza en 


pecial, es el de una fuerza central. Tal fuerza 
pre por el mismo punto fijo en el marco de referencia 
a distanci í ijo, 

ancia r de la particula al punto fijo, como se 


F > v = [—fir)ē,] - ($8, + ré] 


= —iflr] i 


ya que según la Ec. (1.38) sabemos que ê, - êr = 0. Entonces el trabajo realizado por F = 


ta dr 
W=| -(n£ 


r(t2) 
= | fir) dr (2.18) 


Si (q es una función de r tal que f = dọ/dr, el trabajo puede expresarse como. 


r(t2) d 
W=-— $ dr 
r(t1) dr 


= —elilt,)] + pfrlt,)) (2.19) 

a Pr do particular es la ejercida por un resorte sobre una partícula cuando 
mo del resorte está fijo. En el caso de un resorte li i i 

a neal de longitud instantánea 

T, notamos que f = k(r — Lo), en donde £, es la longitud natural o sin alargamiento y k es 


el módulo de fuerza o constante del resorte. En este caso, Y = (k/2) (r— L )?, o más sim: 
07» al 
el resorte. Entonces, según la Ec, 


rra p = (k/2) 8”, en donde ô es el alargamiento d 


k 
A as 
Fl lt2) — 8l£,)] (2.20) 


Pregunta 2.5 ¿Qué suposición debe hacerse r 
fuerza-alargamiento? 


EA a 


especto a la masa del resorte en la relación 
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Un segundo caso particular de fuerza central es la fuerza gravitatoria ejercida sobre un 
cuerpo por la Tierra. Según la ley de la gravitación universal de Newton 


2 
he mer: (2.21) 


T 


en donde ry es el radio de la Tierra, m la masa del cuerpo atraído y g es la aceleración de 
la gravedad en la superficie de la Tierra*. Según la Ec. (2.18) se tiene 


rta mgr? al Y 1 
W= -f 7 dr = mgri ES | 


riti) 


Notamos que para este caso la función (p está dada por 


4 2 
mgrł . (2.22) 


9 = z 


Si el movimiento ocurre muy cerca de la superficie de la Tierra 


rè 


= zl 


=. 


y fœ mg (constante). En este caso, 


megr?(r(t,) — r(t2)] 
rlt,)rlt2) 


æ mglr(t,) — rltal] 
= (peso) X. (disminución de la altura del centro de masa del cuerpo) (2.23) 


y la función ọ es entonces (si Zç es positiva hacia arriba) 


P = Mgzc (2.24) 

En cada caso considerado, el trabajo ha dependido sólo de las posiciones inicial y final 
del punto en que está aplicada la fuerza. Tal fuerza, cuyo trabajo es independiente de la tra- 
yectoria descrita por el punto sobre el que actúa, se llama conservativa. Además, el trabajo 
puede expresarse como el cambio en una función escalar de la posición; vemos que este es 
el caso para la fuerza central y podemos establecer lo mismo para la fuerza constante defi- 


niendo p = — F ° r. 


aa anaes 
Pregunta 2.6 ¿Cuál es el del signo menos frente a F + r? i 
va o. KÉKÉ— 


*La fuerza de gravedad se puede resolver de hecho en una infinidad de fuerzas diferenciales, cada una actuando 
sobre cada partícula de un cuerpo. Para casi todas las aplicaciones en el planeta Tierra, estas fuerzas pueden considerarse 
como equivalentes a una fuerza única que pase por el centro de masa del cuerpo. En el caso de aplicaciones en astrono- 
mía o en la Dinámica de vehículos espaciales, el momento gravitacional que acompaña a la fuerza en el centro de masa, 
resulta muy importante, En el Skylab, por ejemplo, se disponía de tres grandes giróscopos para el control de la cantidad 
de movimiento angular generada por un momento gravitacional de sólo unas cuantas libras-pie. El momento gravitacio- 
nal ejercido sobre la Tierra por la gravedad del Sol y la Luna, ocasiona la precesión de su eje con un período de 
25 800 años. El momento gravitacional desaparece si el cuerpo es una esfera uniforme (la Tierra se encuentra achatáda 
en los polos y su densidad es variable). 

En el Capítulo 7 se estudia más ampliamente la precesión lunisolar. 


2.3 Trabajo y Energía Cinetica en el movimiento de partículas y de centros de masas 97 


e modo que si todas las fuerz: Ci n C 1 €: SI 
q S 
D d odas las f as actuantes son conservativas y si (P es la suma de todas 


sus funciones œ , entonces la Ec j ía cinéti 
SRA p Ec. (2.16) del trabajo y de la energía cinética puede expresarsé 


olti) — plt,) = Tita) — Tlt,) 


Tit) + ọlt2) = Titi) + lt) ' 
o bien 


T+ ọ = constante i (2.25) 


Se de i ña: TT eral i 
3 rt y ọ la energía potencial y a T + « la energía total (mecánica). La Ec. (2.25) ` 

nces a expresión de la conservación de la energía mecánica cuando todas las fuerzas 
son conservativas. (independientes de la trayectoria). E i é 


Ds 
AS 2.7 ¿Cómo se expresaria la Ec. (2.25) si en vez de Y hubiésemos escogido consti- 
uir la función escalar W tal que el trabajo hecho por una fuerza fuese el incremento en su Y? 
. $ 


EER T E r 
E pi pl es importante advertir que no todas las fuerzas son conservativas. Un ejemplo 
a fuerza de fricción que actúa en un bloque al resbalar éste. Tal fuerza efectúa un trabajo 


negativo independientemente de la direcció imi 
ti rección del movimiento y no es i 
función potencial ( para ella. d ii a 


Ejemplo 2.11 


A Á ———_————— 


Repetimos el Ejemplo 2.7 (véase al diagrama): Si una bola de masa 
m es liberada del reposo estando la cuerda bien tirante y 0 = 30% 
encontrar la tensión en la cuerda como función de 0. ! 


SS Solución 


y 
Ny mg Sii my ` 
i igual que antes escribimos la ecuación fuerza-aceleración en la di- 
rección radial, obtenemos 


T = mgsen0 + mé0? l (1) 


Ahora aplicamos la Ec. (2.16) considerando que ¢ es el tiempo ini- 


cial en el que 0 = 30° y 4 el tiempo en que aplicamos (1). Nótese 
que 


Iv(2,11 =0 
vita)? = 20? 


y que el trabajo realizado por la tensión T en la cuerda es cero 
pues tal fuerza es siempre perpendicular a la velocidad de la bola 
(de su centro de masa). Según la Ec. (2.23) el trabajo del peso es 
mgl/ sen 0 — ¿sen 30°]. La Ec. (2.16) es entonces 


1 F 
mgl/ sen 0 — / sen30°] = Pa -0 
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o bien 
a 1 
m/0? = 2 sen 0 - 5) 


Sustituyendo en la Ec. (1) obtenemos 
T = mgsen0 + 2mg senÚ — mg 


= mgl3 sen 0 só 1) 


que es el mismo resultado obtenido previamente. 


Ejemplo 2.12 


El bloque mostrado en el diagrama resbala sobre una superficie incli- 
nada cuyo coeficiente de fricción es 4 = 0.3. Encuentre la fuerza 
máxima inducida en el resorte si el movimiento comienza bajo las con- 
diciones mostradas. 


Solución 

Suponemos que el bloque es rígido; de esta manera, el extremo del 
resorte, una vez que entra en contacto con el bloque, sufrirá los mis- 
mos desplazamientos que el centro de masa (o de cualquier otro pun- 
to) del bloque. Para aplicar el principio del trabajo y de la energía 
cinética del centro de masa supongamos que /; es el tiempo inicial 
asociado a las condiciones del diagrama, y 1, el tiempo en que el re- 
sorte alcanza su compresión máxima A. Para catalogar las fuerzas 
externas que efectúan trabajo consideremos un diagrama de cuerpo 
libre en un instante arbitrario entre /, y f2. (Ver la figura). Ya que 
el centro de masa recorre una trayectoria paralela al plano inclinado, 
no existe componente de la aceleración perpendicular a él y 


4 
N — - (25) =0 
5 


o bien 
N = 20 lb 


por lo que la fuerza de fricción es 0.3(20) = 6 lb 
De acuerdo con la Ec. (2.14): 


1 a 
Trab. (t,, ta) = zmlel? = velti? 


Ejemplo 2.13 
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en donde 

[Yelt2)] = 0 

lVelt,)] = 30 plg./s > 
y los diversos trabajos son 


1. Para N, trab. (f, i) = 0 ya que la fuerza es perpendicular 
.. a vç en todo instante. 

2. Para la fricción, trab. (fi £2) = —6(10 +.4) plg lb 

3. Para el peso, trab. (f, 1) = [8) CIO +.A) plg * lb 


4. Para el resorte 


Trab. (1,, f) = trab. (f,, contacto) + traba. (contacto, yo 


=0- = [(—4)? — 0] plg — Ib 

Así, W = Tda (con g = 32.2 x 12 = 386 plg/s?): 

—6[10 + A) + 1S[10 + A} — 504? = 0 — e 
O bien 

504? — YA — 119=0 

A? — 0.1804 — 2.38 = 0 
Resolviendo la ecuación cuadrática, 
A =0.09 + /0.0081 + 2.38 plg 
y su raíz positiva es 

A = 0.09 + 1.55 = 1.64 plg 


La fuerza correspondiente es 100(1.64) = 164 lb 


Para el cuerpo anterior, encuentre la siguiente posición en la que el 
bloque alcanza el reposo. ri 


Solución 
ja 
En el tiempo ż la fuerza en el resorte (164 lb) excede a la suma de 
la componente del peso a lo largo del plano (15 lb) y de la resistencia 
máxima de la fricción (6 Ib), por.lo que el cuerpo no está en equili- 
brio y debe empezar a moverse hacia arriba del plano. Supongamos 
que /, es el tiempo en el que el cuerpo alcanza el reposo después 
y que d es la compresión correspondiente en el resorte. Entoni jue: 
to que [velta] = |velta)] = 0, se tendrá ` 


Trab. (f, t) = 0 


cês, pues- 


“g9 
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Para el resorte el trabajo es (—100/2)[4? — (-A)?]; para la fuerza de 
fricción, el trabajo es —6(A — d); para el peso, el trabajo es — SH 
(25) ( A —d). Entonces 


sa Para- 1s]-0 


o bien 


: 21 
d = — — 1.64 = — 1.22 pl 
50 pig 


. 
El signo negativo significa que el resorte debe estirarse 1.22 plg cuan- 
do el bloque alcanza el reposo. Sí, como se pretende aquí, el resorte 
* no queda unido permanentemente al bloque durante el primer con- 
tacto (esto es, el contacto se mantiene sólo en compresión) el análisis 
sólo dice que el contacto se interrumpe antes de que bloque alcance 
el reposo. Por consiguiente, necesitamos modificar la expresión pa- 
ra el trabajo hecho por el resorte que vemos ahora que debería haber 
sido —(100/2) (0 — A?). Si e es la distancia del extremo del resorte 
al bloque (medida hacia. arriba en el plano) se tiene 


100. 3 
21(A + e] = 504? 
50 
== aA 
e 


Il 


50 
— (1.64)? — 1.64 
21 


4.76 plg 


1i 


Es instructivo llegar a este resultado usando los principios del traba- 
jo y. de la energía cinética en el intervalo (1, (3), para el cual es cero 
el trabajo neto hecho por el resorte. Notando que el centro de masa 


del bloque desciende 3:(10.— e) verticalmente,.y que la distancia -- 


recorrida por el bloque en el plano es (10 + 1.64 + 1.64 + e) plg, 
se tendrá: i à y 


L J 
Trab.(t,, t3} = 3 mlvelt3)1? — z mdt? 


3 1/25 
25| —(10 — — 3: = PN iaat 2 
E a| 6(13.3 + e) =0 3 (Z) 
150 — 15e — 79.8 — 6e = -29.2 
e = 4.73 plg 


que es el mismo resultado obtenido antes con excepción de la tercera 
cifra significativa, lo que se debe a un redondeo en un paso interme- 
dio del cálculo. 
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Ejemplo 2.14 


Una partícula P de masa m descansa sobre una superficie esférica 
lisa. (Véase el diagrama.) Un pequeño empujón ocasiona que la par- 
tícula resbale en un plano vertical. Calcular el ángulo 0, en el que 
la partícula abandona la superficie, 


- Solución . 


La energía mecánica se conserva aquí porque (1) no hay fricción, (2) 
la fuerza normal no trabaja pór ser siempre perpendicular a la velo- 
cidad de P y (3) la única otra fuerza es la de gravedad. (Véase el dia- 
grama inferior). Por tanto, usando las Ecs. (2.24) y (2.25): 


-T+AA= TA : 
EN: 1 
Dirección r(+) 0 + mgR = ¿mv? + mgR cos 0, 
v? = 2gR[1 — cos 0,) AM) 


La ecuación (1) contiene dos incógnitas; para eliminar la velocidad 
v,, empleamos la ecuación de movimiento en la dirección radial: 


ZF, = ma, 


2 
—mg cos 0, + N = m(- a (2) 


Pero N = 0 cuando P está a punto de abandonar la superficie. Por 
tanto 


vi = gR cos 0, (3) 
Igualando los segundos miembros de las Ecs. (1) y (3) se obtiene 
gR cos l, = 2gR|1 — cos 0,) 
3 csö =2 


2 
0, = cos (2) = 482? 


Como se ha mencionado antes, la energía cinética de un sistema de partículas está dada por 


N 1 3 
T= Y z mhl 
z 


bien 


Si W, es el trabajo de todas las fuerzas actuando sobre la partícula i, 


W = AT, 
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y sumando sobre todas las partículas, 


N N 
y W=A YT, 
i=1 i=1 
o bien o 
; W=AT i i (2.26) 


para el sistema. El trabajo W es, sin embargo, el trabajo neto hecho por todas las fuerzas exter- 
nas e internas que actúan sobre las partículas. Algunas veces la Ec. (2.26) puede usarse efecti- 
vamente porque puede evaluarse el trabajo neto de las fuerzas internas. Por ejemplo, si dos 
l partículas en movimiento están unidas por un resorte lineal, no es posible escribir una fórmu- 
: la simple para el trabajo de la fuerza del resorte sobre una de las partículas. Sin embargo, 
f el trabajo neto de las fuerzas iguales y opuestas del resorte sobre las dos particulas está dado 
; por la Ec. (2.20) (véase el Problema 2.125). Partículas que se encuentran unidas rigidamente 
i i interaccionan por medio de fuerzas cuyo trabajo neto es cero. Veremos en el Capítulo 5 que 
A e cuando usamos W = A.T para un cuerpo rígido, el trabajo sólo involucra fuerzas externas. 


0 


= Problemas: Sección 2.3 


pe 


Figura P2.106 Figura P2.107 


Figura P2.105 


2.105 Un carro de 4000 lb de peso está soportado por cua- 
tro ruedas ligeras que ruedan sobre la superficie inclinada 
mostrada en la Fig. P2.105. El camión tiene una velocidad 
de 5 pie/s en la posición indicada. Determine el módulo de 
fuerza dėl resorte si el camión alcanza el reposo al compri- 
mirse el resorte 6 plg. Nota: Ruedas ligeras con buenos 
cojinetes implica fricción despreciable. 


Figura P2.108 
24 1b/plg 


2.106 El bloque mostrado en la Fig. P2.106 pesa 100 lb y 
la constante del resorte es de 10 Ib/pie; éste tiene su longi- 
tud natural cuando el bloque se libera del reposo. Encuentre 
el coeficiente mínimo de fricción 4 para que el bloque no 
rebote después de detenerse. 


2.108 El bloque de 6 lb mostrado en la Fig. P2.108 se libera 
del reposo justamente cuando entra en contacto con el ex- 
tremo del resorte indeformado. Para el movimiento subse- 
cuente encuentre: (a) la fuerza máxima en el resorte y (b) la 
velocidad máxima del bloque. 


2.107 El bloque de la Fig. P2.107 se libera del reposo. Cal- 
cule la distancia de rebote después de que comprime el resorte. 
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2.109 El bloque 4 pesa 16.1 Ib y se traslada a lo largo 
de un plano horizontal liso con velocidad de 36 pie/s. (Ver 
la Fig. P2. 109.) El coeficiente de fricción entre -4 y la su- 
perficie inclinada es pu = 0.5 y la constante del resorte es 
de 100 Ib/pie. Calcule la distancia que 4 alcanza en el pla- 
no inclinado antes de detenerse. 


36 pie/s 
— 


a E 
Liso 
Figura P2.109 


2.110 Por medio de un cable se impide que el peso mostra- 


do en la Fig. P2.110 resbale sobre el plano inclinado. Un in- ` 


geniero desea bajar el peso a la posición indicada insertando 
un resorte y cortando luego el cable. Encuentre el módulo 
de un resorte que satisfaga esta función sin permitir que'el 
bloque rebote después de detenerse. Sugerencia: ¡Usted tie- 
ne libertad de especificar el alargamiento inicial; ensaye un 
valor nulo! 


Figura P2.110 


* 2,111 En el instante mostrado en la Fig. P2.111, el bloque 
se encuentra viajando hacia la izquierda a 7 m/s y el resorte 
tiene un alargamiento nulo. Empleando W = AT, en- 
cuentre la velocidad del bloque (velocidad de C) cuando se 


ha movido 4 m hacia la izquierda. Sugerencia: Se necesitará 
la integral 


(<= ra +e 
ya? +x? $ 


en donde a y c son constantes; k = 80 N/m. 


Figura P2.111 


2.112 Demuestre que la ecuación /Ĥ? = 2mg(sen 0 — 3) 
puede obtenerse a partir de la conservación de la energía me- 
cánica (T + = constante; Ec. 2.25) en el Ejemplo 2.11. 


¿Por qué no puede usarse este principio en los Ejemplos 
2.12 y 2.13? ij 


2.113 Los hermanos Bernoulli plantearon y luego resolvie- 
ron el problema de la braquistócrona (Fig. P2.113). El 
problema consiste en determinar sobre qué trayectoria lisa, 
univaluada y continua una partícula llegará a B en un tiem- 
po minimo bajo gravedad uniforme partiendo del reposo 
desde un punto más alto 4. Su solución, más allá del alcan- 
ce de este libro, fue que la trayectoria de más rápido descen- 
so es una cicloide. Demuestre que independientemente de la 
trayectoria, la velocidad de llegada es como si la particula 
hubiese sido lanzada libremente desde la misma altura H. 


-—-—--x 


Figura P2.113 
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2.114 Una caja pequeña Y (Fig. P2.114) resbala desde el 
reposo sobre un plano inclinado rugoso de A a B, y luego 
cae en una plataforma de carga. El coeficiente de fricción 
entre la caja y el plano es pl = 0,4. Encuentre la distancia 
D al punto C en que la caja toca a la plataforma. 


120 pie 
` Plataforma 
de carga 


Figura P2.114 


2.115 Una partícula se libera del reposo en A y resbala so- 
bre la superficie parabólica lisa hasta B, de donde sale 
volando. (Ver la Fig. P2. 115). Encuentre la distancia hori- 
zontal total D que viaja antes de tocar el suelo en C. 


Figura P2.115 


2.116 Una partícula de masa /m resbala sobre un tobo- 
gán sin fricción y entra en un lazo circular de diámetro d 
(Fig. P2.116). Encuentre la altura mínima de partida h para 
que la partícula efectúe un circuito completo del lazo y sal- 
“ga normalmente (sin haber perdido contacto con el lazo). 


Figura P2.116 


2.117 Una niña de 80 lb de peso viaja en un carrito de 10 
lb que se desliza sobre un tobogán (Fig. P2.117). Desprecian- 
do todas las pérdidas por fricción, calcule el peso de la 
pequeña en A registrado por la báscula en que va sentada. 


Parte aquí del reposo 


wa , p = 100 pie 
®© 


Figura P2.117 


2.118 Compruebe las soluciones a los problemas 2.79 y 2.80 
usando el principio del trabajo y la energía cinética. 


1 ei e 
2.119 Demuestre que para una fuerza gravitacional central 
[F = (— GMm/3é] a diferencia del caso de la gravedad 
uniforme (—mgk), el potencial está dado por 
=GMm 
T 


p= 


donde G es la constante de la gravitación universal; M y m son 
las masas de los dos cuerpos en atracción. Note que gracias a 
la Ec. (2.22) sólo se necesita demostrar que g4 = GM. 


2.120 Usando el resultado del problema anterior, calcule 
el trabajo hecho por la gravedad de la Tierra sobre un sa- 
télite entre los tiempos de lanzamiento y de insercción en 
una órbita geosincrónica de radio 6.61 veces el radio de la 
Tierra. (Véase el problema 2.67.) 


2.121 En el Problema 2.54 use W = AT para encontrar 
las velocidades de los bloques cuando el de 5 lb ha descendi- 
do 2 pie. 


2.122 El bloque 4 en la Fig. 2.122 se está moviendo. ha- 
cia abajo a 5 pie/s en el momento en que el resorte está com- 
primido 6 plg. El coeficiente de fricción entre el bloque 4 y 


2.3 Trabajo y Energía Cinetíica en el movimiento de partículas y de centros de masas 105 


3 


| k = 801b/pie 


Figura P2.122 


el plano es de 0.2, la polea es ligera y los pesos de 4 y 3 
son de 161 y 193 lb, respectivamente. 


a. Encuentre la distancia que cae 4 desde.su posición 
inicial antes de que su velocidad sea cero. 


b. Determine sir el ciierpo-4 comenzará a moverse de * 


regreso hacia arriba. 


¢ 2.123 El sistema en la Fig. P2.123 consiste del cuerpo -4de 
12 lb, de la polea ligera 4%, del disco C de 8 lb y del cuer- 
po D de 10 lb. El conjunto se suelta del reposo en la posi- 
ción indicada. El cuerpo D cae a través de un agujero en la 
ménsula £ que detiene el cuerpo Ê. Encuentre que tan le- 
jos desciende ‘D desde su posición original. 


2.124 En el instante mostrado en la Fig. P2,124, el bloque 
8 se halla 30 m abajo del nivel del bloque 4; en este ins- 
tante Y, y Vp son cero. Determine las velocidades de 4 y 
£ cuando pasan uno frente a otro _4 y £ tienen masas de 
15 y 5, kg respectivamente. Las poleas son ligeras. 


2.125 Suponga que los extremos de un resorte están unidos 
a ““partículas”” de masa m, y m,. Demuestre que la suma de 
los trabajos de las fuerzas del resorte sobre las partículas 
está dada por la Ec. (2.20). 


* 2,126 Los bloques de la Fig. P2.126 se sueltan del reposo. 
Determine donde se encontrarán cuando se detengan per- 
manentemente. ¿Cuál es entonces la fuerza en el resorte? 
Sugerencia: Escriba la ecuación del trabajo y energía para 
cada bloque, sume las dos ecuaciones y use el resultado del 
Problema 2.125. También: reflexione sobre el movimiento 
del centro de masa. 


* 2,127 Demuestre que si la superficie en el Ejemplo 2.14 es 
la parábola mostrada en la Fig. P.2,127, la partícula nunca 
abandonará la superficie. Sugerencia: Muestre que 


[ ¡aa yaz 
y" 


(1 + 4x2]9/2 
> 2 


y use esto en nuestra ecuación: 


junto con W = AT, 


ey 


Figura P2.123 


Figura P2.124 


Alargamiento inicial = ô = 0,2 m 


Figura P2.126 


Figura P2.127 


Tierra 
Luna 4000 mi 

1100 mı : 
2 pam 
Masa = 

asa — 

8l ` Masa Me 
E A * 


Figura P2.128 


* 2.128 Encuentre la velocidad mínima con la que una par- 
tícula podría lanzarse desde la Luna y llegar a la Tierra 
(Fig. P2.128). En este problema suponga que los centros de 
la Luna y la Tierra están ambos fijos en un marco inercial. 
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** 2.19 Una partícula lisa es impulsada a lo largo del interior 


de un círculo vertical. En el punto, más bajo su velocidad Barra lisa 
es yg(2a + 3H), en donde a es el radio del círculo. Si 
0 < H < a, demuestre que la partícula abandonará el circu- 
lo en algún punto de la mitad superior. Si después de dejar 
el circulo en P la partícula lo toca nuevamente en Q, demues- 
tre que el tiempo de P a Q es 
H HNJ" Masa total m, longitud t 
d (i = =) Figura P2.130 
EN a 


* 2.130 Una cuerda se libera del reposo en la posición mostra- 
da en la Fig. P2.130. Encuentre un límite superior para su 
energía cinética en cualquier tiempo después de ser liberada. 


2.4 Primera ley de Euler en términos de la cantidad de movimiento. 
(o impetu Conservación de la cantidad de movimiento. Impacto. 


La cantidad de movimiento (o ímpetu, o bien moméntum de una partícula se define como 
el producto de su masa por su velocidad. Para un sistema de partículas (Fig. 2.8a) la cantidad 
de movimiento se define como la suma de las cantidades de movimiento de las partículas en 
_ el sistema. Así, si denotamos la cantidad de movimiento de un sistema (o cuerpo) por L,* 


N 
L=} my i (2.27) 


i=1 


É o para un cuerpo con masa distribuida continuamente (Fig. 2.8b) 


L= f dm (2.28) 
Si R; es el vector de posición para la partícula j, entonces 
2 dR; 
m=i 
y la Ec. (2.27) es ahora 
-A dR; . d 
L= È mi Í bien L= T (Em,R;) 


e () Fijo en marco 
O Fijo en marco inercial inercial 


Figura 2.8a Figura 2.8b 


* En este caso se trata de cantidad de movimiento lí». af. 
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Recuérdese (Ec. (2.11) y Fig. 2.3a) que 


Zm¡R, = MToc 


por lo que 
d 
L= TE (mtoc) 
droc 
dt 
o bien 
L=mv f (2.29) 


en donde vç es la velocidad del centro de masa del sistema o cuerpo. 


La relación entre las fuerzas externas y la cantidad de movimiento puede ahroa obtenerse 
fácilmente derivando la Ec. (2.29): 


dL dve 
— same i 
dt dt 
= mac 
Pero 
XF = mac 
por lo que 
dL i . 
EF = — á 
di (2.30) 


que es la Primera ley de Euler para la cantidad de movimiento. 


ŘS 
Pregunta 2.8 ¿Es válida la Ec. (2.30) para un sistema cuya masa varia en el tiempo, conio 
en el caso de un cohete? 


e 
La integración directa de esta Primera Ley (Ec. 2.30) no da 


a 
Í ZF dt = L(t,) — L(t,) = cambio en la cantidad de movimiento = AL (2.31) 
t 

Esta integral se conoce con el nombre de impulso e indica la acción impartida al cuerpo por 
las fuerzas externas*; nótese que el impulso está intrínsecamente asociado con un intervalo 
especifico de tiempo. Si durante cierto intervalo de tiempo, la suma de las fuerzas externas 


se vuelve nula, entonces L = 0 y por consiguiente lá cantidad de movimiento será constante 
o bien se conserva durante ese intervalo. i 


* En este caso se trata de un impulso lineal. 
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Puesto que la Ec, (2.31) es una ecuación vectorial (a diferencia de la ecuación escalar del 
trabajo y la energía cinética), podemos usar alguna o todas sus ecuaciones componentes. Por 
ejemplo, + 


157 
f EF, dt = Lylta) — Lylti}) = mXclt,) — mxclt,) (2.32) 
ti 
e igualmente para y y z. Notemos que se puede tener una situación coplanar en la que, por 
ejemplo EF, = 0 pero EF, % 0 en un intervalo. Si este es el caso, la cantidad de movi- 
miento se conserva en la dirección x pero no en la y.* 

Algunas veces es posible gracias a la conservación de la cantidad de movimiento, obtener 
información cuantitativa limitada acerca de los movimientos de cuerpos en colisión. En gene- 
ral, esto puede lograrse cuando los cuerpos interactúan durante un intervalo relativamente 
breve, antes y después del cual es razonable tratar sus movimientos como rígidos. Aunque 
el análisis es mejor comprendido con ejemplos, hacemos aquí la observación de que en gene- 
ral hace poco sentido tratar a los cuerpos como rígidos durante una colisión o choque. Por 
ejemplo, si deseamos describir el movimiento que resulta cuando una bala se dispara a un 
bloque de madera, el bloque obviamente no puede considerarse como rígido durante el proce- 
so de penetración. Por otra parte, es razonable suponer que ocurre un movimiento rígido del 

" bloque y de la bala incrustada subsecuente a la reorientación permanente del material. 

Un aspecto clave en el análisis de problemas de choque (o impacto) es que la cantidad 
de movimiento de un cuerpo compuesto de dos partes es la suma de las cantidades de movi- 
miento de las porciones componentes. Esto se infiere directamente de la definición de la 
cantidad de movimiento de un cuerpo dada por la integral 


L= | vam= | vam + | v dm 
' £ 2 Le 


= L, + L, E e (2.33) 


en donde los subíndices (1 y 2) identifican a las dos partes constitutivas del cuerpo. 


r Ejemplo 2.15 
Un bloque de madera de masa m, se encuentra en reposo sobre una 
superficie horizontal lisa cuando es alcanzado por una bala de masa 
m, con velocidad v, como se muestra en el diagrama. Después de 
que la bala se ha incrustado en el bloque, éste se desliza hacia la dere- 
| cha con velocidad V. Encuentre la relación entre v y V. 


Solución 


Sea 1, el tiempo en que la bala toca por primera vez al bloque y £, 
el tiempo después del cual el conjunto bola-bloque se comporta co- 


*Los problemas de balística son de este tipo si se desprecia la resistencia del aire. 
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mo un cuerpo rígido en traslación. Para f, < 1 < t,, ocurre dentro del 
bloque un complejo proceso de deformación y redistribución de la | 
masa. Si aislamos el sistema bala-bloque durante este intervalo (véa- n 
se el diagrama) se obtiene 


[ [N(t) — m,g — meli dt = Llt,) — Llt,) 


' 

Pero 

“Lt, = (m, +m,JVi y L(t,) = m,[0.8vi — 0.6vĵ) 

ya que v es la rapidez del centro de masa de la bala y el bloque tiene 


una cantidad de movimiento nula en ?,. Igualando los coeficientes 
de i obtenemos: 


(m, + m,)V = 0.8m,v 
O bien 


0.8 
y = 0.8m,v 
m, + m, 


Notemos que en ausencia de una fuerza externa con una componente 
horizontal, se conserva la componente horizontal de la cantidad de 
movimiento. ' 


. Aunque no podemos calcular la:reacción N durante el choque, 
si podemos calcular su impulso: i 


y a i 
[ [N — (m, + m,)g] dt = 0.6m,v 
a 


O bien 


n 
f N dt = (m, + m,lglt, — tı) + 0.6m,v 
y 


Igualmente, el impulso de la fuerza F ejercida sobre la bala por 
el bloque puede calcularse aplicando la Ec. (2.31) a la bala: + 


a 
Í [F — magj) dt = m,Vi — m,(0.8vî — 0.6vj] 
1 


n 
f F dt = m,|V — 0.8v]i + ma[glt, — tı) + 0.6v]ĵf 
t 


0.8m,v x P 
=m, A 0.8v Ji + m,[glt, — t) + 0.6v]j 


0.8mm, 4 7 
Ha Ema vi + malglt, E til + 0.6v)j 


El lector debe notar que si una colisión a alta velocidad ocurre 
en un período corto, los impulsos pueden estimarse con mucha apro- 
ximación despreciando los impulsos de los pesos de los cuerpos. En 
este ejemplo tendríamos 0.6 v > g (f, — f,). En el Capítulo 5 se 
verán otros ejemplos de problemas de impacto. 
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Ejemplo 2.16 


Un bloque sè encuentra en reposo en una superficie horizontal lisa 
antes de ser golpeado por otro bloque idéntico que se desliza con ve- 
locidad v. (Vea el diagrama.) Encuentre las velocidades de los dos 
bloques después de la colisión suponiendo (1) que se quedan pegados 
y (2) que el sistema no experimenta pérdida de energía cinética, 


Solución 


Sean v; y Vg las velocidades de los centros de masa de los bloques 
izquierdo (left) y derecho (right) al término de la colisión; esto es, 
vá es la velocidad del bloque izquierdo. El diagrama de cuerpo li- 
bre del sistema durante la colisión (vea el diagrama) muestra que no 
existe fuerza externa con una componente horizontal. Entonces la com- 
ponente horizontal (la única que no es aquí cero) de la cantidad de 
movimiento se conserva y 


mv, + mv, = mv + m0) (1) 
o bien 
Vt VA =V s (21 


Si los bloques permanecen pegados después de la colisión y se 
comportan como cuerpos rígidos, se tendrá que 


Va = Ye 
por lo que 
v 
==: (3) 


[y 


Pregunta 2.9 ¿Cuál sería la velocidad común si el bloque de la de- 


recha tuviese una masa 100 veces mayor que el de la izquierda? ¿Y 
si tuviese úna masa 10 000 veces mayor? 


A A 


Sin embargo, si los bloques no permanecen pegados, el principio 
de la conservación de la cantidad de movimiento no basta para deter- 
minar sus velocidades subsecuentes. Necesitamos alguna medida de 
la tendencia a rebotar entre ellos, o dicho de otra manera, una me- 
dida de cuánta energía se consume en las deformaciones permanen- 
tes o en las vibraciones (o en ambas) de los bloques. El parámetro 
usado para describir esos efectos (coeficienté de restitución) se des- 
cribe en lo que sigue a este ejemplo. En este momento notemos 
que cuando los bloques permanecen juntos, la energía cinética del sis- 
tema es menor después que antes de la colisión. La pérdida es 


bota a a A! vWY ES > 
mv m Tem = y > la] 
2 2 2 2 2 4 
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lo que quiere decir que la mitad de la energía mecánica se disipó en 
la colisión en este caso. 


El otro extremo es aquel en el que no se consume energía mecá- 
nica durante el proceso de colisión. En este caso 


l l dl 
- 2 js E a aa 2 
t + y VR = 7 mv (5) 


Pero como vg = v — v, (de la Ec. 2), se tiene 
vi + (v— v,)? = v? 
2 
v} + v? — 2w, + vi = v? 
o bien 


2v,lv, — v] = 0 


Por lo tanto, v, = 0 y vz = v, o bien v, = v y vg = 0. Lo último 
debe rechazarse por no tener sentido físico, ya que requeriría que el 
bloque izquierdo pasase a través del bloque derecho estacionario. 


Se muestra en el diagrama una extensión de este resultado para 
el caso de que se tengan tres bloques: 


Reposo Reposo 


Antes Después 


Si la distancia entre los bloques, inicialmente en reposo, se aproxima . 


a cero y añadimos más bloques, tendremos el mecanismo de un ju- 
guete bien conocido: é 


Después 


En el ejemplo anterior notamos la necesidad de tener alguna medida de la capacidad de 
rebote de los cuerpos en colisión. El concepto de coeficiente de restitución, que proporciona 
esta información, se aclara muy fácilmente por medio de un ejemplo. 

Suponga que, como se ve en la Fig. 2.9, dos discos se deslizan a lo largo de un piso liso. 
Las trayectorias están sobre la misma recta y el disco_4 está a punto de alcanzar y entrar en 
contacto con el disco Æ en el tiempo 1,. Los centros de masa de los discos sé acercarán hasta 
que en el tiempo /, tengan la velocidad común vç. Entonces se alejarán hasta que en el tiempo 
t; se rompa el contacto. Las fuerzas iguales y opuestas de interacción F(*) se muestran sobre 
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los discos en la Fig. 2.9. Aplicando el principio de impulso y cantidad de movimiento durante 
los intervalos de acercamiento y separación de los centros de masa de los discos se obtiene 


ta 
-Í F dt = m_lVe — Vai). 


i rasmi- vl (2.34) 


[ i F dt i 
= (2.35) 


obtenemos, empleando las ecuaciones de impulso y cantidad de movimiento anteriores 


Yap = Va _ Var = Ye 


e = “= 


Vc — Vii Vc — Vai 


Si eliminamos vç resulta 


a = 2D (2.36) 
Vai — Vai y 
que es el cociente de la “velocidad relativa de separación” y de la “velocidad relativa de acer- 
camiento””. El coeficiente de restitución es inherentemente no negativo, y el caso e = 0 da 
Var = Yap lo que significa que los discos permanecen juntos. En el Ejemplo 2.16, para el 
caso de disipación nula de energía teníamos 


e l 


Sr 


Figura 2.9 Colisión directa (en línea rec- 
ta) de dos discos. à 
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En el Problema 2.147 se esboza la demostración de que, en las condiciones presentes, e S1: 

El impacto descrito se denomina central porque la linea de acción de las fuerzas iguales 
y opuestas de interacción es la recta que une los centros de masa de los cuerpos. Se llama tam- 
bién directo porque las velocidades previas al impacto son paralelas a esa línea de acción. La 
generalización al caso del impacto indirecto pero central se efectúa fácilmente suponiendo que 
los discos son lisos y que el tiempo de contacto es tan pequeño, que no se presentan cambios 
importantes en sus posiciones durante la colisión. Entonces las componentes de velocidad per- 
pendiculares a la línea de acción (línea de impacto) de la fuerza impulsiva no cambian a con- 
secuencia de la colisión. Las Ecs. (2.34) y (2.36) se refieren ahora a las componentes de la 
velocidad a lo largo de la línea de impacto. Así, el coeficiente.de restitución es la relación entre 
las componentes de velocidad relativa a lo largo de la línea de impacto. 

Los experimentos* indican que el coeficiente de restitución depende de prácticamente to- 
do lo involucrado en un impacto: materiales, configuración y velocidades iniciales. Por ello 
los valores numéricos deben usarse con cuidado. El hecho de que-el coeficiente debe tener 
un valor comprendido entre 0 y 1 es una información muy valiosa que permite acotar el com- 
portamiento de cuerpos en colisión. En el Capítulo 5 se trata el uso del coeficiente de restitu- 
ción para casos diferentes al del impacto central. 


Ejemplo 2417 


Dos discos idénticos chocan entrando en contacto en las posiciones 
„mostradas; se muestran también sus velocidades antes del choque. 
Si el coeficiente de restitución es 0.8, encuentre las velocidades 


de los discos después de la colisión; determine también el impulso de 
la fuerza de interacción. 


Solución 


Si se desprecia la fricción y suponiendo que la deformación es insig- 
nificante, las fuerzas de interacción actúan a lo largo de la línea de 
impacto mostrada en la figura. Es conveniente escoger Î y j paralelo 
y perpendicular a esta línea. Sean mm la masa de cada disco, VarY Vai 
las velocidades final e inicial del disco -4 y similarmente para el 
disco 4. 


Vai = 4(sen30%Í + cos 30%) = 2 + 3.465 pie/s 
Entonces 


Va, = Vil + 3.46] 


*Véase W. Goldsmith, Impact (Londres: Edward Arnold Publishers, Lid., 1960). 
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en donde v, es la componente desconocida a lo largo de la línea de 
impacto. También 


An Be 5 E 
Ya = s( ¡- 11) 4i — 3j pie/s 


5 
Yo 
Vas = vai — 3) 
Puesto que no existen fuerzas externas sobre el sistema de los 
dos discos, la cantidad de movimiento se conserva: 
MVas + MVpy = MV4; + MV; 
La ecuación de componentes en la dirección perpendicular ala línea 
de impacto se satisface automáticamente y en la dirección i: 
mv, + mv, = m(2) + m(—4] 
o bien 
Y, + v, =-2 (1) 
De acuerdo con la definición del coeficiente de restitución 
e=0.8= 
o bien 
v, — v=4.80 (2) 


Resolviendo (1) y (2) simultáneamente 
v, = —3.40 s 
v, = 1.40 

de modo que 


Vaj = —3.401 + 3.46jpie/s 


vay = 1.401 — 3) pie/s 


| * Las trayectorias de los discos se muestran en la figura anexa. 


Para calcular el impulso de la fuerza de interacción, aplicamos 
el principio del impulso y la cantidad de movimiento al disco 
si éste pesa 6 onzas, m = (6/16)/32.2 = 0.0116 slug. 


fra 


0.0116[1.40 — (—3]l 


0.0510 Ib-s 


Il 
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Proklemas/Sección 2.4 


2.131 Enla Fig. P2.131 se dan datos pertinentes a un siste- 


ma de dos partículas. En el instante mostrado encuentre: 


La posición del centro de masa 

La energía cinética del sistema 

La cantidad de movimiento del sistema 
La velocidad del centro de masa 

e. La aceleración del centro de masa 


î m =1kg 


r=0 
27, = 6j m/s 


ma a, = 4k m/s 


anr 


pico Fọ de la fuerza. Desprecie la fricción; la fuerza F se 
mide en libras. ' 


Fit) 


F,, sen ärt 


y 
“m, =} kg 
r= 3im 
v. = 3k m/s 
o] Figura P2.133 


Figura P2.131 


2.132 El astronauta de la Fig. P2. 132 tiene dificultades para 
disminuir su cantidad de movimiento al caminar rápidamente 
en la Luna. Usando un coeficiente de fricción «4 = 0.3 
y una aceleración gravitacional igual a un sexto de la de la 
Tierra, evidencie la dificultad de detener una cantidad de 
movimiento hacia el frente de mv = (5 slug) (12 pie/s). Es- 
pecificamente use el principio de impulso y cantidad de mo- 
vimiento para encontrar el tiempo necesario para detenerse 
en la Tierra comparado con el necesario en la Luna. 


Figura P2.132 


2.133 Se aplica una fuerza horizontal F(1) durante 0.2 s a 
una bola de billar (peso = 0.55 lb) por medio de un taco; 
la variación de la fuerza se muestra en la Fig. P2.133. Si la 
velocidad del centro de la bola es de 8 pie/s después de que 
se rompe el contacto con el taco, encuentre la magnitud 


2.134 Una partícula P de 20 kg se encuentra en reposo en 
un marco inercial. En £ = 0, una fuerza unidimensional 
empieza a actuar sobre ella; 'la variación en el tiempo de la 


fuerza se muestra en la Fig. P2,134. Encuentre la velocidad 
de P cuando / = 5s, 


F/(N) 


Figura P2.134 


2.135 La caja de 50 lb mostrada en la Fig. P2.135 se en- 
cuentra en reposo antes de que la fuerza F(f) = 5 + 2t lb. 
se le aplique en t = 0. Suponga que la caja no puede vol- 


- carse y que el coeficiente de fricción entre la caja y el suelo 


es de 0.2. Encuentre la velocidad del centro de masa de la 
caja en / = 10s. 


F(t) 
g = 32.2 pie/s? 


Figura P2.135 
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2.136 Repita el problema anterior para el caso en que la 
fuerza F(1) tenga una componente vertical como se muestra 
en la Fig. P2.136. 


Figura P2.136 


Figura P2.141 


2.140 En el problema anterior determine la fuerza impul- 
siva promedio entre los vagones si el acoplamiento requiere 
0.6 s de contacto. 


2.141 En un patio de maniobras un vagón de carga que se 
mueve con velocidad v choca con dos vagones idénticos en 
reposo. (Vea la Fig. P2.141). Despreciando toda resistencia 
al rodamiento, encuentre la velocidad común del sistema de 
los tres vagones después de que se ha completado el acople 
y cualquier vibración asociada ha desaparecido. 


2.137 Una fuerza P aplicada a C en t = O varía según la 
función P = 25 sen(1:1/60) lb, en la que / está en segundos. 
(Vea la Fig. P2.137). ¿Cuánto tiempo le tomará a C empe- 
zar a deslizarse? ¿Qué velocidad tendrá en / = 30 s?” 


20-lh crate € 


Figura P2.137 


My = 0.3 


- 2,138 Una teja suelta de 2.2 lb resbala y choca con un ca- 
nalón (Vea la Fig. P2.138). El ángulo en el que la teja está 
a punto de resbalar es de 20”. Determine el impulso impar- 
tido a la teja por el canalón si no hay rebote. Si el intervalo 
de impacto es de 0.1 s, calcule la fuerza promedio impartida 
al canalón por la teja. 


Figura P2.138 ; | f 


2.139 Dos carros de ferrocarril quedan acoplados por una 
colisión ocurrida justamente después del instante mostrado 
en la Fig. P2.139. Despreciando el impulso causado por la 
fricción de los rieles o carriles, determine la velocidad final 
de los dos vagones moverse juntamente. 


PCI En reposo 


20 tons 35 tons 
Figura P2.139 


2.142 Un hombre de masa m y un bote de masa M están 
en reposo como se muestra en la Fig. P2.142. Si el hombre 
camina hacia el frente del bote, demuestre que su distancia 
al muelle es entonces de Lg/(1 + g), en donde g = m/M 
es la razón de las masas del hombre y el bote. Aclare la res- 
puesta en los casos límites en quem << M y M < m. Despre- 
cie la resistencia del agua al movimiento del bote. 


Figura P2.142 


* 2,143 Dos hombres con masa m cada uno están de pie en 
un carro de ferrocarril de masa M. El carro tiene libertad 
para moverse en rieles a nivel sin fricción. El conjunto está 
inicialmente en reposo. Uno de los hombres corre hacia el 

: extremo derecho del vagón y salta horizontalmente y para- 
lelamente a los rieles con velocidad U relativa a la platafor- 
ma. En ese momento el otro hombre corre hacia el extremo 
izquierdo y salta de la misma manera también con velocidad 
U relativa a la plataforma. Encuentre la velocidad final de 
este e indique claramente la dirección de su movimiento. 


* 2.144 En la Fig. P2. 144 el hombre de masa mm está en el 
extremo A de un tablón de 20 pie de masa 37m que está man- 
tenido en reposo sobre el plano inclinado liso por medio de 
una cuerda. El hombre corta la cuerda y corre hacia el ex- 
tremo B del tablón. Cuando llega ahí, el extremo B tiene la 
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misma posición sobre el plano que la que tenía original- 
mente. Encuentre el tiempo que le toma el hombre correr 
de A a B. 


Figura P2.144 


2.145 Una pelota se suelta desde una altura H y rebota. 
(Vea la Fig. P2.145). Si el coeficiente de restitución es e, en- 
cuentre la altura a que se eleva la pelota después del segundo 
rebote. ` 


I 


Figura P2.145 Figura P2.146 


2.146 Dos bolas elásticas idénticas y: se mueven una 
hacia la otra. Encuentre la relación de velocidades de acer- 
camiento v4;/Yp; para que -4 quede en reposo después de 
la colisión. El coeficiente de restitución es, e (Fig. P2.146). 


2.147 Use las dos ecuaciones 


MVa, + MV, = M Va, + Mo, 


L (= coeficiente de restitución) 


— Va, 


para demostrar que la pérdida de energía cinética cuando * 
los cuerpos 4 y 3 chocan (Fig. P2.147) es: 


m,mpall — eva, = Vo)? 
2(m,, + m) 


AT = 


Deduzca de este resultado que e < 1 


Figura P2.147 


2.148 Use el resultado del problema anterior para demos- 
trar que para una colisión frontal con velocidades v y masas 
m iguales, i , d 


mv? 


=g 
is e) 


AT =2 


de modo que si e = 0, se pierde toda la T inicial y sie = 1, 
no se pierde nada. ¿Es cierto esto cuando las masas y las 
velocidades son diferentes? ý 


2.149 En el futbol (soccer) se anota un gol solo si el balón 
completa pasa la totalidad de la línea de meta de 4 plg de 
ancho. (Vea la Fig. P2.149). Despreciando la fricción en- 
tre la pelota y el travesaño, determine el máximo coeficiente 
de restitución para el que se anotará un gol antes de que to- 
que el suelo. La velocidad del centro C de la pelota forma 
un ángulo de 15° con la horizontal. Desprecie la desviación 
causada por la gravedad en la trayectoria entre el travesaño 
y el suelo. 


Horizontal 


450 


8 pie 


4 plg—> y 


Mision estra 


Figura P2,149 Linea de meta 
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2.150 Repita el Ejemplo 2.17 para la línea de impacto mos- 
trada en la Fig. P2.150. 


Figura P2,150 


2.151 Repita el Problema 2.150 suponiendo que el disco 
A pesa 9 onzas (y ¿3 , 6 onzas, igual que antes). 


2.152 Repita el Ejemplo 2.17 para el caso en que la linea 
de impacto sea paralela a la velocidad de /% antes de la 
colisión. 

2.153 Repita el Problema 2.152 suponiendo que el disco 
A pesa 9 onzas (y 8 6 onzas, igual que antes). 


2.154 Un bloque de 10 kg oscila hacia abajo como se mues- 
tra en la Fig. P2,154 y golpea a otro bloque idéntico. Supon- 
ga que la cuerda de 6 m se rompe durante el impacto y que 
los bloques permanecen juntos después de la colisión. ¿Cuán- 
to tardarán en detenerse? ¿Qué tan lejos se desplazarán? 


Figura P2.154 


Figura P2,155 


1 


2.155 Usando el ángulo x% que hará que la bala de cañón 
caiga en el carro (Problema 2.19), encuentre la deflexión má- 
xima del resorte (Vea la Fig. P2.155). 


2.156 En el Problema 2.19 encuentre el tiempo total para 
que la bala del cañón y la caja se detengan o choquen con 
la pared, cualquiera que sea lo que ocurra primero. 


2.157 Una bala de cañón se dispara, como se ve en la 
Fig. P2,157, con una velocidad inicial de 1600 pie/s y un 
ángulo de 60%. Justamente después del disparo el cañón co- 
mienza a recular y golpea una placa unida a un resorte. En- 
cuentre la máxima deformación de este si el plano es liso y 
y el módulo del resorte es de 500 Ib/pie. 


Figura P2.157 


2.158 Una bala de 3/4 de onza se dispara con velocidad de 
1800 pie/s contra un bloque de 10 lb. (Vea la Fig. P2.158). 
Si el coeficiente de fricción entre el bloque y el plano es 
de 0.3, calcule: 


a. La distancia que se desplazará el bloque. 

b. El porcentaje de pérdida de energía cinética inicial 
de la bala causada por la fricción en el desplazamien- 
to y el porcentaje de pérdida causada por la colisión. 

c. El tiempo requerido para que la bala y el bloque se 
detengan después del impacto. i 


Figura P2.158 


mm o 
Sg 
s my = 2 slugs 
Ro; me = 3 slugs 
Sa Liso (u = 0) 
269 pie— » 
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2.159 El peso W, cae desde el:reposo una distancia H y 
entra en contacto con otro peso W, que estaba en equili- 
brio sobre un resorte de módulo k. (Vea la Fig. P2. 159). Si 
el coeficiente de restitución es cero, encuentre la compre- 
sión del resorte'cuando los pesos se encuentran en el punto 
más bajo. 


Figura P2.159 
e 1 
2.160 El bloque 4 en la Fig. P2.160 pesa 16.1 lb y se en- 
cuentra viajando hacia la derecha sobre el plano liso a 50 
pie/s. El bloque 49 pesa 8.05 lb y está en equilibrio con el 
resorte que justamente le impide resbalar sobre el tramo ru- 
goso del plano. El cuerpo 4 golpea al 43; el coeficiente 
de restitución e = 1/2. Encuentre la deformación máxima 
del resorte. 


50 pie/s 5 pi 
+ 5 pie apo 


Liso 
w= 


Figura P2.160 


2.161 El cuerpo 4 de 16 kg y el cuerpo ¿4% de 32 kg mostra- 
dos en la Fig. P2.161 están unidos por un resorte ligero con 
módulo de 12 000 N/m. La longitud no alargada del resorte 
es de 0.15 m. Los bloques son separados sobre el plano ho- 
rizontal liso hasta que la distancia entre ellos es de 0.3 m y 
luego se sueltan desde el reposo. Determine la velocidad de 
cada bloque cuando la distancia entre ellos sea de 0.22 m. 
Sugerencia: Igual que en el Problema 2.126, forme la suma 
de las ecuaciones de trabajo y energía para los dos cuerpos. 


Figura P2.161 


2.152 Una cadena de longitud L y masa por unidad de lon: 
gitud igual a f se mantiene verticalmente sobre el platillo 
de la báscula mostrada en la Fig. P2.162, y se suelta del re- 
poso con su extremo inferior tocando apenas el platillo. Su- 
ponga que los eslabones alcanzan rápidamente el reposo al 
amontonarse sobre el platillo y que no interfieren con los es- 
labones aún en caida libre por encima de ellos. Dibuje un 
diagrama de cuerpo libre de la cadena entera y exprese la 
cantidad de movimiento como una función de la distancia 
a través de la cual el extremo superior ha caído. Luego de- 
termine la fuerza que indica la báscula en función de esta 
distancia. 


Figura P2.162 


"* 2,163 Un bloque de masa mL que puede moverse sobre una 


mesa horizontal lisa, está unido a un extremo de una cadena 
uniforme de masa mm por unidad de longitud. Inicialmente 
el bloque y la cadena están en reposo y la cadena está comple- 
tamente enrollada sobre la mesa. Una fuerza horizontal cons- 
tante mLf se aplica luego al bloque de manera que la cadena 
empieza a desenrollarse. Demuestre que la longitud x desen- 
rollada en el tiempo / está dada por 


(L + x1? = Lft? + L? 


hasta que la cadena está completamente desenrrollada. Si la 
longitud de la dicha cadena es muy grande comparada con 
L, demuestre que la velócidad del bloque es aproximadamente 
igual a (£/)'2 en el momento en que la cadena está com- 
pletamente desenrollada. 
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* 2.164 Un problema importante de la dinámica de los sóli- 
dos deformables es el de describir el movimiento que resulta 
cuando se aplica presión rápidamente al extremo de una 
barra elástica delgada uniforme. Una teoría aproximada muy 
útil proporciona la ecuación de onda unidimensional que ri- 
ge tal movimiento. Esta teoría predice que una presión 
aplicada en un extremo de la barra crea una perturbación 
(onda) que se propaga con velocidad constante c. Para cón- 
cretar, suponga que la barra mostrada en la Fig. P2.164a está 
en reposo para / < 0 y está sujeta a la presión uniforme (so- 
bre el extremo de área A) mostrada eri la Fig. P2.164b. Si 
la perturbación no ha llegado al extremo derecho, o sea si 
1<L/c, entonces para t >to, las velocidades úl y las acele- 
raciones ú'i de las partículas, que varían sólo con x y t, son 
como se muestra en las Figs. P2.164c y d, en donde p es 
la densidad de la barra. 

La primera parte de este problema es evaluar la integral 


L 
fami] f iaa ás 
g oJ  * 


El valor que debe obtenerse es po AÍ, y ya que esto es igual 
a la fuerza externa sobre la barra, la Ec. (2.4) queda confir- 
mada para este caso. Es importante feconocer que sólo el 
intervalo de x = ct — ctọ a x = ct contribuye al valor de 
la integral; esto es, sólo las partículas en esa región están 
aceleradas. 

El segundo elemento de este problema es evaluar la can- 
tidad de movimiento 


L 
t= | vdm=11 f pù dA dx 
a o.Ja 


El. resultado será 


to; le 
L = pafi — to + 2) 


El segundo término dentro de los corchetes, una constante, 
es la contribución de integrar sobre el intervalo cfo, en el 
«que las partículas están ácelerádas. La dependencia del tiempo 
de L aparece a causa del número creciente de partículas con 
velocidad (po/ pedi. Como era de esperarse L = pyAi. 

r En efecto, hemos confirmado la ley de Euler, £F = 
L, de dos maneras. En la primera 


A dy 
L = | — dm = 
E Im faam 


en la segunda 


d 


E v dm 


En este caso no hay razón para expresar preferencia por el 
orden de derivación respecto al tiempo e integrar sobre el 
cuerpo. Si la presión fuese aplicada repentinamente en su 
magnitud total (1y = 0), habría una discontinuidad en la 
velocidad de las partículas (onda de choque) y, en conse- 
cuencia, una aceleración indefinida en el frente de la onda, 
x = ct. Debido a esta aceleración indefinida (o infinita) fa 
dm resulta sin sentido y no conduce al valor de L. Sin em- 
bargo, no hay dificultad para evaluar L puesto que las velo- 
cidades de las partículas son p,/pc para x < ct y cero para 
x> Ct. 


Entonces 
Po > oi 
= — [pAct)i = p¿At 
pa [pAct]i = pp Ati 
y L=ppAai. 


pl 


m 


p(t) 


x 
Figura P2.164a 
P 
Po ——-, , 
| 
l 
| to t 
Figura P2.164b 
ù 
Po 
pc i 
l 
I 
si > 
Cto la». x 


Cd > 


Figura P2.164c 


Figura P2.164d 


2.5 
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Segunda ley de Euler en términos de la cantidad de movimiento 
angular BEEE S . 


La Primera Ley de Euler se expresa en términos de la derivada respecto al tiempo de la canti- 
dad de movimiento (lineal) de un cuerpo; la Segunda Ley de Euler puede expresarse en función 
de la derivada respecto al tiempo de la cantidad de movimiento angular (o ímpetu) (momen- 
to de la cantidad de movimiento)* . La cantidad de movimiento angular con respecto a un 
punto P se designa Hp y se define como la suma de las cantidades de movimiento angulares 


(con respecto a P) de las partículas individuales que forman el cuerpo. Con referencia a 
la Fig. 2.10: i 


Hp = Er, x mv, f (2.37) 


Antes de proceder a desarrollar varias formas de la Segunda Ley de Euler, establecere- 
mos una relación muy útil entre las cantidades de movimiento angulares. Notando de la defi- 
nición, Ec. (2.37) y de la Fig. 2.10 que 


Hec = 22, X my, 
y que 

1, = Ipc + ti 
se tiene entonces 


Hp = Ele; + rpc) X mv, = Eo; X MN; + tpe X EMV; 


Pero my; es la cantidad de movimiento 


L = mv 
por lo que 
Hp = He + rpc X L l (2.38) 


Así, la cantidad de movimiento angular de un cuerpo respecto a un punto P cualquiera en 
el espacio es la suma de la cantidad de movimiento angular respecto a su centro de masa C 
y de la cantidad del movimiento (momento de su cantidad de movimiento) L respecto a P. 
(A L se le asigna una “línea de acçjón” a través de C.) 

Ahora aplicamos la definición de cantidad de movimiento angular, Ec. (2.37), respecto 
a un punto O fijo en un marco de referencia inercial. Por lo tanto 


Hoy = ER; X my, 


O O R, p P 


20 Fijo en el ] 
marco inercial 
i Figura 2.10 


* El calificativo de ““angular proviene de que en esta cantidad interviene la velocidad angular de un cuerpo rígido. 
(N. del R.) También se le llama moméntum angular, e impropiamente ““momento angular.” 
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Si derivamos respecto al tiempo: 


dHo = ER, x mv; + R; x m;a;) 

dt ` . 
Pero 

R; =Y 
por lo que 

Å xv =0 
y 

ia = ER; x ma; 

dt 


Pero la forma fundamental de la Segunda Ley de Euler, Ec. (2.7), dice que 
ZMo = ER, x m;a; 
por lo que. 


dHo r (2.39) 
SM. = 52 l 


Otra forma similar de la Segunda Ley de Euler puede obtenerse si primero usamos la 
Ec. (2.38) para el caso de un punto fijo O: 
Ho = He + roc X L 


Derivando respecto al tiempo: 


dHo dHc ` 5 dL 
= + ve XL+T0c Xx 37 
dt dt e dt 
expresión en la que hemos usado la relación 
droc 
=V 
dt j 


Pero 


L = mwc, por lo que wọ x L= 0 


L 
=== t roc $X — l (2.40) 


Sabemos del estudio de los sistemas de fuerzas equipolentes en la estática que las fuerzas ex- 
ternas sobre el cuerpo deben producir momentos respecto a O y C que están relacionados por 


EMo = EMc + roc X (2F)] x . (2.41) 
Puesto que 
dL : dHo 
EF = dt Mo m di 
se obtiene de las Ecs. (2.40) y (2.41): 
SMe He (2.42) 
B= 


dt 
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En general Mp # Ép, -pero las Ecs. (2.39) y (2.42) dan casos especiales importantes’ 
para los que la igualdad se cumple. Hay otros casos especiales que no trataremos aquí ya que 
son menos importantes que los dos que hemos tratado. 

Nótese que existen situaciones para las que la cantidad de movimiento angular se con- 
serva. En particular, si para un intervalo de tiempo ZM¿ = 0, entonces en ese intervalo 
Hc = 0 y He es constante. 4 

Para un punto arbitrario P, existe una forma de la Segunda Ley de Euler que es de espe- 
cial valor al analizar los movimientos de cuerpos rígidos, aunque su validez no se restringe 


a tales situaciones particulares. Para deducirla usamos nuevamente el conocimiento de los sis- 
temas de fuerzas: ~ 


2M» = EM¿ + tpc X (ZF) 


entonces 
dHe dL 
Z = —— Pp 
de Tie dt 
o bien 
EM» = He + rpc X mac (2.43) 


Pregunta 2.10 ¿Debe P estar fijo en el marco inercial de referencia, (a) para que la Ec. 
(2.32) sea cierta y (b) para que la Ec. (2.43) se verifique? 


E A ni SA AAA ARA 


Finalmente recordamos al lector que todas las relaciones de este capítulo se refieren a 
sistemas de masa constante. Sin embargo, las Leyes de Euler proporcionan el punto de partida 
natural para establecer relaciones apropiadas a sistemas de masa variable, domo es el caso 
de los cohetes. El lector tiene ahora las bases para estudiar el tópico especial de la Sección 8.2 


Ejemplo 2.18 


Dos gimnastas de igual peso cuelgan en equilibrio de los extremos 
de una cuerda que pasa sobre una polea relativamente ligera, cuya 
fricción en los cojinetes de apoyo puede despreciarse. El gimnasta a 
la derecha comienza a trepar por la cuerda mientras que el situado 
a la izquierda se mantiene quieto. ¿Cuál ha sido el cambio en la posi- 
ción del gimnasta a la izquierda cuando el otro se ha elevado hasta 
la altura A (relativa al suelo)? 


Solución 


Construyendo un diagrama de cuerpo libre del sistema polea-cuerda- 


gimnastas, en el que despreciamos el peso de la polea y de la cuerda, 
se ve que 


EM, = 
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| 


Por esto, H, es constante durante el movimiento y puesto que, todo 
comienza del reposo, 


H,=0 


Si se trata a los gimnastas como partículas y se desprecia la cantidad 
de movimiento angular de la polea, 


Ho = rá dj) x (my)) + (—-ñ 5 d,5) x (my) 
o bien 


Ho = rmypk + rmy,[—k) 


Ho = 0 
de modo que 


Ya = Y. 


o sea que el gimnasta a la izquierda asciende con la misma tasa que 
el de'la derecha. Así, cuando éste ha trepado a la altura 4, el izquier- 
do ha sido halado hacia arriba a la misma altura. Nótese que si la 
cuerda es inextensible el gimnasta de la derecha ha trepado una dis- 
tancia 2h relativa a la cuerda 


i Ejemplo 2.19 
Suponga que el gimnasta ““quieto” del ejemplo anterior pesa el do- 


ble que el gimnasta de la derecha. ¿Cuál sería entonces la relación 
entre sus cambios de elevación? 


Solución 
Del diagrama de cuerpo libre, 
EMo = 2mgrk — mgrk 


= mgrk 


Ya que mgrk = 0, la cantidad de movimiento angular no se conserva 
en este caso. Integrando, 


t . 0 
[ EM, dí = Holt) — Hoto 
o 


mgrtk = rmýgęk + r(2m)y, 1—k) 


de modo que 


.t = 0, como se muestra en la Fig. P2.166. Durante los si- 


, para tomar un cacahuate (sin masa) que se encuentra en 
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i Si definimos yz y y, tales que yR = y, = Oen t = 0, entonces, 


1 gt? 
m= Y Br 
Vemos entonces que és posible que el gimnasta más ligero levante al 
más pesado trepando rápidamente. Para una cuerda inextensible, el 
gimnasta de la derecha trepa, como antes, según una tasa fg + J, 
relativa a la cuerda. 


Problemas/Sección 2.5 x 


A 


2.165 En el Problema 2.131 encuentre: (a) la cantidad 2.167 Un mono hambriento de masa m ve un racimo de 
de movimiento angular del sistema con respecto al origen; plátanos de la misma masa m, (Fig. P2.167). El mono trepa 
(b) la cantidad de movimiento angular del sistema con res- con velocidad variable relativa a la cuerda (ligera). Determi- 


pecto al centró de masa. ne si el mono alcanza el recimo antes de que éste pase por 


encima de la polea, suponiendo que la masa de la polea es 


2.166 Una cuerda sin masa cuelga sobre una polea sin ma- despreciable (<< m) 


sa y sin fricción; la cuerda soporta dos monos (uno de masa 
M y otro de masa 2M). El sistema se libera del reposo en 


guientes 2 s, el mono B desciende 15 pie a lo largo de la cuerda 
el extremo P, El mono A se mantiene en la cuerda duran- 


te esos 2 s. Encuentre el desplazamiento de A durante ese 
intervalo de tiempo. 


E 

| 

Figura P2:167 | 
Y 


Figura P2.168 


2.168 Dos gimnastas A y B, cada uno de peso W, se man- 
tienen colgados en.el mismo lado de una cuerda que pasa 
sobre una polea ligera y que en el otro extremo tiene un con- 
trapeso C de peso 21 (Fig? P2.168). Inicialmente A se en- 
cuentra a una distancia d por debajo de B. El gimnasta 4 
trepa sobre la cuerda para unirse a B, Determine el despla- 
zamiento del contrapeso C cuando A alcanza a B. 


15 pie 


P (cacahuate) A 
Figura P2.166 
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2.169 Defina la cantidad de movimiento angular de una par- 
tícila respecto a un eje fijo y estipule las condiciones bajo 
las cuales el momento de su carftidad de movimiento permane- 
e constante. Un hombre (considérelo como una partícula) 
se encuentra de pie sobre un columpio; su distancia al eje 
horizontal liso del columpio es L cuando se agacha y (L — H) 
cuando se pone de pie. Al descender el columpio el hombre 
se agacha; al elevarse se endereza (el cambio en su posi- 
. ción se supone instantáneo). Si el columpio desciende un án- 
* gulo æ y luego asciende un ángulo B , demuestre que 


La cantidad de movimiento angular relativa de un cuerpo 
43 respecto a un punto P se define como 


Hp. = |R x {v — vp) dm 


(Vea la Fig. P2.170, en donde la velocidad v de dm es la deri- 
vada de r en el marco inercial J.) Nótese que'*“relativo” im- 
plica que la velocidad en el integrando es la diferencia entre 
v (de dm) y vp. Ahora resuelva los siguientes problemas. 


crm Pro biema Para Comp 
2.174 En la tabla siguiente se indican las Velocidades del 
centro de masa y tiempos para una caja de 30 lb que fue le- 
vantatada, aproximadamente en dirección vertical, por dos 
personas. La columna **Velocidad 1” representa los datos 
correspondientes a una persona más alta que los datos de 


2.470 Demuestre que H, = Hp, + mrpc X Yp. (¡Enton- 


= i ji 
ces Ho = Hore siempre!) 


Figura P2.170 


2.171 Demuestre qùe EZMp= H, + y, X my ç (Enton- 
ces EM, no es generalmente igual a H) 

2.172 Demuestre que EM» = H prer + tpc X map. 
Ye = mpe X Ap 

2.172 Demuestre que H, = Hp si y sólo si Y, X vç = 
rpc X ap 


utadoia Capitulo 2 mmiss 


la columna “*Velocidad 2”, correspondientes a una per- 
sona más baja. Use lå computadora para integrar numéri- 
camente la velocidad desde ! = 0 hasta / = 4.4 s, obteniendo 
y comparando así las alturas a las que la caja fue levantada 
por cada persona. 


Velocidad 2 


Velocidad 1. 


Velocidad 1 


Tiempo Velocidad 2 
(s) .  (plg/s) (plg/s) (s) (plg/s) (plg/s) 

0.0 0.0 0.0 2.3 95. 0 (tope) 23.5 
q2 0.0 0.0 2.4 24.0 25.5 
0.4 1.5 0.0 2.6 22.0 32.0 

0.6 3.5 0.0 |l 27 20.5 37.5 (tope) 
0.8 5.5 00. | 28 19.0 35.0 
1.0 8.5 2.0 3.0 16.5 25.0 
1.2 12.0 4.0 3.2 14.5 21.5 
“La 16.5 6.5 3.4 13.0 17.0 
1.6 19.0 10.0 3.6." 120 15.0 
1.8 21.0 :14.0 3.8 10.0 13.0 
2.0 22.5 17.0. 4.0 8.5 9.5 
2.2 24.5 21.0 4.2 7.5. 8.5 
4.4 es~ 8.0 


P2.4 
P2.5 


P2.6 
P2.7 


Y 
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sIiCapítulo 2 


No. En ninguna parte de la derivación tuvimos que fijar a P. 
ñ es cero puesto que la definición de cuerpo requiere que su masa sea constante. 


Las componentes de los dos miembros de una ecuación vectorial son iguales en cual- 
quier dirección. 


Significa que la respuesta no depende de la masa del auto. 


(k) * (alargamiento) da la fuerza igual en magnitud pero opuesta en dirección que 
actúa en los extremos de un resorte en equilibrio. Si las partículas del resorte están 


acelerándose como es generalmente el caso en problemas de dinámica, no hay una +, 


ley sencilla que relacione la fuerza con el alargamiento. Sin embargo, si el resorte es 
muy ligero, de manera que su masa pueda despreciarse (comparada con las masas de 
otros cuerpos del problema), ( iresone, A dm = 0, y las fuerzas sobre el resorte están 
instantáneamente relacionadas justo como si el resorte estuviera en equilibrio. La 
suposición oculta es que la masa del resorte puede despreciarse, 


Se necesita para que el trabajo sea igual al decremento en q; esto es plrlt,)] — plrlt,)). 


T— Y = constante; usamos la Y simplemente para poder decir que la energía. mecá- 
nica es la suma de sus dos partes. 


No; en varios sitios durante el desarrollo hemos tenido que requerir que la masa sea 
constante. 


v/101; v/10 001. 
(a) No; (b) No. 


iichario de Repaso/Capítulo 2 


AA A TA ieai 


¿Verdadero O falso? 


1. 


En un cierto tiempo dado, puede demostrarse que el centro de masa de un cuerpo de- 
formable es un punto único. 


La cantidad de movimiento de cualquier cuerpo (o sistema de cuerpos) en un marco 


J es igual a la masa total por la velocidad del centro de masa en J, aun si J no es 
un marco inercial. 


La Pámera Ley de Euler (EF = LD se aplica a cuerpos deformables, sean estos sólidos, 
líquidos o gaseosos, así como a cuerpos rígidos y partículas. 


Ni las leyes de movimiento ni el marco inercial tienen valor alguno uno sin el otro. 
El centro de masa de un cuerpo # debe ser un punto físico o material de 2. * 


El trabajo efectuado por un resorte lineal depende de las trayectorias recorridas por 
sus ¡puntos extremos entre las posiciones inicial y final. 


El trabajo realizado por la fuerza de fricción sobre un bloque que desliza sobre un pla- 
no fijo depende de la trayectoria: del bloque. 


El trabajo realizado por la gravedad sobre un cuerpo ¿3 depende de los desplazamien- 
tos laterales y verticales del centro de masa de #8 


A 
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9; 


10. 


11. 


12. 


13. 


Puesto que ningún trabajo externo fue efectuado sobre los dos cuerpos del Ejem- 
plo 2.15 durante el impacto, su energia cinética total es la misma antes y después de 
la colisión. i 


Para todo cuerpo de densidad constante, el centroide del volumen y el centro de masa 
coinciden. 


Al estudiar el movimiento de la Tierra alrededor del Sol, es aceptable tratar al planeta 
como una partícula; sin embargo, al estudiar la rotación diaria de la Tierra alrededor 
de su eje no tendría sentido considerarla como una partícula. 


Las fuerzas externas que actúan sobre un cuerpo 43 y cuya resultante es F, deben te- 
ner, cada una, una línea de acción que pase a través del centro de masa de 3 para 
que se cumpla la Primera Ley de Euler. 


La Segunda Ley de Euler puede tomar la forma ZM” = Ëp independientemente -del 
movimiento del punto P en el marco inercial. 


Respuestas: 1 V; 2 V; 3V; 4 V; 5 F; 6 F;7 V; 8 F; 9 F; 10 V; 11 V; 12 F; 13 F; 


lo 


Capítulo 


Cinemática de un cuerpo 
rígido en movimiento 
plano. 


3.1 
3.2 


3.3 
3.4 


3.5 


3.6 
3.7 


3.8 


Introducción. 

Relación entre la velocidad lineal y la velocidad angular para 
dos puntos del mismo cuerpo rígido. 

Traslación. 

Centro instantáneo de velocidad nula. 

Relación entré la aceleración lineal y la aceleración angular para 
dos puntos del mismo cuerpo rígido. 

Rodamiento. 

Relación entre las velocidades de un punto con respecto a dos 


„marcos de referencia diferentes. 


Relación entre las aceleraciones de un punto con respecto a dos 
marcos de referencia diferentes. 
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3.1 


IntroducCİÓN =m 


En este capítulo nuestros objetivos son desarrollar las relaciones entre velocidades, acelera- 
ciones, velocidad angular y aceleración angular cuando un cuerpo rígido Æ se mueve con 
movimiento plano en un marco de referencia J. Sin embargo, antes de proceder a ello, expli- 
caremos primero con precisión.qué se entiende por los términos cuerpo rígido, movimiento 
plano, plano de referencia y algunos otros conceptos que necesitaremos en éste y en los si- 
guientes capítulos. i ; , i: 

Un cuerpo rígido es aquel en el que la distancia entre toda pareja de puntos pertenecien- 
tes al cuerpo permanece constante durante el movimiento.* Por supuesto, no existe un cuer- 
po verdaderamente rigido (ya que todos los cuerpos se deforman en alguna medida); sin 
embargo, las deformaciones de muchos cuerpos son suficientemente pequeñas durante sus 
movimientos, lo que permite que sean tratados con buenos resultados como si fueran rígidos. 

El movimiento plano se trata en este libro como un movimiento en el plano xy (fijo en 

3 ) o en planos paralelos a él. Sea P un punto cuyas coordenadas son (Xp, Y pZ p). Decir que 
P tiene movimiento plano significa que permanece en el plano z = Zp durante todo su movi- 
miento. Extendiendo esta definición, decimos que un cuerpo rígido tiene movimiento plano 
siempre que todos sus puntos permanezcan en los mismos planos (paralelos a xy) en que se 
encontraban al inicio del movimiento. ` 


Pregunta 3.1 ¿Cuántos puntos, como mínimo, de un cuerpo rígido deben estar en movi- 
miento plano para garantizar que todos se hallan en tal condición? 


Un tercer concepto de la cinemática del cuerpo rígido que necesitamos entender es el de 
cuerpo extendido, llamado también extensión rígida del cuerpo. Esta noción, mencionada bre- 
vemente en el Capítulo 1, dice que algunas veces necesitamos imaginar puntos (que no son 
puntos materiales o físicos de Æ que se mueven con Æ como si de hecho estuvieran unidos 
a él. Un ejemplo serían los puntos sobre el eje geométrico de un tubo, que se encuentran en 
el espacio interior del tubo y se mueven rígidamente con él. Imaginaremos un “extensión 
rígida” del cuerpo que incluya a tales puntos siempre que convenga hacerlo así. Nótese que 
cualquier punto Q puede considerarse como un punto de cualquier cuerpo 43 extendido, siem- 
pre que Q se mueva con Æ como si estuviese unido rígidamente a él. 

Con estos tres conceptos en mente estamos ahora preparados para definir el plano de re- 
ferencia. Hay que darnos cuenta primero que estamos frente al problema de determinar dón- 


de se encuentran todos los puntos de un cuerpo en función del tiempo ¢. Esa localización de i 


los puntos (x(t), y(£)) tomaría un tiempo muy grande si tuviésemos que hacerla para cada uno 
de los muchos puntos de B . Afortunadamente, para un cuerpo rígido en movimiento plano, 
si conocemos la localización de todos sus puntos en un plano de Y (al que llamaremos pla- 
no de referencia), entonces automáticamente conocemos la localización de todos sus demás 
puntos en todos los demás planos. La razón para esto es como sigue. Para cada punto B de 
B que no se encuentra en el plano de referencia, existe un “punto compañero” de 4% en 
el plano de referencia (punto A en la Fig. 3.1) que tiene las mismas coordenadas (x, y) al prin- 
cipio del movimiento. Se-infiere entonces que las coordenadas (x, y) de A y B concuerdan 
siempre durante todo el movimiento de 4. 


A +4 o —K—K— 


Pregunta 3.2 ¿Por qué es x4 =Xp Y Y4 = Yp Conforme pasa el tiempo? 


c ++ __ u=-_== a -<-:-(/  —K<K— 


1 
*Ya encontramos este concepto en el Capítulo 1, donde se vio que equivale al concepto de marco de referencia. 
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xy = Plano de referencia 


f JA =Y, 
E 4 


aio 


¿Eje de simetría de # 


Za Cuerpo rígido en movimiento plano 
paralelo al plano xy il 

(Los ejes x, y, z estan 
anclados en el marco 


de referencia 


y El cuerpo ¿3 en la Fig. 3.1 es una polea cónica que gira alrededor de su eje de simetría. 
Nótese que un cuerpo como éste, con diámetro variable de sus secciones transversales no tiene ` 
que tener sección transversal constante para hallarse en movimiento plano. 

El plano de referencia es entonces un concepto muy importante pues permite estudiar 
el movimiento de un cuerpo entero considerando sólo aquellos puntos del mismo que se encuen- 
tran en este plano. Decimos que “conocemos el movimiento” de £ , cuando conocemos la 
posición de todos sus puntos en todo momento. Ya hemos reducido esta tarea a conocer 
la posición de los puntos en el plano de referencia. Pero, de hecho, si conocemos la posición 
de Justamente dos puntos (digamos P, y P,) del plano de referencia, entonces conocemos la 
posición de todos los puntos de ese plano y, por ende, de todo el cuerpo. Esto se debe a que 

. cada punto del plano de referencia debe mantener la misma posición relativa a los puntos P 
y P,. Esta idea se ilustra en la Fig. 3.2. Nótese en la figura que si P, y P, están darrectámen: 
te localizados con respecto al marco de referencia 9 , todos los otros puntos de /3 estarán 
necesariamente en sus posiciones correctas. 


€ _Q A A E A A E 


Pregunta 3.3 ¿Basta conocer la posición de dos puntos para conocer el movimiento gene- 
ral (tridimensional) de un cuerpo? 


aS tog (Xs, y. 
p? 2, y” qe 
: pe 


Posición de # 


Marcado de referencia 


F igura 3.2 


132 Capítulo 3 Cinemática de un cuerpo rígido en movimiento plano 


3.2 Relación entre la velocidad lineal y velocidad angular 133 


Linea fija en £.. (b) Un cono que rueda sobre una mesa. (c) Una moneda en rotación sobre 


(d) Una lata que rueda hacia ab j 
base fija Na 
Ñ FR ll s 


en un plano inclinado. * 
TON el dl 


a 4i al A y 
i 4e RS 
: ON) 
Posición de # B 
: | Ss i 
xX 
/ (e) Dos engranes cónicos 4 y A 
Marco de referencia conectados, 
K E 

Figura 3.3 


(NM) La cruceta (sombreada) de una 


En vez de conocer la posición de dos puntos del cuerpn, (X,, yı) de P, y (X,, y») de P,, junta universal. 


podemos alternativamente localizar al cuerpo si conocemos sólo un punto, P,, más el ángulo 
de orientación O (respecto a un eje que pase por P, y sea paralelo a Z); ver la Fig. 3.3. 


Pregunta 3.4 Se requieren cuatro variables (X,, Yı» X2, Y) para conocer la posición de dos 


puntos, mientras que para un punto y el ángulo sólo tres: (X,, Yı» 0,). ¿Por qué es diferente 
el número de variables? 


3.2 Dé tres ejemplos de movimiento plano distintos a los 


del problema anterior. Luego de tres ejemplos.de movimiento 
no plano. 


Sea xy.el plano de referencia. De la Fig. 3.1 se ve que 


toa = Xal + ya) l P : (3.1) 


Esta ecuación puede derivarse y obtener 


A PARA 3.2 Relación entre la velocidad lineal y la velocidad angular para dos 
Ya = Xx 44 + Ya) = Xp + Jo) = Va (3.2) puntos del mismo cuerpo rígido e 
a 
aa = X al + Ya) = Xei + Yp) = ap (3.3) 


En'estas ecuaciones hemos tomado en cuenta que Xp = Xy, Yg = Y4 Y QUe Zg = constante. . 


Las Ecs. (3.2) y (3.3) muestran claramente que si describimos completamente las velocidades 
y aceleraciones en un plano de referencia, entonces las conocemos para todos los puntos del 


En esta sección deduciremos una relación muy útil entre las velocidades en J de dos puntos 
cualesquiera en el plano de referencia de un cuerpo rígido /? en movimiento plano y el vector 
de velocidad angular de /9 en J. Sean P y Q esos dos puntos de ¿3 


; y ancleņmos los ejes 
œ% y, z) en el marco de referencia J , como se muestra en la Fig. 3.4 


cuerpo. Esto permite centrarnos en un plano del cuerpo en este capítulo y en la mayor parte 
de los dos siguientes. 


Problemas/Sección 3.1. 


3.1 ¿Cuáles cuerpos 43 en las figuras están en movímien- 
to plano en el marco Y ? 


(a) Un pavo en un rostizador. 


Figura 3.4 
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Aun cuando Æ se mueva con respecto al marco de referencia J,el plano xy de J siem- 
pre contiene a los puntos de interés P y Q de 45. Un buen ejemplo se encuentra en el salón 
de clases; sea Æ el borrador del pizarrón. Si el pizarrón es el marco de referencia J (enton- 
ces xy y están fijos en el plano del pizarrón), el borrador queda sometido a movimiento plano 
siempre que el profesor borra el pizarrón. Los puntos P y Q son dos cualesquiera de la super- 
ficie del borrador en contacto con el pizarrón. Nótese como todo punto del borrador perma- 
nece a la misma distancia z del tablero (en donde z = 0) durante el borrado. El borrador no 


se encuentra en movimiento plano al separarse de la superficie del pizarrón y sus puntos se . 


mueven con componente, z de la velocidad. 

Nótese, en la Fig. 3.4 que û es un vector unitario dirigido siempre de P a Q, tal que 
TpQ = Fpg û, en donde rpg es la distancia PO (o sea la magnitud del vector rpg). Adviértase 
además que la orientación (rotación o desplazamiento angular) del cuerpo está descrita por el 
ángulo 0 , medido entre cualquier recta fija en el marco de referencia Y (usaremos aquí 
el eje x), y cualquier recta fija en el cuerpo (por el momento usaremos el segmento de P a Q). 

Estamos ahora listos para establecer la relación entre la velocidad lineal y la velocidad 
angular para cuerpos rígidos. En la Fig. 3.4 se ve que 


Too = Tor + Ipo ; ; (3.4) 
Al derivar esta ecuación en el marco J se obtiene 
Fog = Lor + ipo 


Los dos. primeros vectores en esta ecuación son las velocidades de P y Q (en J, donde O 
está fijo), por lo que se puede escribir 


Yo = Ve + iro (3.5) 


En la obtención de la Ec. (3.5), todas las derivadas se efectuaron en J por lo que no 
es necesario escribir Vojg. 

Para tener a pg, como un vector que podamos utilizar, se expresa a Fpg Como una 
magnitud multiplicada por un vector unitario. Con ayuda de la Fig. 3.4 obtenemos 


Ipo = Ipoû = Epp[cos 0í + sen 05) PTE (3.6) 
Derivando esta expresión como en la Sección 1.6 se tendrá: 
iro = rp00|—sen 0 + cos 05) = rpo0k x. (cos 01 +- sen 0)* 
= rpo0k x íi =Ó0k x Ipgú 
Se tiene así la expresión útil pp: 


iro = ÒR x 1o 6n 


Pregunta 3.5 En el desarrollo anterior, ¿por qué es po = O? 


Sustituyendo la Ec. (3.7) en la Ec. (3.5) se obtiene 


Vo = Vp + Ôk x "ro . (3.8) 


*En este libro, Î, j,'k constituyen un sistema derecho, o sea que Î x j ="k. 
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3 


Figura 3.5 


expresión que relaciona las velocidades (lineales) de los puntos P y Q e introduce la velocidad 


angular de Æ en el marco de referencia J. La-letra griega omega se usa generalmente para 
designar a este vector: 


Op = ôk (3.9) 


Cuando no haya confusión posible acerca del cuerpo y del marco de referencia que se 
estén tratando, pueden cancelarse los subíndices y escribir simplemente w,y También en al- 
gunos libros se acostumbra expresar (ww. como wk en vez de Ok; esta última notación nos 
recuerda que en el movimiento peno, la velocidad angular es proporcional a la derivada res- 
pecto al tiempo de un ángulo *; aquí usaremos las dos formas de notación. ` 

La magnitud |6| (o bien |w| u [œ| ) de la velocidad angular se denomina a veces rapidez 
angular de ¿3 enel marco de referencia J. Nótese que Ê lo œ) puede ser negativa. Nótese 
además que ni el vector velocidad angular ni la Ec. (3.8) dependen del segmento de recta fijo 
en el cuerpo (como el PQ escogido para medir 6). La prueba de esta aseveración no es difícil 
y se planteará luego como un ejercicio. . 

Adviértase que si el ángulo de orientación fuese elegido como se muestra en la Fig. 3.5, 
entonces la velocidad angular estará dada por 


w = ọl-k) = -pk 


El vector de velocidad angular está dirigido siempre en la dirección dada por el pulgar 
de la mano derecha al doblar los dedos en la dirección de rotación del cuerpo. Con referencia 
a las Figs. (3.4) y (3.5), p = -y 


= Ók = —ọk 


y está dirigido 'hacia afuera de la página si el cuerpo gira en sentido antihorario, y hacia 
adentro si lo hace en sentido horario. 


Tenemos así el resultado de que el vector velocidad angular es una propiedad de todo 
el cuerpo Æ y no una propiedad de sus puntos individuales. Recuerde: 


1. Un punto tiene posición, velocidad y aceleración. . 
2: Un cuerpo tiene orientación, velocidad angular y aceleración angular *. 


«Recuerde también que un punto no tiene orientación, w ni æ t, y un cuerpo de tamaño 


finito no tiene F, V ni a únicas. 


* Para un movimiento general (tridimensional) no existe una. Simple relación como åk entre velocidad angular 
y orientación del cuerpo. 


* *En la Sección 3.5 se discute la aceleración angular |æ}, que es la derivada de la velocidad angular. 
t Si tratamos la partícula como lo suficientemente pequeña para no tener que distinguir entre las posiciones de 
sus puntos, debemos considerar que posee r, V y a, pero no w ni a. 
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Enfatizaremos esas diferencias en las propiedades de puntos y cuerpos de la manera si- 
guiente: los puntos se denotarán por letras mayúsculas tipo imprenta y los cuerpos por letras 
mayúsculas tipo manuscrito. Por ejemplo, P, A y B denotan puntos; /P,_4 y 8 denotan cuerpos. 

En los ejemplos que siguen, las tres reglas siguientes deben observarse sin excepción: 


3. Este vector se extiende desde el punto P en 
.este segundo miembro de la. ecuación. hasta el 
punto Q en el otro miembro (el primero). 


Vo = Vp + Ok X rpo s (3.10) 
l. Estos dos) , i 2. Este es el vector 

puntos están velocidad angular 

sobre el mismo de 8. 

cuerpo rígido 4% 


Es también útil al usar la Ec. (3.8) el diagrama cinemático presentado en la Fig. 3.6. La 
+ velocidad de Q, Ec. (3.8), es la suma de los dos vectores de la Fig. 3.6 (ver la Fig. 3.7). Nótese 
que según sean los tamaños relativos de vp y r po, la velocidad vo puede encontrarse en 
* cualquier lado de la recta PO, o incluso a lo largo de ella. Adviértase además que la diferencia 
entre las velocidades de Q y P, o sea vo — Yp, es simplemente ĝk x Fpo» Esto significa que 
el único modo en que las velocidades de dos puntos de un cuerpo rígido £? en movimiento 
en el marco 3 pueden diferir es a través del término rw normal a la recta que los une. Vol- 
veremos a estudiar este concepto después de los tres primeros ejemplos de esta sección. 
Incidentalmente, algunos libros describen vo -— vp como “'la velocidad del punto Q re- 
lativa al punto P”. Mencionamos esto sólo como una explicación; nuestra definición de vp 
en la Sección 1.3 muestra que los puntos tienen velocidades relativas a marcos, no relativas 
a otros puntos. Si uno usa la frase “la velocidad del punto Q relativa al punto P”, esto quiere 
decir la velocidad de Q en un marco en el que P está fijo y se traslada relativamente a J.* 
En cáda uno de los ejemplos que siguen, cáptese la importancia de seleccionar y represen- 
tar los vectores unitarios usados en la solución. También, en cada uno de los tres primeros 
ejemplos, preste mucha atención a la manera en que se expresa la velocidad de un punto 
(digamos B) si la tangente a su trayectoria se conoce; de acuerdo con la Sección 1.7, Vp Se 
expresa como un simple escalar desconocido (cuyo valor absoluto es la rapidez de B) multipli- 
cado por un vector unitario a lo largo de la tangente conocida. 


i Q 
y 
r4 
Figura 3.6 Figura 3.7 


* “Se traslada” significa que el marco de referencia se mueve en 7 sin girar. La traslación se discute con mayor 
detalle en la Sección 3.3. 


Ejemplo 3.1 
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Una escalera de 30 pie de longitud está resbalando en la posición mos- 
trada en el diagrama; el punto 7 desciende sobre la pared con una 
velocidad de 2 pie/s. Determinar la velocidad del punto B que desliza 
sobre el suelo. 


Solución 
Por medio de la Ec. (3.8) relacionamos vy y vg: 
Va = Wr + Òk x Tro 


Como vg no tiene componente Î y v, No tiene componente Î, es- 
cribimos: j 


bj 7 Ai E 135 
Vi = —2j + Ok x so(71 - 5) 


3. e 
(so) + (2 + 150)j pie/s 


Igualando los coeficientes de Î se tiene: 


x , .2 
0 = —2 + 150 = 0 [o bien œ) = p 0.133 rad/s: 


Igualando los coeficientes’ de Î se tiene: 
> 2 
vs = 15/30 = s/3(2) = 3.46 pie/s 


Por tanto la velocidad de B es vg = 3.46î pie/s (o 3.46 > pie/s). 


Nótese que un indicador de dirección debe adscribirse a O para 
especificar correctamente el vector velocidad angular de la escalera: 


w = OK = 0.133k rad/s 
o alternativamente 


w = 0.133 5 rad/s 


Véase que las direcciones de vz ( >) y de w( 5 ) son congruentes. 
Estas comprobaciones visuales de las soluciones deben efectuarse 
siempre que sea posible. 
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Ejemplo 3.2 


En el instante mostrado en el diagrama, la velocidad del punto A es 
de 0.2 m/s hacia la derecha. Encuentre la velocidad angular de la 
barra 8 y determine la velocidad de su otro extremo (punto B), que 
debe moverse en la ranura circular. 


Solución 
7 


Escribimos la Ec. (3.8) para los puntos A y B de la barra: 


A 
va = Va + ÓK x 14n 3 


Como la velocidad de B tiene dirección conocida (tangente a su tra- 
yectoria), escribimos vg como un escalar desconocido multiplicado 
por un vector unitario en esta dirección: 


mo 


6 Es 5) = 0.2 + Ók x (0.31 + 0.4) 


1/2 


Las ecuaciones para las componentes son 


m PoR . 
Coeficientes de i: 3)" = 0.2 — 0.40 (1) 
i (i á 
3 f 
~ l T 
Coeficientes de j: (z) = 0.30 (2) 


Resolviendo las Ecs. (1) y (2) se obtiene 


| Vp = 0.121 m/s Å = 0.286 rad/s 
Por consiguiente las respuestas son (¡Vectores es lo que se pide!) 
vr = 0.121. 41 m/s Y  w=0.286 » rad/s 
1 


o equivalentemente, 


va = 0.0856î + 0.0856] m/s ÒÈ = w = 0.286k rad/s 


En el ejemplo siguiente, dos cuerpos tienen velocidad angular; tendremos que usar subíndices 


en los simbol y ; de velocidad angular (w o `. Denotaremos la velocidad angular de w, con 
(o 0,k) 43,  «,con (o 0,k) la velocidad angular de £,. 


V3*—=4%= 12,4 
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La manivela  ¿% mostrada en el diagrama gira alrededor de un eje 
horizontal z, que pasa por su extremo articulado O, con una veloci- 
dad angular de 10 rad/s en sentido horario, en el instante indicado. 
Calcular la velocidad del pasador B del pistón. 


Solución 


Aplicamos la Ec. (3.8) primero para relacionar las velocidades 
de A y O sobre el cuerpo Æ, y luego para relacionar vp a va sobre 
la barra 4%. Nótese que A es un.punto común de 8, y Lea 
Sobre el cuerpo 43: ' 


Va = Vo + wk X roa 
0 + (—10K) x (—3 + 45) 
= 401 + 30] plg /s 
Sobre el cuerpo Ba: 
Vs = v4 + œk x YaB 
y usando el teorema de Pitágoras (Ver la figura) 
Va = (401 + 305) + œk x [12.4î — 45) 


Ahora el punto B está restringido a moverse sólo horizontalmente. 
Por ello: 


Vai = [40 + 4w Î + [30 + 12.4c,)j 


Igualando los coeficientes de Î: 
Va = 40 + 40, 
Igualando los coeficientes de j: 
0 = 30 + 12.4o, 
w, = —2.42 rad/s 
Por lo tanto, 
w, = 2.42 e rad/s 


Sustituyendo un en (1), obtenemos vg = 30.3 plg/s y Vg = 30.3 Î plg/s 
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3.2 Relación entre la velocidad lineal y velocidad anguíar' 141 
En los tres ejemplos precedentes enfatizamos que es absolutamente esencial incorporar f 
correctamente las restricciones cinemáticas impuestas por ranuras, paredes, pisos, etc. 
Es a menudo útil, en el estudio de la cinemática de cuerpos rígidos, hacer uso del siguien- 
te resultado que es un corolario de la Ec. (3.8): 


Corolario: Si P y O son dos puntos de un cuerpo rígido, deben ser iguales sus componentes 
de velocidad a lo largo de la recta que los une. 


¡5 
Intuitivamente vemos que la diferencia entre esas componentes es la tasa de alargamiento 
del segmento PQ y éste debe anularse. También hemos visto que vọo y Yp difieren sólo en el 
término Ok X rpg que es normal a la linea PQ que une a los puntos. Matemáticamente pode- l 
mos ver esto enseguida multiplicando escalarmente la Ec. (3.8) por el vector unitario paralelo Solución 
A Fpg» que es rpo/rpo* > y 
Sobre el cuerpo 43: 
To Tro sa Ipo : ; 
— yy = —= > vp + [Ok x rpo) : — 3.11 ) 7 
ma a l rol Ipo iit Va = V4 + 01k X Ep 
— __ —— i = 7) H 7 e 
componente componente cero (ya que Ik x rpo 2i + ok x [0.241 + 0.105) 
de w a lo de vp a lo e es L rpo) ea A A i P 
largo de PQ largo de PQ | [-2 — 0. loli + (0.24w,]j m/s f (1) 
` De modo que, si conocemos la velocidad de un punto del cuerpo, podemos determinar À | j Sobre el cuerpo 4: 
cualquier otra usando la Ec. (3.11), sin implicar a la velocidad angular. Por ejemplo, en el . $ 
Ejemplo 3.2 el vector unitario r¿p/r,g es simplemente (3i + 4))/5 y multiplicándolo escalar- | Va = Ye + œk X rcg 
mente por.la ecuación = 3 + œk x |—0.08î + 0.065) 
í + ¡ s a a z i =j î T î 
Va Ari = 0.2i + wk x (0.31 + 0.43) l [—0.06c,]Í + [3 — 0.0800)j m/s (2) 
2 | y 


Igualando las dos expresiones vectoriales para vp obtenemos: 


del referido ejemplo se obtiene i : i 23 " 
jemp. . Coeficientes dei: —2 — 0.lw, = — 0.060, 


3) + AN 3 ' i 
vo (1) + 4( , = 210.2) = 0.120 Coeficientes dej: 0.24w, = 3 — 0.084, 
5/2 5 


o bien Resolviendo las dos ecuaciones, 


Vs = 0.121 = v = 0.121 Á m/s (igual que antes) | l w, = 0.893 Y —— œ, = 34.8 rad/s 
, | TEE Se sigue de la Ec. (1) que 
Se ve que el álgebra es más simple; hemos trabajado con sólo una ecuación con una incógnita | i y 
en vez de dos con dos. | Ya = —2.09% + 0.214] m/s 


Volvemos ahora a la formulación vectorial (Ec. (3.8)) en los dos ejemplos finales de 
esta sección. 


y el mismo resultado se obtiene de (2) como comprobación. 


Ejemp lo 3.4 Pregunta 3.6 Si las velocidades de 4 y C son 2 — m/s y de 3 


Í m/s para un cierto intervalo de tiempo, y no sólo para el instante 
En el mecanismo mostrado en el diagrama, las velocidades de A y ' mostrado, ¿sería diferente la solución para (a) el mismo instante, y 


C son i (b) algún otro instante? 
APA AE 


v = 2 e m/s 


vw=3fm/s . r Ejemplo 3.5 


en el instante dado. Obtener la velocidad del punto B en el mismo 


El extremo B de la barra 4 se desplaza hacia arriba sobre la mitad 
instante. 7 ; 


derecha de la rampa parabólica con rapidez constante de 0.3 m/s. 
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Hallar la velocidad angular de B y la velocidad del punto A que se 
| encuentra en el origen en el instante mostrado. 


| Solución 


Usamos la Ec. (3.8) para relacionar vp con v4: 


Va = Vy + 0 X Tip (1 
| Usamos ahora la Ec. (1.41) para expresar Vp: 
Vs = 58, = 0.38, 


Para obtener la tangente unitaria ê, para el punto B, usamos el dia- 
grama anexo, notando que ê, es siempre tangente a la parábola: 


$= an= (Z) = tan”! 2 = 63.4° 


Por lo tanto, para el punto B: 
PQ 


"8, = cos pi + sen q) 


: = 0,4481 + 0.8945 
De manera que 


vp = 0.3é, = 0.1341 + 0.268] m/s 


Ya que el punto A tiene igualmente una velocidad tangente a su tra- 
yectoria, podemos escribir 


va = Vai 
y entonces la Ec. (1) da 


0.1341 + 0.2685 = v,i + Ok x (2 + 2 


Agrupando los coeficientes de Í y 5, tenemos 


Coeficientes de Î: 0.268 = 20 = Ò = 0.134 rad/s 
de modo que f 
w = Òk = 0.134k rad/s or'0.134 5 rad/s 
Coeficientes dei: 0.134 = ” — 20 
Sustituyendo el valor de Ó y resolviendo se obtiene 
v, = 0.402 m/s 


por lo que 


Y = 0.402 m/s 


Las aplicaciones de la Ec. (3.8) a cuerpos rodantes se presentan en la Sección 3.6 después 
de estudiar en detalle el tema de rodamiento. 
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3.3 La velocidad angular de la barra doblada está indicada 
en la Fig. P3.3. Hallar la velocidad del punto extremo B en 
esa posición, 


0.5m 


Figura P3.3 


3.4 Las velocidades de los dos puntos extremos A y B de 
una barra rígida se muestran en la'Fig. 3.4, Hallar la veloci- 
dad del punto medio de la barra en esa posición. 


VA = 4 pie/s 
ACE 
= redka pie 
Va = 12 pie/s 
Figura P3.4 


3.5 Siv¿ = 801 plg/s, encuentre W, y %3. Ver la Fig. P3. 5. 


O pie». 


Figura P3.5 


3.6 En un cierto instante las coordenadas de dos puntos A 
y B de un cuerpo rígido ¿2 en movimiento plano son como 
se indica en la Fig. P3.6. El punto A tiene una va = 2îm/s 
y la velocidad de B es vertical. Determine Vp y la velocidad 
angular de 8. g 


Problem asl Sección 3.2 


E 


3 | marco de referencia) 


Figura P3.6 


3.7 -3.11 En los siguientes cinco problemas relativos a ““me- 
canismos de cuatro barras” (la cuarta barra en cada caso es 
la longitud rígida de suelo entre las articulaciones rigidas) 
se indica la velocidad angular de una de ellas. Determine las 
velocidades angulares de las otras dos barras. 


25 cm 


3 rad/s 


8 cm y 


Figura P3.7 


Figura P3.8 
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l cm 


Figura P3.9 


Ka (5 cm) 


5 rad/s 


2, (6 cm) 


R (8 cm) 


Figura P3.10 


Figura P3.11 


3.12 La placa triangular equilátera Æ, mostrada en la 
Fig. P3.12 tiene tres lados, cada uno de 0.3 m de longitud. 
La barra /3, tiene una velocidad angular w, = 2 rad/s con 
sentido antihorario y está articulada a ¿5 en A. El cuerpo 
d, también está articulado a un bloque en B, que se mueve 
en la guía indicada. En el instante mostrado encuentre la 
velocidad angular de 8. 


3.13 La manivela Æ, mostrada en la Fig. P3.13 gira en 
sentido antihorario con rapidez constante de 1 rad/s. La barra 

B, está articulada a 3, en A y a un rodillo en B que se 
mueve en una ranura circular, Determine la velocidad de B 
y la velocidad angular de 43, en el instante indicado. 


Figura P3.12 


Figura P3.13 


3.14 La rueda mostrada en la Fig. P3.14 gira y se desliza 
de forma tal que su velocidad angular es de 2 rad/s p , mien- 
tras que la velocidad de su centro C es de 0.3 m/s hacia la 
izquierda. Determine la velocidad del punto A. 


Figura P3.14 


3.15 Para la configuración mostrada en la Fig. P3.15 en- 
cuentre la velocidad del punto P sobre el disco 43. 


3.16 La velocidad del bloque 4, en la Fig. P3.16 tiene el 
valor mostrado. Encuentre la velocidad angular de la barra 

B_y determine la velocidad del pasador A del bloque 43, 
cuando 0 = 60°. 
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Figura P3.15 


Figura P3.16 


3.17 Larueda Æ, (Fig. P3.17) gira y desliza de modo que 

su velocidad angular es de 2 > rad/s, mientras que la velo- 

cidad de C es de 0.4 m/s hacia la izquierda. Determine la 

velocidad del punto B que deliza sobre el plano. La barra 
B, está articulada a ¿4% en D. 


Figura P3.17 


3.18 El punto A de la barra resbala a lo largo del plano 
inclinado (Fig. P3.18), mientras que el otro extremo, B, 


Y 


resbala sobre el plano horizontal. En la posición indicada, 
w = 0.5 R rad/s. Encuentre la velocidad del punto medio 
de la barra en este instante, 


Figura P3.18 


3.19 La rueda Æ, en la Fig. P3.19 tiene una velocidad 
angular antihoraria de 6 rad/s. ¿Cuál es la velocidad del pun- 
to B en el instante mostrado? 


Figura P3.19 


3.20 El bloque 4, en la Fig. P3.20, que resbala en una ra- 

nura vertical, está articulado a las barras Bı y By en A. 
Los otros extremos de 4% y ¿By están articulados a bloques 
que deslizan en ranuras horizontales. El bloque 4, se tras- 
lada hacia la izquierda con velocidad constante de 0.2 m/s. 
Encuentre la velocidad de B: (a) en el instante dado, (b) cuan- 
do C está en el punto D, y (c) cuando C está en el punto È. 


E0=-0.15m=>e D 


Figura P3.20 


3.21 Los cuatro eslabones mostrados en la Fig. P3.21 tie- 
nen 0.4 m de longitud cada uno, y dos de sus velocidades 
angulares se indican. Encuentre la velocidad del punto C y 


, 
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determine las velocidades angulares de 8, y Æ, en el ins- 
tante indicado. 


3 rad/s 


Figura P3.21 


3.22 En el mecanismo indicado en la Fig. P3.22 el cas- 
quillo corredizo Æ, está conectado a la, barra pivoteada 
B, por medio de la barra B. de 15 cm, En cierto inter- 
valo del movimiento de 4, el ángulo 0 varía según la 
función Q = 0.02 1? rad comenzando en t = O con £, y 
B, horizontales. Encúentre la velocidad del pasador S y las 
velocidades angulares de 4%, y 8%, cuando 0 = 30°. El 
tiempo se mide en segundos. . 


*” 3.23 Obtenga la velocidad del punto B de la barra si el 
extremo A tiene velocidad constante de 2 m/s hacia la dere- 
cha, según muestra la Fig. P3.23, Los rodillos son peque- 
ños. Compare el uso de la Ec. (3118) con el procedimiento 
usado para resolver el Problema 1.63. * 


3.24 El bloque Æ, en la Fig. P3.24 se mueve hacia la de- 
recha según la fórmula 


= 0,2 + 0.02tm 


(t en segundos) 


Figura P3.22 


Figura P3.23 


*Los asteriscos señalzn los problemas más difíciles. 


Determine la velocidad angular de la barra 43, cuando x 
= 0.3 m. 


Figura P3.24 


* 3.25. El bloque Æ, tiene una posición controlada en la guía 
dada por y = y/120 sen (1:1/0) plg para O < t < 10s 
(Fig. P3.25). El tiempo es £ = 0 en la posición indicada. En- 
cuentre las velocidades angulares de la barra y de la rueda 
en (a)r = Os y en (b) t = 


Te 


pos 


Figura P3.25 


3.26 La manivela Æ, del mecanismo mostrado en la 
Fig. P3.26 tiene una velocidad angular constante 0. En- 
cuentre la ecuación para la velocidad angular ġ de la barra 
B, en función de r, /, 0 y 0.. 


Figura P3.26 


3.27 En el problema anterior grafique $/0 en función de 
0 desde Y = 0 hasta 27 paraf/r = 1,2 y 5. 


3.28 Con referencia a la Sección 3.2 muestre que ni el vec- 
tor velocidad angular ni la Ec. (3.8) dependen de qué seg- 
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mento fijo en el cuerpo (tal como el PQ) se use para medir - 
0. Use otros dos puntos P’ y Q' y su ángulo Q como se 
sugiere en la Fig. P3.28 para su demostración. 


* 3.29 La barra 48, comienza a moverse en 0 = 0 (Fig. P3.29) 
girando con velocidad angular constante 0 = 0.2 rad/s. La 
cuerda está unida 'al extremo de Æ, y pasa sobre una polea; * 
el otro extremo de la cuerda está unido a la pesa ¿, en el 
punto B. Observe que Æ; se mueve hacia abajo hasta 0 = 90% 
y luego asciende. Escriba una ecuación que dé la velocidad 
del punto B como función de Ô para n > 0:> 1/2. 
Sugerencia: Use trigonometría para expresar y en función 
de Q ylalongitud L de la cuerda. Luego derive, 


alt) i 


Antes (tiempo £ = 1,) 


xy 


* 3.30 Repita el problema anterior usando la Ec. (3.8) para 
obtener v4; luego resuelva v4 en dos componentes: a una 
a lo largo de PA igual a la magnitud de vg otra normal a 
PA que no afecta a B. (Estas podrian llamarse componentes 
de alargamiento y oscilación, respectivamente.) 


Aún B 


AN 


1 

i 

| 
p 
0 
12 m L el 


3 i 


Figura P3.29 


l 
| 
[Sm 
| 
| 


Después (tiempo 1 = f) 


Figura P3.28 


3.3 Traslación xAKAKAKAKAKAA—aá—£—£—_—_—— ——————_———_———_ 


Cuando un cuerpo rígido Æ se mueve durante un cierto intervalo de tiempo en forma tal 
que su vector velocidad angular permanece idénticamente igual a cero, se dice que el cuerpo 
está en traslación o que en un estado de movimiento traslacional en ese intervalo. De la 
Ec. (3.8) vemos que para la traslación 


Vo = Vp (3.12) 


Esto es, todos los puntos del cuerpo tienen el mismo vector velocidad. Derivando la Ec, (3.12) 
vemos que las aceleraciones de todos los puntos de 4/3 son también iguales durante la trasla- 
ción. Nótese que si Óó=0 sólo en un instante (o sea, para un valor único del tiempo en vez 
de para un intervalo), entonces:todos los puntos del cuerpo tienen iguales velpeidiades en ese 
instante pero no tienen necesariamente iguales aceleraciones. 


aa 
Pregunta 3.7 ¿Por qué es esto así? 


K——_—_—_—_—_________________________—___——________———___—__—_  _—_—— _________—_—— ___— 
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(a) (bh) 
Figura 3.8 Ejemplos de traslación. 


La traslación puede ser 


1. Rectilínea: cada punto de /. se mueve a lo largo de úna trayectoria recta en 3. 
2. Curvilínea: cada punto de /% se mueve según una trayectoria curva en 3. 


En la Fig. 3.8 se muestran ejemplos de traslación. La parte (a) muestra una traslación rectilí- 
nea: el cuerpo /3 está obligado a moverse en una ranura recta. La parte (b) muestra una tras- 
lación curvilínea: el cuerpo Æ está restringido por los eslabones idénticos. 

Tal vez un mejor par de ejemplos lo constituye el borrador de pizarrón (Fig. 3.9) que 
usamos antes para explicar el movmiento plano en la Sección 3.2. En la parte (a), el profesor 
mueve el borrador de modo que cada uno de sus puntos permanece sobre una recta; se en- 
cuentra por ello en un estado de traslación rectilínea. En la parte (b) el profesor mueve al 
borrador sobre una curva; pero si la palabra borrador permanece siempre horizontal durante 
el borrado, entonces 0 = 0 y el borrador está en un estado de traslación curvilínea. Aunque 
cada uno de sus puntos se mueve sobre una curva, todas las velocidades (y aceleraciones) son 
iguales en todo momento. Existe una excepción notable a nuestra previa aseveración de que 
“puntos y no cuerpos tienen velocidades y aceleraciones””. En este presente caso de traslación, 
puesto que todos los puntos tienen las mismas v y a, se podría uno referir sin ambigiedad 
a la “velocidad del borrador”. 

No se presentan ejemplos o problemas en esta sección porque los problemas de traslación 
de cuerpos rígidos no requieren ninguna consideración teórica n nueva más allá de la desarrolla- 
da en el Capítulo 1. 

Resumiendo, cuando un cuerpo se traslada (ya sea en forma rectilínea o curvilínea), su 
velocidad angular ók es idénticamente cero y todos sus puntos tienen iguales velocidades (y 
aceleraciones). Si Q = 0 sólo en un instante, entonces todos los puntos del cuerpo tienen la 
misma. velocidad en ese instante pero no necesariamente iguales aceleraciones. 


Figura 3.9 Otros ejemplos de traslación. 


3.4 
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Centro Instantáneo de Velocidad Nula 


Si P es un punto en el plano de referencia con velocidad nula en algún instante, entonces el 
campo de velocidades de es el mismo que si el cuerpo estuviese obligado en ese instante 
a girar alrededor de un eje a través de P, normal al plano de referencia. Tal eje se denomina 
eje instantáneo de rotación y el punto P se llama el centro instantáneo (abreviado D) de velo- 
cidad nula* de . Así, si O es cualquier otro punto de 4%, se tendrá 


0 stà e 
Vo = Yo +0k x 10 = Ok X rDo obien w X roo (3.13) 


y entonces cada punto se mueve con su velocidad perpendicular en la recta que lo une a (De 
Este concepto se ilustra en la Fig. 3.10 para una rueda en rodamiento**, 0) en donde es el 
punto de contacto. 

Se puede demostrar que si un cuerpo ¿$ tiene 0%0 en un instante dado, entonces posee 
un centro instantáneo. 


Preginta 3.8 ¿Por qué no existe un punto Q si 0 es cero? 


Para demostrar ll existencia de O usaremos la Ec. (3.13) en conjunto con la Fig. 3.11. El 
vector vo, siendo igual a œ X rọ Para cualquier punto Dque tenga Va = 0, es por con- 
siguiente normal a œw y a IDO: Sé tienen entonces estos resultados: 


! 4, El vector IDe está en el plano de referencia y es normal a vo. Se halla entonces a 
lo largo de la recta /en la Fig. 3.11. 


2. El punto T) existe (y es único) porque lrOo] debe ser igual a |vo/cw| para que 
Ya = 0 X Igo: 


SO =0) 


Figura 3.10 Centro instantáneo de una Figura 3.11 
rueda en rodamiento. 


Y 


*La frase es redundante pero de uso común; *“centro instantáneo de velocidad” sería tal vez más conciso, y ‘‘cen- 
tro de velocidad” aún más. Sin embargo, **centro instantáneo” es inadecuado debido a la posible confusión con puntos 
de aceleración nula. 


** Rodamiento implica deslizamiento nulo, de acuerdo con la definición adoptada en este libro (véase la Sección 3.6). 
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Se resolverá de nuevo el Ejemplo 3.3 usando centros instantáneos. 
(Vea el diagrama). La manivela Æ, gira alrededor de un eje z 
horizontal que pasa a través de su extremo articulado O, con una ve- 
locidad angular de 10 rad/s con sentido horario en el instante mos- 
trado. Calcular la velocidad del pasador B del pistón. 


Solución 


Va = 


Pregunta 3.9 ¿Por qué está bajo de Q en la Fig. 3.11 en vez de estar a la misma distan- 
cia perọ por arriba de Q? Ñ A a 


Hemos verificado la existencia del centro instantáneo (a menos que = 0), porque sa- 
bemos como localizarlo a partir de cualquier punto arbitrario Q del cuerpo ¿4% Notemos 
nuevamente que la magnitud de la velocidad de cada punto de 4% (¡en el plano de referencia!) 
es igual al producto de. œ y de la distancia al punto desde O. i 

Con el paso del tiempo, O puede llegar a ser diferentes puntos físicos de ¿3 (como 
en el ejemplo de la rueda en rodamiento). De hecho, la única ocasión en que esto no pasa 
es cuando el cuerpo gira alrededor de un pivote fijo en Æ y en el plano de referencia, en 
cuyo caso el movimiento se llama rotación pura. El punto (0) no tiene que ser un punto mate- 
rial de æ}; puede ser un punto del cuerpo extendido, como se vio en la Sección 3.1. Veremos 
ahora algunos ejemplos del uso del concepto de centro instantáneo Mde velocidad. 


Ejemplo 3.6 


Puesto que O es el punto (D del cuerpo 4%, , tenemos 


po ns suo, £ 
4 4 
54 plas 

4 


A continuación encontramos el (D) de 4%, a partir del hecho de que 
j se halla sobre líneas perpendiculares a las velocidades de A y B como 
se muestra en el diagrama. Si ahora encontramos la distancia D-de 
Da A, entonces w, será v4/D = 50/D. Por triángulos seme- 


jantes: 
E, E D = 20.7 pl 
=-= = A 
12.4 3 e 
Entonces 
Va 50 
w, = — = — = 2.42 
D- 20:7 
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w, = 2.42 P? rad/sec 


De nuevo, por triángulos semejantes 


H+4 4 i 
=3 =H = 12.5 plg 


12.4 


de modo que va = H œ, = 12.5 (2.42) = 30.3 plg/s, hacia la dere- 
cha, çomo encontramos antes. 


Nótese que cuando se observan desde (D) el sentido de la velocidad de cualquier punto 
y de la velocidad angular del cuerpo, deben coincidir. Por ejemplo, estas son posibles situaciones: 


| En el instante mostrado en el diagrama, la velocidad angular de la 
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Ejemplo. 3.7 


barra # es œ = 5 5 rad/s. Hallar la velocidad del pasador B 
que conecta la barra 43, al bloque restringido a resbalar en la guía 
como se:muestra. 


Solución 


Como se ve en la Fig. 1, el punto O para 8 es O ya que está ar- 
ticulado al marco de referencia. La velocidad de A es perpendicular 
a la línea que va de Ma A (o sea de O a 4) y tiene una dirección 
de acuerdo con la velocidad angular de 4, al girar este alrededor 
de O. Su valor es rg, Ó 1m/s +. 

A continuación esbozamos el cuerpo 4, y anotamos la posi- 
ción de © para 7, como se explica en la Fig. 2. Por triángulos se- 
nejantes se obtiene la altura M de Q) por encima de A: 


Pregunta 3.10 ¿Por qué vz tiene que apuntar al “suroeste” a lo 
| largo de la guía y no al ““noreste””? 


e no 


Podemos ahora usar el f) de 4, para obtener la velocidad an- 
| gular de 4,; utilizando rectores esta vez: 


Y = wk x "Da 
Sustituyendo obtenemos 

-lÎ = An x (—0.375ĵ) 
y despejando 


w, = —2.67 = w, = —2.67k o bien 2.67 P rad/s 
Nótese que cuando escribimos œ, = w,k estamos afirmando que 
&œ, es antihorario, de acuerdo con la convención de signos adopta- 
da para el problema de la figura, si su valor resulta positivo. Como 
su valor resultó negativo, 4%, está girando en sentido horario en el 
instante dado. Como hemos visto, no es necesario usar vectores en 
un problema tan simple; podemos usar en forma escalar el concepto 

de centro instantáneo para obtener una solución rápida: 


v, 1 
Hlw,| > lo,| = H = 375 = 2.67 > 0, 


Va 


2.67 ? rad/s 


Figura 1 


Figura 2 


w, = 5 rad/s 


o | dex 


Q está en cada una de estas 
líneas, pues son normales 
a la velocidad de 
un punto £, 

E 


3.4 Centro instantáneo de velocidad nular 153 


en donde asignamos la dirección de acuerdo con la dirección conoci- 
da de la velocidad de A y la posición de ®©. 
Ahora usamos el Q) de 4, para obtener vp: 


Va Islo] 
0.375? + 0.5?°|w,| m/s 


0.625(2.67) = 1.67 m/s 


La velocidad de B es así: vp = 1.67, A m/s. 
3 


Nótese que la flecha en este resultado es tan descriptiva de la dirección 
del vector velocidad de B como lo es el vector unitario — 0.61 — 0.8Í. 


Presentamos ahora un ejemplo que examina cuatro diferentes posiciones del mismo sistema. 


Ejemplo 3.8 


t 


El diagrama muestra una rueda en rodamiento 4%, de un gran vehicu- 
lo que viaja con velocidad constante de 60 mi/h —>. Calcular la 
velocidad del pistón cuando 0 es igual a: (a) 0%, (b) 90%, (c) 1809, 
(d) 270°. 


Solución 


Primero encontramos las velocidades usando varios métodos. En cada: , 
caso, la velocidad del centro de la rueda es igual a la rapidez del ve- 
hículo: 60 mih o 88 pie/s, y puesto que el pistón se translada, todos 
sus puntos tienen iguales velocidades y aceleraciones en todo instante. 


Caso (a): Como veremos en detalle en la Sección 3.6, el centro ins- 
tantáneo de una rueda en rodamiento sobre un suelo fijo, está en el 
punto de contacto. Como las velocidades crecen linealmente con la 
distancia a este punto Q), se tiene para el punto E de 4%: 


2415 


2 (88) = 154 pie/s 


Ve 
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Si trazamos rectas por E y P perpendiculares a vz y a Yp (P está 
obligado a moverse horizontalmente), estas serán paralelas entre 
sí y no se intersectarán. Por ello œ, = 0 en ese instante. Así 
vp = Vg = 154. > pie/s 


des, 
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" 


Nuevamente, como en el Caso (a), el cuerpo 4, tiene œ, =0 y 
todos los puntos de Æ, tienen la misma velocidad. Así 


vp = 22.01 pie/s 


Caso (d): 


P 
Vo = 88 Pie/s > -~ ~ 
P il pol En4,: vg = 88i + [-44.0k) x [—1.51) 
a à 
E 88.01 + 66.05 
7 pie d 
Usamos ahora el centro instantáneo de 4,. Por triángulos semejantes: 
af mi ( 
4.90 
Ve = 88 pie/s s 
Q deg, Odes 
| Caso (b): Usando ahora vectores se tiene para la rueda: 
l Að í 5 1 
| Ye = yo + oik x yc i 
881 = -2.00/1 => w = —44 => w, = —44k 
o bien 
w, = 44.0 > rad/s- 
va = —44.0K x |1.5î + 25) = 88.0î — 66.0 
o bien 
4 
| vg = 110 pics 
En Ba: , 7—2= 5pie = 6.53 pie 
| Vp = VpÎ = Vp + ak X Tep . 
e ` x i f 15, A 
= 88.01 — 66.05 + wk x [4.901 + 5.005) dy LE = 8.17 pie 
m s A . VT — F = 4.90 pie Ñ 
igualando coeficientes de i y de j obtenemos Por tanto, 
i: Vp = 88.0 — 5.004, | ve 88.07 + 66.02 110 ie 
W, = = = E 7 
$ 0=-—66.0+ 4.900, > 0, = +13,5 rad/s a= 7 8.17 8.17 ió 
| Por lo tanto, w, = 13.5 ? rad/s 
Vp = 88.0 — 5.00(+ 13.5) = 20.5 pie /s 


de modo que 
vp = 20.51 pie /s. 


Caso (c): En todos los cuatro casos, w, = 44.0 + rad/s. Esta vez 


Vp = [6.53 + 5Jw, = 156 pie /s = vp = 156 > pie /s: 


Nótese en las cuatro respuestas del ejemplo anterior que el pistón se mueve más rápida- 
mente durante las partes de la rotación de la rueda en que vz forma ángulos pequeños con 
la biela 4%,; recíprocamente, se mueve con más lentitud cuando Vg forma ángulos grandes 


con 43,. Esto debido a que las componentes de vz y vp alo largo de 4%, deben ser siempre 
, . | las mismas, como vimos antes. 
vg = 22.0 => pie /s g 


se tiene: 


vg = (2.0 — 1.5]w = 22.0 pie:/s 
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Figura P3.12a 


Figura P3.12b 


1 Hemos visto en los Casos (a) y (c) del ejemplo anterior que cuando las normales a las 
velocidades de dos puntos de un cuerpo rígido no se intersecan, el cuerpo tiene en ese instante 
velocidad angular nula. Hay otra situación que debe conocer el lector; es aquella en que las 
dos normales forman una misma línea (Fig. 3.12). En este caso podemos encontrar el centro 

. instantáneo usando triángulos similares, como se muestra. Este método simple funciona por- 


que, para el caso de la Fig. 3.12a, 


Vo = 10 y 


de manera que 


Yp = la + bjw 


Si se tienen normales coincidentes, con las direcciones de vp y Vo opuestas, como en la 
Fig. 3.12b, entonces Q) se encuentra entre P y Q, y puede también encontrarse por triángulos 


semejantes. Esta vez, 


Vp = bw y 


de modo qué 


Vo = 40 


En los ejemplos que hemos presentado en esta sección, el empleo del centro instantáneo 


puede hacerse o sin ella con algebra vectorial. Su ventaja en encontrar y usar puntos de veloci- 


dad cero para simplificar la matemática resultante, Los centros instantáneos nunca tienen que 
usarse para encontrar una solución. Algunas veces son útiles, pero en otras puede ser mayor 
el problema de localizarlos que el beneficio derivado de ello. 


a Problemas/Sección 3.4 A 


3.31 Ja velocidad angular de 4%, en la Fig. P3.31 əs de 

3 p rad/s = constante. Calque las cinco figuras y muestre 

en las partes (a) a (d) la posición de (O para la barra 4%. 

En la parte (e), usando la longitud de 45, , dibuje las posi- 

ciones de Æ, en los dos tiempos cuando vg = 0. La barra 
dB, mide 0.9 m. 


3.32 Resuelva el Problema 3.16 mediante centros instantáneos. 


3.33 Resuelva el Problema 3.7 mediante centros instantáneos. 
3.34 Resuelva el Problema 3.12 mediante centros instantáneos 
3.35 Resuelva el Problema 3.6 mediante centros instantáneos. 
* 3.36 Resuelva el Problema 3.17 mediante centros instantáneos. 


* 3,37 Resuelva el Problema 3.11 mediante centros instantáneos. 


3.5 Relación entre la velocidad lineal y velocidad angular 
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(a) (b) 


(d) (e) 
Figura P3.31 


3.38 En la Fig. 3.38 la manivela 3, tiene 4 plg de longi- 
tud y velocidad angular constante œ; = 2 ə rad/s. Es- 
tá articulada a la placa triangular 4/%,, que también está 
articulada al bloque en la guía en D. Encuentre la velocidad 
de D en el instante mostrado. 


Figura P3.38 


Figura P3.39 


3.39 Vea la Fig. 3.39, La velocidad angular de la barra 
B, es constante: w; =0,3k rad/s. Determine la velo- 


cidad angular de la placa B, y de la barra Æ, en la posi- 
ción indicada. 
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3.40 El pasador en B (Fig. P3.40) tiene una velocidad cons- 
tante de 51 cm/s y se mueve en un circulo en sentido hora- 
rio. Encuentre las velocidades angulares de las barras ¿3 
y 3, en la posición indicada.. 


Figura P3.40 


3.41 Resuelva el Ejemplo 3.5 usando el centro instantáneo 
de la barra. 


3.42 Las barras B, y h están articuladas en B y se 
mueven en un plano vertical con las velocidades angulares 
constantes mostradas en la Fig. P3.42. Localice el centro 
instantáneo de d. para la posición dada y úselo para en- 
contrar la velocidad del punto C. Revise luego el valor obte- 
nido vç (en ¿3,;) relacionando a ésta con la velocidad de 
B. Note que a veces es muy tedioso localizar (0) 


wW, = 2 rad.'s 


w, = 3 rad/s 


ap 
Figura P3.42 


3.43 El mecanismo mostrado en la Fig. P3.43 está forma- 
do por las barras 2, 43, y &.Labarra Ø, tiene velo- 
cidad angular constante œw, = 0.6 5 rad/s. Determine 
las velocidades angulares de /2, y #4 cuando 0 = 


Figura P3.43 


3.44 Una barra de longitud 2L se mueve con sus extremos 
en contacto con los planos mostrados en la Fig. P3.44. En- 
cuentre la velocidad y aceleración del punto C en función 
de O y sus derivadas, escribiendo y derivando el vector de 
posición de C. Revise el resultado obtenido para la veloci- 
dad usando el centro instantáneo, 


Figura P3.44 


3.45 El vástago del pistón del cilindro hidráulico mostra- 
do en la Fig. P3.45 sz mueve hacia afuera con velocidad cons- 
tante de 0.13 m/s. Encuentre la velocidad angular de 8, 
en el instante mostrado. 


Figura P3.45 


3.46 Usando el método de los centros instantáneos, encuen- 
tre la velocidad del punto B en la Fig. P3.46 que está obliga- 
do a moverse en la guía mostrada. La velocidad angular de 
B, es 0.3 5 rad/s en el instante indicado. 


Figura P3.46 


3.5 Relación 


3.47 El centro del bloque 43, en la Fig. P3.47 viaja con ve- 
locidad constante de 30 mi/h hacia la derecha. El disco B 
está articulado a 43, en A y gira a 100 rpm en sentido an- 
tihorario. Encuentre: (a) la velocidad de P; (b) el centro 
instantáneo O de Æ, y (c) las velocidades de OSyYR 


usando T) 


100 rpm ` 
Mo 


Figura P3.47 


` 3.48 El rodillo en B que se mueve en la guía parabólica está 


articulado a la barra Æ, , como se muestra en la Fig. P3.48. 
La barra £, está articulada a B, en A. La velocidad an- 
gular de 4%, se muestra en este, instante. Encuentre la 
velocidad angular de B, en ese momento. 


lm 


|». 


Figura P3.48 


3.49 Las barras ¿3 y d, (Fig. P3.49) están articuladas 
entre sí en A. Encuentre la velocidad angular de la barra 

B, y la velocidad del punto B cuando las barras estén ali- 
neadas por primera vez. Sugerencia: Para encontrar esta con- 
figuración dibuje una serie de diagramas de B y B 
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cuando Æ, gira en sentido antihorario desde la posición 
mostrada, y se evidenciará el alineamiento de By B. 


SN a —] . 


Figura P3.49 


3.50 Repita el problema anterior en el segundo instante en 
que las barras están alineadas. Siga la misma sugerencia, pero 
esta vez comience justo después de la primera posición co- 
lineal encontrada en el Problema 3.49. 


3.51 La velocidad angular constante de la rueda B, es 
w, = 100 Ə rad/s; se encuentra en contacto de rodamien- 
to (sin resbalar) con 4, lo que implica que los puntos 
en contacto tiene la misma velocidad: Encuentre la veloci- 


dad angular de la barra- 3, en el instante mostrado en 
la Fig. P3.51. 


10 plg 


Figura P3.51 


3.5 Relación entre la aceleración lineal y la aceleración angular para 


dos puntos del mismo cuerpo rígido A 


El vector aceleración angular de un cuerpo rígido £ en movimiento en un marco J se define 
como la derivada en Ẹ de la velocidad angular y se denomina a: 


dags . ii 
a = a = — Z = = 
BII T © = ðk 


o bien 


a = Ok o ak ` 


(3.14) 


(3.15) 
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En donde k es un vector constante en £ yen J.. Nótese que igual que para œ , se suprimen 
los súbíndices cuando no hay confusión posible acerca del marco de referencia usado. 

Ahora desarrollaremos la relación entre las aceleraciones de dos puntos P y Q de un cuer- 
po rígido 43. Derivando ambos miembros de la Ec. (3.8) se obtiene. 


Va = dy = Ap + ök x Ipo + ôk x ipo (3.16) 
Usando ahora la Ec. (3.7)* podemos escribir el último término de la siguiente manera 
Òk x ipo = ôk x Òk X Ipo) 

= RIOR - tol — roplÓR - ÖR) dii 


o bien 
o ho — 0x0 : (3.18) 


E E E S S 


Pregunta 3.11 ¿Por qué es igual a cero el producto escalar Ok + Ipo En la Ec. (3.17) 


PAE E AAA e 
Las Ecs. (3.16) y (3.18) proporcionan la buscada relación entre las aceleraciones de P y Q: 
ag = ap + Ök x rpo — Ó”rpo . (3.19) 


Nótese que a diferencia de las velocidades, las aceleraciones de P y Q no tienen general- 
mente componentes iguales a lo largo de la recta PO que las une; estas componentes difieren 
en r0? = rw?. De la misma manera, las componentes perpendiculares a PO difieren en 
rË = ra (del mismo modo en que las componentes normales a PQ de la velocidad difie- 
ren en r0 = rw). . 

Si la aceleración del punto A de un cuerpo B es an, por ejemplo, entonces la acelera- 
ción de cualquier punto B es la suma de los tres vectores mostrados en la Fig. 3.13. Si A es 
un punto articulado o un pivote**, entonces ag tiene dos componentes: una a lo largo de la 
recta de B a A y otra perpendicular a ella y tangente al círculo sobre el cual viaja necesaria- 
mente el punto B cuando hay un pivote en A. Nótese que la dirección de la componente tan- 
gencial depende de la dirección de «a, pero que la componente “radial” siempre está dirigida 
hacia el pivote. Este caso se muestra en la Fig. 3.14. Ilustraremos ahora el uso de la Ec. (3.19) 
con varios ejemplos. : i 


X, 


A Figura 3.13 
Figura 3.14 l 


*Y también la identidad vectorial A x (B x C) = B(A . C) — C(A . B) 


+*+ Un pivote es un punto de / que no se mueve durante el movimiento de éste. Los pasadores de las articulaciones 
son pivotes, pero no exclusivamente. 


3.5 Relación entre la velocidad lineal y velocidad angular 


Los eslabones de la figura miden Im de longitud y tienen cada uno 
2 ə? rad/s y una a =3 p rad/s, en el momento en que 
forman un ángulo de 45° con el techo. Encuentre la aceleración del 
bloque £. (O sea, encuentre la aceleración de cualquiera de sus pun- 
tos; todos tienen la misma, ya que 4? experimenta traslación.) 


una w = 


Solución 
Todos los puntos de # tienen las mismas v y a que el punto A. Si 


usamos la Ec. (3.19) para el eslabón OA obtenemos 


0 ; 
Aa =3b +a X roa — Wo, 


3k x [0.7071 + 0.7075) —*2?[—0.707Í + 0.7075] 
(-2.12 + 2.83) + [—2.12 — 2.83) 
= 0.711 — 4.95) m/s? 


En el ejemplo 3.3 encuentre la aceleración del pistón (en traslación) 
en el instante mostrado si wœ, = 10 > rad/s y a =5 5 rad/s? 


€$EE-E  _—_._<—__<m_m 


Pregunta 3.12 ¿Que significa que 1a' tiene dirección opuesta a 
la de w? 


: ; 
Solución 


Relacionando O y A sobre el cuerpo B, por medio de la Ec (3.19) 
se tiene se 


0 (articulado) 
aa = 3% + ak X ro, — trog 


= 5k x [-31 + 43) — 10-31 + 4ĵ) 
= 2801 — 415] plg/s? . 


y relacionado A y B sobre el cuerpo de, 


Ag = a4 + azk x 5yg — 0Íryp 


En el ejemplo anterior encontramos que 


Tan = 12.41 — 4 plg y w, = 2.42 P rad/s 
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| Notando que el pistón se traslada horizontalmente obtenemos 

ap = Api = 2801 — 415 + 12.44, + 40,1 — 2.422/12.41 — 43) 
(207 + 4a,)i + [-392 + 12.40,)j 


Il 


Los coeficientes de Í dan 


392 
4 = — = 31.6 rad/s? 
12.4 


Los coeficientes de Î dan la respuesta buscada 


An = Api = [207 + 4(31.6)]]Í = 333î plg./s? 


Encontremos la aceleración del centro instantáneo de velocidad nula de la barra Æ, en 
los Ejemplos 3.6 y 3.10; usando esos ejemplos y la Ec. (3.19) se tiene 


a0= âg + ak x 150 — Vito 
3331 + 31.6k x (—12.55) — [2.42]?[—12.55) 
= 7281 + 73.2 plg./s? 


Vemos de este resultado que el centro instantáneo de velocidad nula no tiene generalmen- 
te aceleración cero. A menos que el punto (Dsea un pivote (o sea, un punto fijo permanente- 
mente, como un pasador que conecta el punto al marco de referencia), nunca debe suponerse 


ue ames cero*, 
q D r 


Ejemplo 3.11 


En el Ejemplo 3.5 encuentre la aceleración angular de la barra y la 
aceleración de su punto extremo A. 


Solución yim) 


Relacionando las aceleraciones de B y A por medio de la Ec. (3.19). 


ap = a4 +a X us — Oin 5 (1) 


La aceleración del punto B es 


$ 
P Figura 1 


*En realidad, en casos no traslacionales existe un punto dea „ración nula, pero a menos que se trate de un pivote 
o de un punto de contacto en la superficie de rodamiento en un instante cuando w = 0, es mayor el esfuerzo que el 
beneficio de encontrarlo. (Véase el Problema 3.83.) 


Figura 2 


C 


q era 63.4" 
(Del ejemplo 3.5) 
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en donde 3,= Oya que Sy = es constante = 0.3 m/s. La fórmula 
de la curvatura estudiada en Cálculo Diferencial da el radio de cur- 
vatura en el punto B: l 


Sl 
[14 yapa 

1 Y 
BETIK 


1 
p 


Por consiguiente, 


Po = (142290 


= 532 
=11.2m 
Entonces, 
a ¿e bd = 0.008046 
g= TL2 q” è, m/s? 


El vector unitario 8, es según la Fig. 2 
ê, = —sen pî + cos (pj 
= —0.894î + 0.448 


Por tanto, 
a = —0.00804ê, 
= —0.00719 + 0.003605 m/s? 
Sustituyendo ap en la Ec. (1) da 
- - g2 * ] 
—0.00719% + 0.00360] = 3,8, +46, 
Pa 


+ ak x [2f + 2%) — w*(% + 9) 


“en donde r¿p = A + i también se ha sustituido. 


El radio de curvatura de la trayectoria de A en el instante de 
interés es 


Pa = (l + xP = (1 +02 = 1 m 


Sustituyendo Pa =1, $4 = 0.403 y œw ="0,134 del Ejemplo 33 
(junto con ê, = Î y ê, = Î en el punto A), obtenemos la ecuación 
vectorial: 


` 


- - - . 2 A ` 
—0.00719i + 0.00360] = 54i + po; — lai 


+ 20] — 2/0.134)2(4 + ÎI 
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Para las ecuaciones de las componentes: 


` (0.403)? 
Coeficientes ĵ: 0.00360 = ——_—— 
ws 
La ecuación en Î da 
a = —0.0612 = æ = —0.0612k rad/s? 
y la ecuación en Î: 


$, = —0.0936 m/s? 


Por consiguiente, 


s , 10.403)? , 
a4 = —0.09361 + —— i 


= —0.0936î + 0.162 m/s? 


Muchos ejemplos más del uso de la Ec. (3.19) se encontrarán en la sección siguiente, des: m 
pués de haber estudiado el tema del rodamiento. . 


onm 


3.52 En la Fig. P3.52 la velocidad angular de la barra do- 
blada es de 0.2 rad/s en sentido antihorario, en el instante 
en que su aceleración angular es de 0,3 rad/s? en sentido 
horario. Encuentre la aceleración del punto extremo B en 
la posición indicada. 


Vo j 0,2 rad/s = Ox 


0,5 m 


wp = 0.3 rad/s? 


Figura P3.52 


3.53 La aceleración del pasador B en la Fig. P3.53 es de 
9.9 pie/s? hacia abajo y hacia la izquierda, y su velocidad 
es de 4 pie/s hacia arriba y hacia la derecha, cuando L pa- 
sa por la horizontal. En este instante, encuentre la acelera- 
ción angular de .L. 


- 3.59 El extremo B de la barra mostrada en la Fig. P3.54 
tiene una velocidad constante de 10 pie/s hacia abajo en el 


Problemas/Sección 3.5 


Coeficientesi:  —0.00719 = 3, — 2a — 2/0.134)? 


+ 2a — 2(0.134)? 


Figura P3.53 


plano. Para la posición mostrada (barra horizontal) deter- 
mine la velocidad y aceleración del extremo A de la barra. 


3.55 Las velocidades y aceleraciones de los dos puntos ex- 
tremos A y B de una barra rígida en movimiento plano son 


3.5 Relación entre la velocidad lineal y velocidad angular 165 


como se muestran en la Fig. P3.55. Encuentre la aceleración 
del punto medio de la barra en la posición indicada. 


va = 4 pie/s 


a 
+= pie 2 pie 7] J3 


a, = 3V7 pie/s? 


Va = 12 pie/s 
Figura P3.54 


3.56 En el Problema 3.42 obtenga la aceleración de C en 
la posición indicada en la figura. 


3.57 En el instante dado, la velocidad angular y la acelera- 
ción angular de la barra Æ, son 0.2 5 rad/s y 0.1 ə rad/s? 
(Fig. P3.57). Encuentre las aceleraciones angulares de ¿5 
y B, en este instante. 


3.58 La barra 4, gira con velocidad angular constante 
de 2R rad/s. Encuentre las velocidades angulares y las acele- 
raciones angulares de ¿5% y 1/3, en el instante mostrado en 
la Fig. P3.58. 


Figura P3.57 


Figura P3.59 


Figura P3.61 


3.59 En la posición indicada en la Fig, P3.59, el bloque des- 
lizante /3 tiene la velocidad y aceleración indicadas. Encuen- 
tre la aceleración angular de la rueda en este instante. 


3.60 En el Problema 3.51, encuentre la aceleración angu- 
lar de la barra 2%} en el mismo instante. 


3.61 La velocidad angular de 4, en la Fig. P3.61 es cons- 
tante e igual a 3 rad/s en sentido horario. Encuentre la velo- 
cidad y la aceleración del punto C en la configuración dada 
y determine la aceleración del punto C cuando vç = 0. 


3.62 En el Problema anterior encuentre la aceleración del 
punto C cuando w, = 0. 


3.63 La rueda de 2 m de diámetro de la Fig. P3.63 gira al- 
rededor de un eje que pasa por su centro, con una rapidez | 
angular dada por 


Ó=0=5-2t 
en donde w está en rad/s y f en segundos. Determine la ace- 


leración angular de la rueda y encuentre el desplazamiento 
angular de la recta OP durante el intervalo de t = Oa t = 5s. 


3.64 Enel instante mostrado en la Fig. P3.64, la velocidad 
angular y la aceleración angular de la barra: ¿3 son 3 

5 rad/sy2 p rad/s?, Calcule para este instante la ace- 
leración angular de la barra 4. 


Figura P3.63 


Figura P3.64 
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3.65 En el Problema 3.26 encuentre la ecuación para la 
aceleración angular $ de la barra Æ, en función der, /, 


0 y 0. 


3.66 En el problema anterior grafique $/6? contra 0 (0 
< 0 < 2n) para f/r = 1,2 y5. 


3.67 La manivela Æ, en la Fig. P3.67 está articulada a la 
barra 45,,; el otro extremo de Æ, resbala sobre un plano 
parabólico y está en el origen en la posición mostrada. La 
velocidad angular de 43, es de 3 p rad/s = constante. De- 
termine la aceleración de A y la aceleración angular de Æ% 
en el instante dado. Sugerencia: El radio de curvatura P de 
una curva plana y = y(x) puede calcularse con la fórmula 


1 


AS 


y" 
(1 + a 


Use este resultado para calcular la componente normal de 
ay como en el Ejemplo 3.11. 


y (m) 


E 


a 


Figura P3.67 


3.68 La barra de 10 pie de longitud de la Fig. P3.68 resba- 
la hacia abajo en el circulo de 13 pie de radio, como se mues- 
tra. En la posición indicada la barra tiene una velocidad 
angular de 2 rad/s y una aceleración angular de 3 rad/s?, 
ambas en el sentido horario. 

Encuentre las componentes x y y de la aceleración del punto 
B para esta posición. 


3.71 Determine la aceleración de P en el Problema 3.58 si 
en el mismo instante el cuerpo 42, tiene aceleración angu- 
lar q, = 3k rad/s? en vez de cero. 


3.72 En el. Problema 3.49 encuentre la aceleración del 
punto B y la aceleración angular del cuerpo ¿4% en el ins- 
tante descrito. 


3.73 En el:Problema 3.50 calcule la aceleración del punto ` 


B y la aceleración angular del cuerpo: 45, en el instante 
descrito. 


3.74 En el Problema 3.22 encuentre la aceleración de S y 
las aceleraciones angulares de ¿$ y Æ, en el instante en 
que 0 = 30°. 


3.75 En el Problema 3.38 determine la aceleración angular 
de la placa y la aceleración del pasador D en la posición 
indicada. 


3.76 En el Problema 3.45 determine las aceleraciones an- 
gulares de Æ; y 4¿%,.en la posición indicada. 


3.77 El movimiento de un elemento rotatorio en un meca- 
nismo está controlado de manera que la taza de variación 
de la rapidez angular œw respecto al desplazamiento angular 
0 es una constante K. Si la rapidez angular es Wo cuando 


0 y tson cero, determine 0, œw, y œ como funciones 
del tiempo. 


*3.78 La barra Æ, enla Fig. P3.78 está articulada al dis- 
cof, en A yen B. El disco #8, rota alrededor de un eje 
fijo que pasa por O, La barra forma un ángulo 0 (rad) 
con la recta // como se muestra, en donde 0 = sen ?. El 
tiempo se mide en segundos. Determine las componentes 
horizontal y vertical de la aceleración del punto medio P del 
segmento AB cuando ' 0 = —n/6 rad. 


3.79 Una barra está articulada en A y en B a los centros 
de dos rodillos pequeños (Vea la Fig. P3.79). La velocidad 
Vo de A se mantiene constante, aún cuando B encuentre 


Figura P3.68 
3.69 En ellProblema 3.23 halle la aceleración de B cuando 
= 10m. 


3.70 En el Problema 3.31 encuentre la aceleración del ex- 
tremo superior B de la barra ¿/, en la posición (a). 


Figura P3.79 
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la superficie parabólica. Determine la aceleración de B jus-  * 3.82 El extremo derecho P de la barra Z está restringido 


to después de que su rodillo empieza a moverse sobre la 


parábola. 


* 3.80 En el problema anterior encuentre ag justo después 


a moverse hacia la derecha sobre la curva senoidal mostra- 
da en la Fig. P3.82, con una rapidez constante 10 plg/s. 
El extremo A de ¿3 está restringido a resbalar a lo largo del 
eje x. En el instante cuando x = n plg, determine (a) wg 


de que el rodillo izquierdo ha comenzado a viajar sobre la y (b) ap. 


parábola. 


* 3.81 La barra doblada de la Fig. P3.81 resbala sobre las 
superficies vertical y horizontal. En la posición mostrada A 
tiene una aceleración de 4 pie/s? hacia la izquierda, mien- 
tras la barra tiene una velocidad angular de 2 rad/s horaria 
y una aceleración angular de «. 


a. Determine æ para la posición mostrada. 

b. Encuentre, para la posición indicada, el ángulo 0 
y la distaricia PA, tal que el punto P tenga acelera- 
ción nula, 


Figura P3.81 


3.6 


* 3.83 Demuestre que para un cuerpo rígido ¿3 en movimien- * 
«to plano, en tanto que w y œ no sean ambas nulas, habrá 
un punto en con aceleración cero. Sugerencia: Sea P un 
punto de referencia con aceleración api d+ ap. Vea si pue- 
de encontrar un vector rpy = xi + yj, de Pa un punto T 
de aceleración cero. O sea, resuelva 


ap =0=ap +0k x fpr — 0*rpp 


para evaluar x y y. 


v=3 sen x (en pulgadas) 


Barra mostrada en x= 1/2 (en pulgadas) 


a pie—-—= 


Figura P3.82 


Rodamiento 


Sean #8, y Æ, dos cuerpos rígidos en movimiento. Decimos que existe rodamiento entre £, 
y B si durante su movimiento: 


1. Una sucesión continua de puntos sobre la superficie de &, entra en contacto biuni- 
voco (uno a uno) con una sucesión continua de puntos sobre la superficie de B. 

2. En todo instante durante el intervalo del movimiento, los puntos en contacto' tienen 
el mismo vector velocidad. 


Nótese que de acuerdo con esta. definición no puede haber resbalamiento o deslizamiento en- 
tre las superficies de 4, y Æ, para que exista rodamiento. Muchos autores, sin embargo, 
usan la frase “rodamiento sin deslizamiento” para describir el movimiento definido aquí. Tal 
contexto, ““rodamiento y deslizamiento” significaría rotación sin que los puntos de contacto 
tuviesen velocidades iguales; en nuestro contexto, rodamiento implica que no hay deslizamiento, 
de modo que diremos rotación y deslizamiento en los casos de velocidades desiguales en los 
puntos de contacto. 


En esta seccion consideraremos tres clases de problemas que implican contacto por 
rodamiento: 


1. Rodamiento de una rueda sobre una línea recta fija. 
2. Rodamiento de una rueda sobre una curva plana fija. 
3. Movimiento de engranes conectados. 
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* Rodamiento sobre una línea recta fija Otra manera de enfocar el rodamiento es comenzar con un desplazamiento pequeño Ax, 


mientras el punto () en la base se afianza en el terreno. Si-el ángulo de rotación producido 


Si la rueda ( 45,,) mostrada en la Fig. 3.15 está rodando sobre el terreno ( Bı, el marco de es AB. entonces 
p 


referencia en este caso), entonces las sucesiones continuas (sombreadas) de puntos de 4, y 


Ø, están en contacto, un par de puntos a la vez. Puesto que los puntos de B están: todos Axc = r A0 

en reposo, cada punto P, en el borde de 43, entra instantáneamente en reposo al ponerse en 

contacto con un punto P, de Æ, (y es afianzado por un instante por el terreno). En este ca- si imaginamos al cuerpo girando alrededor de su centro instantáneo. Dividiendo entre un pe- 
so, las velocidades de P, y P, son iguales a cero, aunque en general no necesitan anularse queño incremento de tiempo At y tomando límites, obtenemos 


para que haya rodamiento; todo lo que se requiere es que Vp, = Vp, * 


F Áx F -JTAG .. 
. . sin ( ze) = ke 3 sin ( ne ) = rð = rw 


i ; 
| ; A ; como se expresó igualmente en la Ec. (3.23). 


Consideremos ahora las aceleraciones. De la Ec. (3.22): 4 


ac = Ye = Xd = 101 = raî (3.25) 


y el punto central C se acelera paralelamente al plano, ya que tiene movimiento rectilíneo 
(único así entre todos los puntos de la rueda). Calculemos ahora la aceleración del centro ins- 
tantáneo (D de la rueda. Usando la Ec. (3.19) obtenemos. : 


£, (terreno) 2 
ap = ac + 0k x Yc — EO i 
Figura 3.15 Rueda en rodamiento que ilus- 


tra la secesión de puntos de contacto. r0i + ðk x rj — 0?) -© (3.26) 


= —r0% obien —rw*?%j obien rw? 
Usando la Ec. (3.8) y notando que el centro (7 se mueve sólo horizontalmente y que el 


punto de contacto es siempre el centro instantáneo de 4, Así, el punto de contacto de una rueda con rodamiento sobre un plano fijo tiene una 


En aceleración hacia su centro con magnitud rw?. Vemos de nuevo que un punto con veloci- 
A vc = vo + Ok x Toc É (3.20) dad cero no tiene necesariamente aceleración nula, aunque si será así cuando se encuentra 
EN óÑ E 5 ) . articulado al marco de referencia. El punto Den el ejemplo está en reposo instantáneamente 
ACE U 55 “r (3.21) pero tiene aceleración, que es por lo que su velocidad deja de ser cero tan pronto como se 
Xei = rôÎ (3.22) mueve y un nuevo (D) toma su lugar en el rodamiento. Presentamos ahora varios ejemplos,* 


cada uno de los cuales trata con un objeto redondo que rueda sobre una superficie plana. 
Para la rueda en rodamiento por consiguiente, la velocidad de su centro C y la velocidad ` 
angular del cuerpo están relacionadas simplemente por 


á Ejemplo 3.12 
Xc =r0 obien rw (3.23) 


N En un instante dado el cilindro. en rodamiento del diagrama tiene 
w =2 prad/s y a = 1.5 > rad/s?, Determinar la velocidad y 
aceleración de los puntos N y E... 


Pregunta 3.13 ¿Qué forma tendría esta expresión si f se escogiese de modo que creciera 


con una rotación antihoraria del cuerpo? We qa tec E 
E ; , > e Solución 
La relación entre el desplazamiento de C y la rotación de 43, se obtiene integrando la S 
Ec. (3.23): $ , . A 
{ ) . Relacionamos las velocidades y aceleraciones de N y E con las del 
xc =r +C, F (3.24) E punto C. Calculadas éstas se tiene, debido al rodamiento, 
en donde la constante de integración es cero si escogemos X, = 0 cuando 0 = 0. pe i Ve = Xci = 00 X fsc = —2k x 0.3) = 0.3[2)î = 0.6î m/s 


*Si 2, es la plataforma de un camión, el cual a su vez está en movimiento con respecto a un marco de referencia 44 


*Los ejemplos de esta sección hacen uso frecuente de las Ecs. (3.8), (3.13) y (3.19) con la característica adicional 
en el suelo, entonces vp; = Ypz % 0, pero Æ, aún rueda sobre %3. 


de que en cada problema “aparece un cuerpo rodante. 
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n 


y 
ac = XA = aş + 0 X Isc — "sc 
= 0.3(2)% + ak x rsc — (210.3) 


E 


Ve = 88 pie/s 
= ak x rse 


w, = 44 
rad/s 


a 1.5k x 0.35 
= -0.45 m/s? 
Por consiguiente, 
Vy'= Ve + 0 X icn 


$ > s F de X, 
0.6î + [—2k) x 0.3) i Odes, 


= 1.4 m/s 
Nótese la concordancia de este resultado con 
. 


Vy = 0 X IOn 


(—2Í] x 0.65 


" 


= 1.4 m/s 
Continuando obtenemos è 
ay = ac +0 X Key — Wren Ñ 
= —0.45Î + 1.5k x 0.3] — 2?(0.3ĵ) 
= —0.901 — 1.2) m/s? 3 


Para el punto E: 


VE = Wc HWX Tc 


0.61 + (—2k) x 0.31 


Il 


0.61 — 0.6] m/s 


ap = dc +0 X rcg — 0*rcg 
= —0.45î + 1.5k x 0.3î — 2°(0.3] 
= —1.65î + 0.45) m/s? 


El lector podría obtener los resultados para ay y Ag relacionándolos 
con a que como hemos visto es rw?f, y no cero. 
Ejemplo 3.13 


En el Ejemplo 3.8 hallar la aceleración del pistón cuando 0 = 90°. 


Solución 


En el Caso (b) del Ejemplo 3.8 encontramos w, = 44.0 ə rad/s, 
ve = 88.0î + 66.05 pie/s, œ, = 13.5 "> rad/s y Yp = 20.“ipie/s. 
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Sobre el cuerpo 4, , la velocidad de C es constante (88%), por lo que 
ac = 0. También aç = ra. por lo que aj = 0. Por consiguiente, 
ag = ac + ak X rce — Witcg 
= 0 + 0 — 44.0?/1.51) 


= — 2900 pie:/s? 


Sobre 8, relacionamos ahora ag con la buscada ap: 


wai » 2 
Ap = Api = ag + 4k X Tgp — WÍrgp 
‘mm 


Restricción 
cinemática 


—29001 + ak x (4.90f + 5.005) — 13.5?(4.90f + 5.005] 


— 


e y 
Nótese que éste es un prod. vect., ... pero ¡éste no! 


api = (-2900 — 5.00%, — 893)Í + (4.90%, — 911) 
Igualando los coeficientes de í eliminamos la incógnita ap 

0 = 4.900, — 911 = æ, = 186 rad/sec? o æ, - 186 5 rad/s? 
Luego los coeficientes de Î dan la respuesta buscada: 


ap = —4720 pie/s? obien a, = 4720 © pie 18%, 


Ejemplo 3.14 


La rueda 45%, del diagrama anexo rueda hacia la derecha sobre el 
plano /2 En el instante mostrado 4, tiene uni: velocidad angular 
w = 1.2 ə rad/s. La barra #, está articulada a Æ, en A, y 
el otro extremo B de Æ, resbala sobre un plano q paralelo a P. 


Determine la velocidad de B y la velocidad angular de ¿2 en el ins- 
tante dado. 
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Solución Los términos son Los términos son 


; 29 = ro if = 0.211.2?)j “ac = rayi = 0.2/0.8/1 
Usaremos la Ec. (3.8) con los resultados obtenidos al tratar el tema (0) 11 | 15 ac = rayi [0.8)i 


del rodamiento. Buscamos primero la velocidad de A; cuando tenga- 


= 0.2885 
mos va la relacionaremos con vp sobre la barra #,. Podemos en- 


(note que es 0) = 0.161 


contrar va de dos modos, ambos sobre la rueda £,:* % X Ta = —0:8k x [—0.28i + 0.25) | æ; x rc, = [—0.8k) x (0.281) 
da = 0.161 + 0.224] = 0.224] 
va = YỌ + W, X IDA Va = Vc + 0, X Ica ; ; | — wita = — 1.290.281 + 0.2] — Wire, = 1,220,281) 
= |—1.2k) x [-0.281 + 0.25) =0.2/1.2)i + (— 1.2k} x (—0.28i) i | = 0.403Í — 0.2885 = 0.4031 
i ? 


= 0.241 + 0.336) m/s = 0.241 + 0.336) m/s 


Sumando términos: Sumando términos: 
Notamos que cuando el punto A está debajo de ©, su velocidad es 
hacia la izquierda, o sea que va hacia atrás. 


Sobre 48): 


A a, = 0.5631 + 0.224j m/s? a, = 0.563î + 0.224) m/s? 
Ahora relacionamos a, con az sobre la barra; nótese que la ace- 


leración de B está obligada por el plano a ser horizontal: 
Vs = Va + 0 X Tip 


ap = api = a4 +9, X tup — Wiryg 
El punto B está obligado a moverse horizontalmente, por lo que 


Il 


i i j 0.5631 + 0.224] + xk x (2.4 — 0.75] 
Yi = 0.241 + 0.3365 + œk x (2.4i — 0.75) | ID 
o bien i Coeficientes de $5: ' 

vai = 10.24 + 0.7%) + 510.336 + 2.403) 0 = 0.224 + 2.4%, + 0.0137 > x, = —0.0991 rad/s? 
Coeficientes de Î: 0 = 0.336 + 2.4w, = w, = —0.140 de modo que 


de modo que a, = —0.0991 k rad/s? 


w, = —0.140k rad/s o bien 0.140 Ə rad/s 
Coeficientes de Î: vg = 0.24 + 0.7(—0.140) = 0.142 


de manera que 


va = 0.142 m/s 


Coeficientes de Î: 


as = 0.563 + 0.7(—0.0991) — 0.0470 = 0.447 


por lo que 


ap = 0.447î m/s? 


| Se sugiére al lector que trate de localizar mentalmente el punto (0) para 
B, y de ahí deducir que las direcciones de w, y Vg son correctas. 


Rodamiento de una rueda (#8) sobre una curva plana fija (2) 


En la segunda clase de problemas de rodamiento por considerar en esta sección, la superficie 
de contacto es curva. Sean ê, y ê, los vectores unitarios tangente y normal principales para 
el punto central C de la rueda (Fig. 3.16). Entonces, puesto que nuevamente estamos definien- 


Ejemplo 3.15 . f 


En el ejemplo anterior, en el mismo instante, 4, = 0.8 > rad/s. do un movimiento tal que el punto de contacto tenga velocidad nula, se obtiene de la Ec. (3.8): 
Hallar la aceleración del punto B y la aceleración angular de la : H . 
barra : Ye = vo +0k x roc 
B. eo 
E =0 + Ök x rê, 
Solución 8 (3.27) 
que da la velocidad de C. Derivando la Ec. (3.27) obtenemos 
Igual que hicimos con la velocidad de A, podemos relacionar a, con DN T 
la aceleración de Q) o con la de C: ac = 510€, + r0%, 
j PON $ 
= 10€, + r0- ê 
a4 =29 +a X Ia — VIDA aq = ac +0 X rca — Oca 1 p Č (3.28) 


174 


Capítulo 3 Cinemática de un cuerpo rígido en movimiento plano 


Fig. 3.16 Rueda en rodamiento sobre 
una vía curva cóncava hacia arriba. 


en donde hemos usado las Ecs. (1.42) y (1.45); p es el radio de curvatura instantáneo de la 
trayectoria en que se mueve C. Si dicha trayectoria es un círculo, como es a menudo el caso, 
entonces ‘p = constante = radio del círculo. 
Usando $ = v, = r 0 en la Ec. (3.28), 
PON (rô)? E 
-ac = 10€, + ar €, ¿ (3.29) 


La aceleración de Q es interesante y se deduce de la Ec. (3.19): 


ag = ac + Ök x rco- Órco - ; (3.30) 
o bien i i 
.. ti) 2 o SS ; EN Aga g 
ag = r0%, + La — 10%, + 10?%%, = (i + Dri, (3.31) 


Comparando las aceleraciones de los puntos de contacto (OD de las Figs. 3.15 y 3.16, ob- 
servamos de los resultados (Ecs. 3.26 y 3.31) que el punto en contacto con la vía curva tiene 
una mayor aceleración que el que está en contacto con la vía plana, debido al término r/ p de 
la Ec. (3.31). Este término representa la componente normal de la aceleración de C que fue 
cero sobre la trayectoria plana. 

Es interesante también analizar la aceleración del punto Q en la parte superior de la rueda 
en la Fig. 3.16: 


Ay = ac + bk x rco — 0?rco 


j 2 . . 
rö, + A e, + rö, — 10%, 


I 


rê, — rifi pe Da, (3.32) 


Nótese que es posible para la componente e, (normal) de a, estar dirigida hacia o alejándose 
de C (o bien ser cero) dependiendo de que se tenga r > p o bienr < p (or = p), respecti- 
vamente (Fig. 3.17). ` 
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r> p; aq, es | r< p; ap, es| 
Figura 3.17 


Si la trayectoria es cóncava hacia abajo como en la Fig. 3.18, pueden obtenerse resulta- 
dos similares para las aceleraciones de C,Ū) y O. De la Ec. (3.29), que aún es válida: 


rô)? _ 
-me + (3.33) 


ac =108, + 


Después de relacionar a q, y ae sobre 45, , obtenemos: 
EN a i 
aQ=|-1+ A r0*e, (3.34) 
Relacionando Q con C o con (se obtiene ñ 
PO / r 525 
dy = 2108, + | 1 + F r0*ê, (3.35) 


Nótese que esta vez el radio r no puede exceder a p , por lo que Ag está siempre dirigida 
hacia afuera; la componente normal de la aceleración de Q en este caso está siempre dirigida 
hacia adentro. ` 

El lector puede encontrar de utilidad la siguiente forma que no depende de ninguna elec- 
ción particular de sistema coordenado: 


Ve =w X rc 


ll 


ac 


& X rc + (parte normal) 


Figura 3.18 Rueda en rodamiento sobre 
una vía curva cóncava hacia abajo. 


176 Capítulo 3 Cinemática de un cuerpo rígido en movimiento plano 3.6 Rodamiento 177 


Si conocemos a ola componente tangencial de a, por ejemplo, podemos obtener la otra sin : 


preocuparnos por expresar la componente normal de a,. Presentamos ahora varios ej 


de un cuerpo rodando sobre una superficie curva. 


Ejemplo 3.16 


El cilindro 4%, mostrado en el diagrama se encuentra rodando so- 
bre la senda fija circular con la velocidad angular y aceleración indi- 
cada cuando 43, está en el fondo de la curva. La barra B, está 
articulada al centro Cde 4, y su otro extremo, B, resbala sobre la 
trayectoria o vía 9J. Encuentre la velocidad y la aceleración de B. 


Solución 


Como hemos visto en la Sección 3.5, problemas como éste tienen 
dos partes. La “parte de velocidad” debe resolverse antes que lla 
“parte de aceleración” porque las velocidades lineales así como 
las velocidades angulares se necesitan en las expresiones para la acelera- 
ción, Usaremos los centros instantáneos para obtener Va; los pasos son: 


1. El punto de contacto de B, es su punto OD, puesto que el 


emplos 


Al introducir ag hemos tomado en cuenta que para B se tiene ê 
= —j (vector de dirección de vz) y ê, = —Î (siempre dirigido hacia 
el centro de curvatura de la trayectoria). Haciendo la sustitución 
S$g= lvs] =0.2m/sy p= 1.2m, disponemos de dos ecua- 
ciones escalares en las dos incógnitas Sp Y %: G 


Coeficientes de Í: . 
—0.0333 = —0.06 — 0.92, — 0.0333 
at, = —0.0667 rad/s? 
coeficientes Î 
—ó, = 0.0250 + 1.24, — 0.0250 = —0.0800 
ëp = 0.0800 m/s? 
Entonces ` 


as = —0.03331 — 0.0800] m/s? 


Queremos señalar un punto muy importante del ejemplo anterior. Se habrá usted notado 
que los valores de œ, y Sy podrían haberse obtenido más rápidamente con la expresión. 


‘cuerpo está rodando. | ve = ro, (—i) = 0.151 m/s la| = Se a OO 0.0667 rad/s? 
2. vc se determina a partir de r Oc %,. Toe 9 
3. La velocidad de B es vertical (tangente a la trayectoria del ë 
punto). y 
4. de 8, está en la intersección de las normales a vc y a vp C Šp = Toplæz| = 1.2(0.0667) = 0.08 m/s? 
o sea en el punto O (ver la figura). i 
5. Entonces w, = vo/d, = 0.15/0.9 = 0.167 o bien œ, ¡Este atajo es muy peligroso porque no siempre es válido! Es esencial entender cuando y por 
E 0.167 Ə rad/s : ; qué este procedimiento funciona. (¡No es porque O sea el centro instantáneo de velocidad nu- 
6. Finalmente, vp = d, œ, = 1.2(0.167) = 0,200 o vs Qaes, la de Æ, !) Como contraejemplo, consideremos los resultados de los Ejemplos 3.3, 3.6 y 3.10: 
= 0.200 | m/s Si dividiésemos ay entre .r@p:, (Fig. 3.19), obtendríamos equivocadamente 26.6 ə rad/s,. 
] A Pero a. es.igual a 31.6 + rad/s?. La respuessta a la pregunta de cuándo es legítimo el 
A continuación, para encontrar az relacionamos a esta con la acele- procedimiento está dada por la interrogante que sigue. 
ración de C que es según la Ec. (3.29): 
5 at des, — l 
ac = raļ—i} + ) O Pregunta 3.14 ¿Cuándo podemos usar FO 4 para obtener la componente de acelera- 
> ción correcta de B normal a la recta OB? 
= 03001 + 030.517: 
0.9 d, = 0.9m 


= —0.06î + 0.0250] m/s? 
Relacionado aç con az obtenemos 


ap = ac + ok x Icp — WTcp 
Mi e A z < ls ha 
Sol 51 + ¿HA = —0.06Í + 0.0250f + azk x (1.21 + 0.5] 
B 


— [0.167)?(1.24 + 0.95) 


Ve = 0.15 ms 


Figura 3.19 
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add y aiT Tenemos dos ecuaciones (de coeficientes de Î y 5) con tres incóg- 


nitas 4g, %, y œz, pero la rapidez angular w, puede encontrarse 
a partir del centro instantáneo de £. 


De las relaciones geométricas del diagrama auxiliar se obtiene 


La magnitud de la velocidad de G en el diagrama es vç = R pie/s, 
y G se mueve sobre el círculo de 8 pie de radio en dirección horaria. 
La posición mostrada es en £ = 2 s. Calcular la aceleración de B en 
este instante. 


Sin Fa Superficie circular de rodamiento 
v 


deslizamiento A 
z . VIT pie 
E 
Eo ¿Al E 


| 2 
E Dae £, (intersección de las normales a 
F dos vectores velocidad) 


Entonces 
Solución A Ve 4 
A 3 ==> =1l. Fi 
5 3 Wz Do 1.91 rad/s 
Relacioñamos ap con ag sobre la barra 8: E ; 
: i w, = 1.91 > rad/s 
ap = ac + ok Xx rcs — Wirca (1) Nótese que antes de localizar (D) de 2, , no sabemos si vp es ha- 
l : ; . i j cia arriba o hacia abajo en la guía; sin embargo, la normal a vp es 
Primero determinamos ac: Puesto que vg = $4 = É se tendrá la misma línea en ambos casos, Una vez determinado C), ve hacia 
še = 21 = 22) = 4 pie/s?. Por ello i : la derecha da una w, horaria y entonces sabemos que vp es ha- 
E a k cia abajo. Sustituyendo obtenemos 
S E a 
aq = 390, + 28, = Uê, + yên 8í — 15 
Pa . (3) =4i-— % + VIl a,ĵ — 32,1 — 1.9144/911 + 35) 
= 4Î — Y pie/s? (en £ = 25) : á 
Bpan y 8e 
De la Ec. (1): r Coeficientes de i: yas 4 — 3, — 1.91? V91 
m-i) 91i + aĵ) x =Í m 
aî — 15F Seog E Coeficientes de j: —— ay = —2 + y91%, — 1.91?(3 
ap = (7) = a azk x rén — taa 17 2 91*(3) 


Eliminando g, se obtiene ag = — 181, por lo que 


ap = 181 “A o [—85.2î + 1605) pie/s? 
8 


en donde la aceleración de B es una magnitud desconocida con una 
dirección conocida, dada ésta por el vector unitario (8i —15j)/17 di- 
rigido hacia abajo en la guía. 


— aaaaaaaaaaaaalalaalalalalalllalalaaaaslsasaslIÃħŮ 


Pregunta 3.15 Si la dirección de ay resulta ser hacia arriba en la 
| guía, ¿será válida la solución? 


El ejemplo final en esta parte de la Sección 3.6 será muy útil posteriormente en situacio- 
nes como la mostrada en la Fig. 3.20. Supongamos que se necesita conocer la localización 


o 
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Figura 3.20 


del punto C del cilindro #3, después de que 43, ha rodado sobre ¿%, a la posición más baja*. 
El problema es encontrar el angulo 0 girado por Æ, para una rotación dada ġ de la línea 
OQ. El procedimiento a seguir para resolver este problema se ilustra en el ejemplo siguiente; 


Ejemplo 3.18 


Encuentre la relación entre el ánguló  .(que define la posición de 
la recta OC) y el ángulo de rotación 0 del cilindro rodante 


Solución * 


Tratando C como un punto cuya trayectoria es un circulo conocido, 
obtenemos 


ve = $8, = |R — Hoi 


Podemos también tratar a C como un punto sobre el cilindro con cen- 
tro instantáneo en Q): 


ve = ok x roc = ÎR x (15) = rÚi 
Igualando las dos expresiones para v,, tenemos 
[R — nė =r 
Integrando y haciendo 0 = 0 cuando $ = 0, obtenemos 


's 0 
ARQ = r0 + Cf 
o bien 


HET 


-*Esta necesidad surgirá, por ejemplo, en problemas cinéticos en los cuales se busca el trabajo efectuado por la 
gravedad sobre Æ, si su centro de masa se encuentra desplazado respecto a su centro geométrico. 


Figura 3.22 
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Figura 3.21 


En el Ejemplo 3.18, si hacemos R = 2r, vemos que () = ġ. (Fig. 3.21). Aunque las cir- 
cunferencias del cilindro y la vía son 2 nr y 4 nr'(=2 TR),* la curvatura obliga a las veloci- 
dades angulares de la línea OC y del cilindro a ser las mismas. Si la vía exterior fuese recta 
y de longitud 4 Tr, el cilindro efectuaría dos revoluciones en el espacio en vez de sólo una 
al recorrerla. x g 

Se ve que la recta AC de ¿3 (y por consiguiente, /Y también) gira una vez cuando C com- 
pleta su trayectoria circular para el caso R = 2r. Cuando R > 2r entonces O > q. Tal caso 
se muestra en la Fig. 3.22. Si ahora R = 7r, la Ec. (3.36) da 0 = 64 y 4 gira una vez 
en el espacio por cada 60° de giro de la línea OC. 

Si la senda o trayectoria fuese convexa, para R = 2r tendríamos: 


Ye = 3rb8, y ve =108, > 34 = 0 4 


y la rueda giraría en el espacio tres veces más y también tres veces más rápido que la recta 
OC (Fig. 3.23). 
Fin 
(3 rev 
completas) 


Final (6 rev) 


2 rev 
completas Ll 


Figura 3.23 


*Podría parecer entonces a primera vista, que el cilindro debe girar dos veces por cada revolución de OC. 
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Movimiento de engranes conectados 


La clase final de problemas de rodamiento tiene que ver con los engranes o ruedas dentadas. 
Los engranes se usan para transmitir potencia.-Sus dientes engranes se perfilan de modo que 
impartan velocidad constante al engrane impulsado cuando el engrane impulsor gira a veloci- 
dad angular constante. : i 
Sin embargo, los engranes violan la condición de rodamiento; existe necesariamente al- 
gún resbalamiento, ya que los puntos de contacto no tienen velocidades iguales (excepto en 
9 = 0), como puede verse en la Fig. 3.24; no obstante, los dientes se cortan de modo que 
podemos tratarlos correctamente para fines dinámicos como si fueran dos cilindros rodando 
uno sobre el otro en las circunferencias de base. Así, cuando los centros están articulados 


como en la Fig. 3.24, podemos usar la relación 


No se 
muestran 
los rayos 


Solución 


Estrella de 


r¡0, = 1202 (3.37) 


i 
; j 
en donde r, y r, son los radios de paso de los engranes B, y Ba, respectivamente. Pode- 

mos usar también la derivada de la Ec. 3.37 (ya que es válida para toda f): 


T0 = r20 3.38 
re ‘ici : Q38) mos a este ““cuerpo” B, 


Notemos que la relación de los radios es inversamente proporcional a la relación de las veloci- Va = V4 + 05 X Tap 


dades angulares (y directamente proporcional a la relación del número de dientes, ya que la 
forma y separación de estos deben concordar). Se considerarán ahora varios ejemplos. (El 
primero se refiere a una transmisión de cadena, que es una especie de engranaje.) 


Pero œw = 0, por lo que . 


Va =W 


con los respectivos centros de #8, y 8: 


adds de Y 


Ve, + W, X tca = Ve, + 0) X To,p 


w, X Ica = 0, X Tc,p 
Esto significa simplemente que (vea el diagrama): 


rw, = 1,0, 


13 plg 

88 pie/s Y 12 pl 
Figura 3.24 Dientes de engranes cilindri- Ye, ma = 16 mph ple/s pig 
í : 60 mph / 1 pie 


cos en contacto. 
: o bien 


w, = 13.5 e rad/s 


la (maza (o rueda catarina trasera) (que está fija rigidamente a la 
rueda respectiva). Los diámetros de las ruedas de biciclo son de 26 plg. 


Cadena una velocidad Las velocidades de A y B (los dos extremos del tramo recto superior 
de la cadena) son iguales. (Como muestra el diagrama, A está justa- 
mente saliendo de la maza 4,; B está a punto de entrar a la estre- 
lla 43,.). Para probar esto notamos que el tramo AB en traslación 
de la cadena se comporta como si fuera rígido, de modo que si llama- 


A continuación relacionamos las velocidades iguales de A y B 


Ahora, las velocidades de C, y C, son cada una igual a la velocidad 

de la bicicleta en su conjunto (la velocidad común de todos los pun- 

tos en traslación). Por consiguiente vc, Y Vcz se cancelan dejando 
` 


Como la velocidad de la bicicleta es de 10 mi/h, tenemos 


= 176 plg/s 


Ejemplo 3.19 
g q Por tanto 
Hallar la velocidad angular de la estrella (o rueda catarina delantera) T; 9 ' 
(fija rigidamente a las manivelas de los pedales) de la bicicleta del dia- Oa m A (13.5) (Los radios son proporcionales a 
grama, si ésta viaja a 10 mi/h. Hay 26 dientes en la estrella y 9 en ? los números de dientes). 
= 4.67 rad/s 


El ciclista debe hacer girar entonces los pedales a 4.67/2 1 = 0.732 rev/s. 
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n- Ejemplo 3.20 


El marco de referencia J es una corona de engrane fija con dientes 
interiores (no se muestran en el diagrama) que embonan con los del 
engrane planetario 4%,. Los dientes de Æ, también embonan con 
los del engrane solar 4%, que está articulado en el punto central 
g al marco %,. El brazo Æ, tiene velocidad angular (0, (t) anti- 
horaria. Obtener la velocidad angular de Æ, en términos de R, r y 
w. 


Solución 


Se considera J como março de referencia al cual se referirán todos 
los movimientos. Nos fijamos primero en el brazo #,, ya que co- 
nocemos su velocidad angular y la velocidad (lineal) de uno de sus 
puntos (v, = 0). De acuerdo con el diagrama de Æ, podemos 
escribir 


0 E n 
ve S 0 ads JA Ea 


= |R + rjo 


(1 


(Nótese que aliheamos a Î paralelo a OP por conveniencia; no hay 
que dibujarlo siempre hacia la derecha). 

Los puntos de 4, y “4, que están articulados en P tienen ia 
misma velocidad en todo momento. Además, los puntos de 3 y 8, 
en D (vea la figura anexa) están en contacto y cada uno tiene velocidad 
nula* ya que D está fijo en 3. Entonces 


yo wk x (-rî] i La 
o bien 

[R + 104 = —r01) 
Resolviendo para determinar ú», se obtiene 


— [R + rjw < R+r 
r a 


wm? x (2) 


Podemos ahora obtener la velocidad lineal del punto Q de 4, 
que es el punto en contacto con el diente de 83: 


0 ” n 
Yo = yo + wk x [—2ri) 


Sustituyendo w, en términos de w, (Ec. 2) obtenemos 


Yo = UR + 10) 18] 


*Como hemos señalado, los puntos de contacto de los dientes necesariamente resbalan entre sí. Los puntos usados 
en el análisis no son en realidad puntos de los dientes sino puntos imaginarios sobre las circunferencias de paso del engra- 
naje; además, los radios dados en los ejemplos y problemas son los radios de esos circulos. 
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Nótese que O tiene el doble de la velocidad de P ya que está al do- 
ble de la distancia que P del centro instantáneo D de 4. 
A Finalmente llegamos al cuerpo de interés Æ, (vea el'diagrama). 
Q : —- Circunferencia Sabiendo que Q y Q’ (los puntos en contacto en los dientes sobre 43, 
N , de paso y KB, respectivamente) tienen iguales velocidades al moverse juntos 
tangencialmente a la circunferencia, obtenemos: 


Vo: = Vo + wk x Rí 


2(R + 1)0,) = 0 + Row) 


Entonces la rapidez angular de /% en 3 es 


2(R + rjw, 
q. 


Y la velocidad angular de #, en J es 


DA 2[R + rjw > 
= ñ k 


wk 


i Nótese en el ejemplo anterior que el punto de 4% que está pasando sobre el punto Q 
tiene una velocidad R.w, que es, por supuesto, menor que la velocidad Va del diente en con- 
tacto en Q. Esta velocidad es R (w3: = AR + r) 0,, que es más del doble de R w 

Notemos también que puesto que las respuestas ` a 


R+r 2{R 
olh y w o 


oli) = 


son funciones completamente generales del tiempo, las aceleraciones angulares se obtienen in- 
mediatamente por derivación en que &, = 0): 


R+r 2(R + 
al a PE aat 


alt) = 


En vez de derivar obtendremos en el siguiente ejemplo esos dos resu:tados de otra manera: 
por el uso repetido de la Ec. (3.19). El propósito es adquirir destreza en su manejo en proble- 
mas de engranés con cuerpos múltiples. El procedimiento del ejemplo siguiente debería haberse 


seguido en el ejemplo anterior si éste se hubiese resuelto mediante valores instantáneos en vez 
de haberlo hecho de modo general (con símbolos). i 


Ejemplo 3.21 


Hallar las aceleraciones angulares de «a, y «aj, de los engranes 
solar y planetario en el ejemplo anterior en términos de R, r, w, y 
Az , siendo estas últimas funciones del tiempo t£. 


Solución 


Relacionando las aceleraciones de P y O sobre el cuerpo 4, se 
obtiene (vea el diagrama siguiente): 


ap = —IR + 10H + [R + rai *- 
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Esta aceleración se transmite al punto P coincidente sobre 84, . Re- 
lacionando D y P sobre el engrane planetario ¿3 tenemos 

N =- H ri 

ap = Api =. ap + Uk x Iv — oi 


= —|R + 0% + [R + aj + ok x ri — wri 


| *, Recordando que 


R+r 
m= 


(02 


los coeficientes de Î dan, entonces 


—(R.+ 2r][R +r) 3 
o f 


âp = 


y los coeficientes de ĵ: 


¿IR + rjo * s R+r 
MAA o bien «a, = z 


Ahora necesitamos ag, siendo Q el punto en el diente de 4%, en 
contacto con el engrane solar 43: 


a —2r 
ag = ap + ik x tho — Vito 
[R + 2R + a i; > 2R+dA? z 
R F NR Fa SL PAN e A wzi 
ORR ys 


wi + 2(R + 10.) 


Nos referimos ahora al cuerpo /%, para completar la solución. Re- 
lacionando el punto Q’ en el diente con O sobre ¿3 se obtienen las 
componentes de ag (vea el diagrama). Las componentes de la acele- 
ración tangencial de Q y Q’ son iguales* ya que los dientes están en 


*Esto es cierto aun cuando ningún centro de los cuerpos está fijo y la geometría es irregular. En tanto exista roda- 
miento, las componentes de la aceleración de los puntos en contacto en el plano tangente a los dos cuerpos, son iguales 
siempre durante un movimiento plaho. (Véase “Contact Point Accelerations in Rolling Problems”, -D.J. McGill, 
Mechanics Research Communications, T(3), 175-179, 1980. 
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contacto y se mueven juntos: 


Ao; = 4g, = 2UR + rJa, = Ray ; 


Por lo tanto 


21R + r) 
== a 


%3 


Nótese que podemos expresar la componente de la aceleración normal de Q’ en términos 
de (0, usando el resultado para œw, del problema precedente: 


Z 
âo, = — Ag, = +Rwj3 = s[e o| 


_A(R + 1)%05 
R 


Nótese que también podríamos haber obtenido las aceleraciones de D y Q como puntos 
en los bordes de ruedas en rodamiento sobre pistas o vías curvas usando las Ecs. (3.31) y (3.32) 


Observando que p ara Pes (R + r) presentamos estas comprobaciones arciales de nue: 
p! , i p S nuestra 


E Das r 
ap = I +-=)]r0?%%, = (1 D 215 
( z) n ( ti zwi i) 
R + 2r 2 R+2r\ (R+ 2 
== F a r A 


SRE AR tn 


” 


27 


= F 21 (igual que antes) 
ap = 210%, ri ES De, 
© P 

= 21 —a (+5) — ro?( 1 - 1-1 

ss ! R+r y 
= wzi — 2ra,j ` 

R+r | 1 

aR [Rir ye -R+ 7. 
al r 0) 1 — a 7 aali 
O RAIR j i 


23 7 
w31 + 2[R + riaj (igual que antes) 
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Problemas/Sección 3.6 


AAA AAA 


3.84 La rueda en la Fig. P3.84 tiene rodamiento sobre el 
plano con velocidad angular constante de 1 P rad/s. En- 
cuentre la velocidad del punto Q usando el centro instantá- 
neo (0) de velocidad nula. Luego revise el resultado usando 
la Ec. (3.8) para relacionar Vo CON Yp. 


Q 


Figura P3.84 


3.85 En el problema anterior, suponga que el plano Y en 
que hay rodamiento no esta fijo al marco de referencia 
sin que se traslada en él (esta vez el marco de referencia es 

G ) con velocidad constante de 3 pie/s hacia la izquierda, 
(Vea la Fig. P3.85). 


a. Encuentre el centro instantáneo de velocidad nula O. 
b. Calcule nuevamente vo. 


1 rad/s 


Figura P3.85 


3.86 La rueda en la Fig. P3.86 rueda sobre la barra. Si en 
un cierto instante la barra tiene una velocidad de 2 m/s ha- 
cia la derecha y la rueda tiene una velocidad angular antiho- 
raria de 0.5 rad/s, determine la velocidad de: (a) el centro 
de:la rueda y (b) el punto P. 


05m. ON rad/s 
po "ee 


PA A 2 m/s 
D 


E o q) 
Figura P3.86 


3.87 La Fig. P3.87a muestra el, modo en que las ruedas de 
ferrocarril descansan sobre los rieles. Si el tren viaja a velo- 
cidad constante de 80 mi/h y no resbala sobre la vía, deter- 
mine las velocidades de los puntos A, B, D y E sobre la recta 


vertical que pasa por su centro C (Fig. P3.87b). ¿Que punto 
está moviéndose hacia atrás? ¿Por qué? 


Figura P3,87a. 


Figura P3.87b 


3.38 En el problema anterior encuentre las velocidades de 
los puntos F, G y H. 


3.89 Obtenga las velocidades de los puntos B y C en la 
Fig. P3.89 si.el cilindro no resbala sobre los cuerpos 4, 
y ¿5,. en traslación. 


` Figura P3.89 


=3.90 Dos hombres, uno alto y el otro bajo, caminan hacia 
arriba sobre planos inclinados idénticos, tirando de carretes 
idénticos por medio de cuerdas enrolladas alrededor de los 
cubos de los carretes. (Fig. P3.90). Ambos hombres cami- 
nan a la misma velocidad constante v,, y las cuerdas están 
enrolladas en las direcciones opuestas indicadas. Li los ca- 
rretes no resbalan sobre el plano, uno de los hombres será 
atropellado por su propio carrete. Demuestre cuál es y cuánto 
tardará el carrete en atropellarlo a partir del instante mostrado. 


3.91 Un cilindro 4” de radio r rueda sobre un arco circular 
con radio de curvatura constante R (Fig. P3.91). ¿Cuál esla 
releción de la velocidad angular del cilindro a ¿? 
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Figura P3.90 


3.92 Un disco con diámetro de 1.2 m rueda a lo largo del plano 
como se indica en la Fig. P3.92. Su punto central C tiene la 
velocidad 


Ye = (t? + 3t + 4Jim/s 


en donde 1 es el tiempo en segundos. Encuentre 
la velocidad del punto que se encuentra 0.3 m directamente abajo 
de C cuando (a) ! = 2s y (b) t = 5s. 


3.93 El tanque mostrado en la Fig. P3.93 se traslada hacia 
la derecha y en cierto instante tiene una velocidad vò y una ace- 
leración agi. (Estos valores son y y a para todos los puntos en 
el cuerpo del tanque y para los centros de sus ruedas.) Halle 
las velocidades de los cinco puntos P}, P}, Ps, Pa y Ps si no 
hay resbalamiento. Las ruedas tienen radio R. 


Figura P3.93 


3.94 La rueda tiene rodamiento sobre d, y de, (Fig. P3.94). 
La velocidad angular constante de la rueda en el marco J se 
muestra en la figura. Encuentre: 


a. La velocidad de los puntos de 3, relativa a Ba 

b. La velocidad constante de C en J para la cual las 
velocidades de T (sobre 23) y de B (sobre 4%) en 
J son iguales en magnitud y Opuestas en dirección. 


0.2 rad/s 


_ Figura P3.94 


* 3.95 Una cuerda inextensible está enrollada alrededor dei 


cilindro de la Fig. P3.95, ajustada en una pequeña ranura 
cerca del borde. El centro C se mueve hacia abajo con ve- 
locidad constante de 0.1 m/s. Encuentre las velocidades 
de los puntos A, B, D y E. Sugerencia: El cilindro no está 
rodando sobre el plano sino sobre. .... > ` 


Figura P3.95 
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cidad del punto del Æ, cuya velocidad sea máxima en la 
posición dada. Los centros de B, y Æ, están fijos como 
ejes al marco de referencia J, 


necesariamente cierto. Aunque los arcos de contacto sean 
iguales ello no implica que Æ, rueda sobre B. Para la 
rueda /3, sobre el plano B „mostrado en la Fig. P3.105b, 
dé valores constantes Že y 0 para los cuales los arcos de 


3.96 En el instante mostrado en la Fig. P3.96 el punto B 
del bloque (al que está articulada la barra B ) tiene una Va 
= 0,5 | pie/s. Encuentre la velocidad angular del cilindro 


en rodamiento. > 


Figura P3.96 


3.97 La Fig. P3.97 muestra una leva circular 43, y va 
seguidor oscilante que consiste del rodillo B, (que si ; 
sobre Æ) y de la barra %3. Si la leva gira con ads ac 
angular constante de 0.3 © rad/s, encuentre la A 
dad angular de la barra y del rodillo en el instante dado. 


3 plg 


y 45 plp 
Figura P3.97 


3.98 El cilindro de la Fig. P3.98 rueda hacia la izquierda 

con velocidad constante de su centro igual a vc. Una barra 

se encuentra articulada al cilindro en B y su otro extremo 

A resbala sobre el plano. Calcule la velocidad de A cuando 
0 = 0%, 90%, 180% y 270°. 


Figura P3.98 


3.99 La rueda 2 en la Fig. P3.99 tiene velocidad an- 
gular de3 p rad/s. Encuentre las velocidades angulares de 
la rueda 43, y de la barra doblada %4. 


* 3.100 El carro Æ, en la Fig. P3.100 viaja de izquierda a 
derecha, sus ruedas traseras Bı ruedan con velocidad ans 
gular constante de 0.2 ə rad/s. Las ruedas delanteras %3 
ruedan sobre la superficie parabólica mostrada, Las ruedas 


Figura P3.99 


Figura P3.100 


tienen un radio de 0.4 m y y su eje se halla fijo al carro. En- 
cuentre la velocidad angular del carro Æ, en el instante 


dado. Sugerencia: e 
5 
Y tah p=2 
dx 4 
h 


b = 63.43° 2 


3.101 Las velocidades angulares constantes de la corona de 
engrane B, y del portador B, mostrados en la Fig. P3.101 
son de 2 5 rad/s y de 10 p rad/s, respectivamente. 
Determine la velocidad angular del engrane 43, y la velo- 


Figura P3.101 


3.102 La barra £, que está articulada al cilindro ds, , se contacto son iguales pero las velocidades de los puntos 


traslada hacia arriba en la dirección y con velocidad cons- 
tante de 4 pie/s (Fig. P3.102). La barra 43, está articulada 
al marco de referencia en O y descansa contra el borde de 
B, , como se muestra en la figura. Existe contacto de ro- 
damiento entre #, y Æ,. Encuentre las velocidades an- 
gulares de “8, y B, en el instante mostrado. 


Figura P3.102 


3.103 Si las velocidades dadas de P y O en el Problema 3.89 
son constantes, encuentre las aceleraciones de C y B. 


3.104 Si en el Problema 3.89 las aceleraciones respectivas 


de Py Qson:  — m/s,y2 => m/s), encuentre la acelera- 
ción angular del cilindro. 


3.105 Los arcos sombreados sobre B, y B, (Fig. P3.105a) 
son siempre iguales si los dos cuerpos se encuentran en con- 
tacto rodante; sin embargo el enunciado recíproco no es 


Figura P3.105a 


Figura P3.105b 


de contacto no lo son. Sugerencia: Observe los arcos som- 
breados sobre ¿3 y ¿3h en la Fig. P3,105b. 


3.106 Si en el Problema 3.99 la aceleración angular de 4, 
es a, =1 5 rad/s? en el instante dado, encuentre az 
y «a para ese momento. 


3.107 En el Problema 3.93 encuentre las aceleraciones 
ae los mismos cinco puntos Pi Pa, P3, Py y Ps. (Vea la 
Fig. P3.107). ` P f 
3.108 En el Ejemplo 3.12' note que el punto $ es el centro 
instantáneo de Æ , de modo que vs = 0 y as = rw? Î 

= —1.2] (usando la convención de signos de ese ejemplo). 
Aplique esos resultados, en vez de Ve y ac, para recalcular 
la velocidad y aceleración de los puntos N y E; compare sus 
resultados con' los del ejemplo. Ñ 


3.109 En el Ejemplo 3.12 encuentre la velocidad y la acele- 
ración del punto W, 


3.110 Durante el inicio del movimiento de las dos ruedas 
de fricción (Fig. P3.110), la velocidad angular de ¿5% es 

w, = 5t? 5 rad/s?. Suponiendo contacto de rodamien- 
to, calcule la aceleración del punto 7, que está en la parte 
superior de Æ, cuando í = 3 s. 


Figura P3.110 
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3.111 Una rueda tiene rodamiento sobre una curva de 
10 cm de radio. (Fig. P3.111). En el instante mostrado la 
rueda tiene una velocidad angular de 4 rad/s y una ace- 
leración de —3 rad/s% En el instante mostrado en- 


cuentre: 


La velocidad y aceleración de C 

La velocidad y aceleración de A 

(d/dt) va 

El centro de curvatura de la trayectoria del punto T. 


a 72 


Figura P3.111 


3.112 En el Problema 3.87 encuentre las aceleraciones de 
los puntos A, B, C, D y E. 


3.113 En el Problema 3.88 encuentre las aceleraciones de 
los puntos F, G y H. 


3.114 Un momento aplicado al engrane Æ}, en la Fig. 
P3.114 genera una aceleración angular constante œ = 2 

Ð rad/s?. El otro engrane, ¿3,, está fijo en el marco de 
referencia. Determine: 


a. El tiempo requerido por C para regresar a su punto 
de partida después de una revolución alrededor de 
B, habiendo partido del reposo. 
b. El número de vueltas dadas en el espacio por B 
durante la revolución completa. 


Figura P3.114 


3.115 Calcule la aceleración del. centro instantáneo de la 
baria 2 en el Ejemplo 3.15. 


3.116 Elengrane 4, yla manivela 2», tienen velocida- 
des angulares wọ. y aceleraciones angulares Ag en el 
instante mostrado en la Fig. P3.116, en las direcciones indi- 
cadas. Encuentre los vectores, velocidad angular y acelera- 
cion angular de los engranes £}, y Ba, en el mismo 
instante, si /3, está articulada a B ¿y Ba. 


Win A 


PEI centro C del pequeño cilindro B, en la Fig. P3.117 
tiene una rapidez de 0.11 m/s al moverse en sentido hora- 
rio sobre un circulo. El cuerpo: /%, rueda sobre el cilindro 
grande ¿3,. En la posición de la figura, £ = 10 s. Encuen- 
tre la aceleración del punto B de la barra Æ, que está en 
contacto con 8, en el instante dado. 


| A, está articulado a 4, en C y 
b resbala sobre 4 


Figura P3.117 


3.118 En el Problema 3.89 sea ap = 0.2 => m/s? y ag 
= 0.1 = m/s? en el instante mostrado. Suponiendo que no 
hay resbalamiento, encuentre las aceleraciones de B y C. 


3.119 Los dos cilindros idénticos Æ, y 4% (Fig. P3.119) 
están unidos por la barra 43, (que está articulada a sus cen- 
tros) y ruedan sobre la superficie como se muestra. Si la 
velocidad angular de ¿3 es (0, = wW Ə = constante, 
encuentre las aceleraciones angulares de $, y ¿5 en el 
instante dado. 


Figura P3.119 


3.120 El punto A del bloque deslizante tiene en el instante 
mostrado en la Fig. P3.120 una v4 = 12 Î plg/s y una 


a4=6 1 plg/s?. Encuentre la aceleración an, ular de la 
B! 


3.1 21 Dos ruedas de 5 plg de radio ruedan sobre una su- 
perficie plana (Fig. P3.121). Una barra 43 de 13 plg está 
articulada a las ruedas en A y en B. Si C tiene una velocidad 
constante de 20 pie/s hacia la derecha, encuentre para la 
posición mostrada, la aceleración de A. 


Figura P3.121 


grs 
Figura P3.125 


Figura P3.123 í 
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3.122 Vea la Fig. P3.122. La velocidad del pasador en el 
bloque 4 es de 0.2 | m/s y su aceleración es de 0.5 

1 m/s? en la posición indicada. Halle para este instante 
la velocidad angular y la aceleración angular del cilindro si 
hay suficiente fricción para impedir que resbale. 


3.123 Una rueda tiene rodamiento a lo largo de una super- 
ficie curva. En la posición mostrada en la Fig. P3.123, su 
velocidad angular œw es de 3 p rad/s y su aceleración ` 
angular es a = 5 Ð rad/s?. Determine en este instante la 
aceleración angular de la barra ¿2 y la aceleración del pasa- 
dor B del bloque deslizante. 


3.124 En el.Ejemplo 3.13 encuentre la aceleración del 
pistón cuando ( = 0%, 180%, 270%, 


3.125 El punto central C del engrane B, enla Fig. 3.125 
se mueve en un plano horizontal con rapidez constante y, 
La corona 9 está fija en el marco de referencia y la velocidad 
angular constante de 8, tiene sentido horario. Encuentre 
la aceleración del punto Q de 4,. 


3.126 Si una bola de un cojinete (Fig. P3.126) no resbala 
ni sobre el eje ni sobre la caja fija, encuentre la velocidad 
y la aceleración del centro de la bola en términos de la velo- 
cidad angular y de la aceleración angular del eje (w y 0). 


Eee 


Figura P3.122 


Figura P3.126 
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3.127 La bola en la Fig. P3.127 rueda-sobre la superficie 
fija y en el instante mostrado tiene velocidad angular w 
= 3k rad/s y aceleración angular a = — 2 k rad/s?. 
Para tal instante encuentre: 


a. Las velocidades de A y B 
b. Las aceleraciones de A y B 
c. (d/dt) |vg| 


3.128 La velocidad angular de la manivela 4, en la 
Fig. P3.128 es constante e igual a 3 5 rad/s. En la posi- 
ción dada, encuentre la velocidad del centro C de la rueda 

d, y también determine la aceleración angular de B, que 
rueda sobre la vía circular. 


i 

3.129 Los cilindros 4, y 8, en la Fig. P3.129 tienen 
radios de 10 plg y ruedan sobre los planos respectivos. La 
barra Æ} tiene 48 plg de longitud y está articulada a los 
_centros de los cilindros. El centro G de 4, tiene una vg 


= —10t > plg/s. Si en el instante mostrado ! = 5 s, en- 
cuentre œ, y 03 en ese instante. 


2cm 


Figura P3.129 


` 
Figura P3.127 


«3 cemal 


Figura P3.128 


3.130 La barra Y en la Fig. P3.130 tiene 25 cm de longi- 
tud y está articulada en B al cilindro rodante, El otro extre- 
mo de Y está articulado al rodillo en A. El centro del cilindro 
tiene una vç = 11.2 cm/s y una aç = 16.8 cm/s? hacia 
abajo en el plano en el instante dado; en este momento la 
recta B (D).es vertical, AD es horizontal y BC es paralela 
al plano bajo ella. Encuentre la aceleración del punto Ay 
la aceleración angular del cuerpo 4% en el instante indicado. 


3.131 La Fig. P3.131 muestra un disco de 10 pie de radio 
que rueda sobre una superficie plana. Tiene en el instante 
mostrado una velocidad angular de 2 rad/s y una acelera- 
ción angular de 3 rad/s?, ambas antihorarias: Encuentre un 


~ punto sobre el disco o el disco extendido que tenga acelera- 


ción nula en ese instante. 


3.132 Encuentre la aceleración del punto B que es el pasa- 
dor que conecta la barra ¿3 al bloque en la Fig. P3.132, en 
t = ls. La barra está en posición horizontal en f = 0 y la 
velocidad de C es vç = 2? — pie/s. 


Figura P3.130 


wa 


Figura P3,132 


3.133 Con referencia al Problema 3.121, si en el instante 


mostrado vç = 20 > plg/s y ap = 5 — plg/7, encuen- 
tre ay en este tiempo. 


* 3.134 Los engranes 43, y 43, enla Fig. P3.134 tienen 25 
y 50 dientes, respectivamente. La barra 45, tiene 2 pie de 
longitud y el radio de B, es de 1 pie. Determine la acele- 
ración del punto A cuando f = 0 si Xp = 0.2 sen Ti (en 
pies) (positivo hacia la izquierda) con 0 = 90% en f = 0. 


Figura P3.134 


* . 
3.135 En el instante mostrado en la Fig. P3.135, la barra 
B, tiene w, = nb rad/sy @ = 1/3 p rad/s?; 
elengrane 43, tiene œ, =2 71 rad/s p y a = 7/2 
5 rad/s?. En este instante, determine las aceleraciones de 
cada uno de los puntos de contacto en los dientes. 


PP plg 


E Ls 
ngranes , 
Figura P3.135 


* 3.136 La corona de engrane J en la Fig. P3.136 es esta- 
cionaria, La manivela Æ, gira con velocidad'angular cons- 
tante de 10 rad/s antihoraria, y tiene su eje en el centro del 
engrane solar Æ, (en S); soporta al engrane planetario B3 
(en P). Encuentre las aceleraciones de los puntos 4%, y Br 
que están en contacto entre sí, si el radio de 43, es de 3 plg 
y el de ¿ es de 10 plg. 


Figura P3.136 
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* 3,137 El punto O está articulado al marco de referencia J, 
(Fig. P3.137). Los radios de paso de los engránes 4, y ¿, 
son de 0.2 m. Las velocidades angulares de By y 48, son 
de 2 rad/s, horaria para Æ} y antihoraria para ¿y y 
ambas son constantes. Encuentre la magnitud de la acelera- 
ción máxima experimentada por cualquier punto de %4. 


Figura P3.137 


* 
3.138 La rueda en la Fig. P3.138 tiene rodamiento sobre 
el plano. Encuentre el radio y el centro de curvatura de la 
trayectoria del punto T'en el tiempo dado en función de r. 


Figura P3.138 


Ro 3 O bd 
3.139 Jna cicloide es la curva descrita por un punto sobre 


el borde de una rueda en rodamiento. Las ecuaciones en coor- 
denadas ortogonales de un punto sobre la cicloide, en térmi- 
nos del parámetro (p (el ángulo mostrado en la Fig. P3.139) son 


x = alọ — sen ọ) 


y = all — cos q) 


en donde a es el radio de la rueda. Recuerde que la curvatura - 
de una curva plana es 


i y" 
p (iya 


en donde p es el radio de curvatura. 


, 
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Figura P3.139 


a. Use la regla de la cadena 


y muestre que, para la cicloide, 


G p=-2%?ay1 — cos p 


b. Explique que significa el signo menos en la expresión 


para P. 


, 3.140 Muestre que para un cuerpo rígido 4% en movimiento 

plano, en tanto que œ # 0, existe un círculo de puntos P de 
43 cuyas aceleraciones pasan a través de cualquier punto C 

B. Sugerencia: Escriba ap = aç + ak x rcp — 0*rop 
demultiplique escalarmente ambos miembros por el vector R x 
Tcp- Suponga que ap || rop y vea si puede determinar rcp. Para 
una rueda en rodamiento muestre que los puntos son como 
se indica en la Fig. P3.140. . 


Puntos que se aceleran 
paasando por C 
i E 


dy dp Figura P3.140 


- * 3.141 Demuestre que para el cilindro rodante uniforme de la 
Fig. P3.141 existe un punto de aceleración nula en la posición 
indicada J si œ y œ tienen las direcciones indicadas y no son 
ambas nulas. Debe encontrar que las coordenadas de J son 


be, ya) = [raw?/(a* + a’), ra?/lw* + a’). 


c. Observe que P está en el punto más alto cuando (p 
= 7 y que |p| = 4a en ese punto. En esta configu- 
ración, demuestre que las siguientes dos expresiones para ere 


la aceleración de P concuerdan: 


ap = 


ap = 


aci + ak x rcp — 0?rcp 


se +e, sx 
p 


Figura P3.141 


Relación entre las velocidades dë un punto con respecto a dos 
marcos de referencia diferentes === S 


La Ec. (3.8) da la relación entre las velocidades en J de dos puntos del mismo cuerpo rígido; 
sin embargo, a menudo necesitamos otra ecuación que relacione las velocidades del mismo punto 
relativas a dos marcos o cuerpos diferentes. Esta relación (junto con una ecuación asociada para 
aceleraciones que será desarrollada en la sección siguiente) es esencial para resolver problemas ci- 
nemáticos que incluyen: cuerpos con movimientos especiales relativos a otros (como el pasador 
de un cuerpo que resbala en la ranura de otro). 

Para desarrollar esta ecuación debemos encontrar primero la relación entre las derivadas de 
un vector arbitrario A en dos marcos J y Æ. Comenzamos estableciendo ejes X y Yen J, 
y ejes x y y en ¿3 como se indica en la Fig. 3.25. A estos ejes asociamos las parejas de vectores 
unitarios (1, 3) e Ĝĝ, j), siempre paralelos respectivamente a (X, Y) y a (%,)). 

Notamos que si 0 (1) localiza al eje x respecto al X como se muestra, entonces 


Í = cos 01 + sen 1] (3.39) 
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Figura 3.25 


Î = —sen 01 + cos 0] i (2.40) 


Derivando en el marco J y notando que 1 y Î son ahí constantes, 


q = 1 = [sen OÊ + cos 0116 = 65 . (3.41) 
di a aE E 5 
y —(cos 01 + sen 0f) = —01 (3.42) 


f Ahora describimos el vector arbitrario A en el marco 43. (lo que significa expresar A en tér- 
minos de sus componentes ahí, o sea en términos de vectores unitarios fijos en dirección en £): 
Y): 

A =A,i + Ay) ` 


Derivando este vector en 3 obtenemos 
A = À + Aj+ Ai +A] (3.43) 
Ahora notemos que los dos primeros términos en el lado derecho de la Ec. (3.43) representan 


la derivada del vector A en £ porque Î y Î i í i i 
a y j no cambian ahí en magnitud ni en direcci 
a E dirección con el 


À =À 44754 4% 
Sustituyendo las derivadas de Î y j en J de las Ecs. (3.41) y (3.42) se obtiene 
JÀ =“A + IA Ĵ — AÑ) 
=À + Ók x (4, + Aĵ) 


> 
ll 


ve aR 
: “A+ Ok x A (2.44) 


La, velocidad angular Ok ha reaparecido y la Ec, (3.44) muestra que este vector tiene un 
propósito más general que meramente relacionar las velocidades en la Cinemática. Es de hecho 
el eslabón que permite relacionar las derivadas de cualquier vector en dos marcos diferentes (Este 
mismo resultado es también cierto en el movimiento general tridimensional con Atilio tridi- 
mensionales y una expresión más general para la velocidad angular, como se verä en el Capítulo 6.) 
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Figura 3.26 


Usamos ahora la Ec. (3.44) para relacionar las velocidades de un punto P en dos marcos 
y  . Dela Fig. 3.26 los vectores de posición de P en esos dos. marcos están relacionados por 


Top = Yoo: + To'p (3.45) 
Derivando esta ecuación en J obtenemos 

op = oo: + io'r (3.46) 
Los primeros dos vectores en la Ec. (3.46) son por definición las velocidades de P y O’ en J: 


Veja = Yog + "top (3.47) 


A nee ía 34343/3/$/_ << 


Pregunta 3.16 (a) ¿Por qué el último vector en la Ec. 3,47 no es la velocidad de Pen J? 
(b) ¿Por qué no es la velocidad de P en 4? 


A ____——__ LK 


Para reemplazar TE g:p por un vector con el que podamos operar, usamos la Ec. (3.44), 
identificando rg» con el vector A: 


op =“igp + OR X rop ` (3.48) 
Por lo tanto, aceptamos que Biom eS Vpjg Y sustituyendo la Ec. (3.48) en la (3.47), obtenemos 
Veja = vrje + Vos + Ôk x rop a > (3.49) 
Otra manera de expresar la Ec. (3.49) es imaginar a Æ como un “marco móvil” con respecto 
a un marco “fijo” Y. Entonces las velocidades de P pueden escribirse simplemente como Vp 


cuando la referencia es 2 (vp = Vpjġ ) y COMO Vre; cuando la referencia es el “marco móvil” 
B (Wie = Vp¡s ). Entonces podemos escribir la Ec. (3.49) en notación abreviada como 


Vp = Ya + Vo +wx, r (3.50) 


en donde r = ro» (posición de P en el marco móvil) y œ es la velocidad angular de 4% respecto 
a J. El lector encontrará esta forma de la Ec. (3.49) más fácil de usar cuando haya sólo un 
‘marco móvil”. 
Denotemos ahora con P el punto de 43 (o 8 extendida) que coincide con P. Entonces To'p 
= rop y los útimos términos de la Ec. (3.49) o de la (3.50) son, según la Ec. (3.8), la velocidad 
de P’ en J: . 


Veja = Ve + Veja : (3:51) 
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Figura 3.27 


En palabras, la Ec. (3.51) dice que en un tiempo cualquiera, la velocidad de Pen es la suma 

de la velocidad de P en ¿3 más la velocidad en 2 del punto de /3 coincidente con P*. 
Como un ejemplo preliminar considere la Fig. 3.27 en donde el pasador Q se mueve hacia 

la derecha. Sea P el centro del otro pasador que está ligado al marco J. Entonces podemos escribir 


Veja = 0 = Voje + Veg > Veg = — Vr 
El movimiento en /3 del centro del pasador es necesariamente a lo largs de una línea recta 
dentro de la ranura de ¿%. Por ello la velocidad de P' (el punto de £ extendido coincidente con 


P) es también paralela a la ranura y en dirección (7 ) opuesta a la de Vera ( Y ). Considere- 
mos ahora varios ejemplos detallados del uso de la Ec. (3.51). 


Ejemplo 3.22 


! Una avispa camina radialmente y hacia afuera con velocidad constante 
de 2 plg/s sobre una línea recta relativa a un disco en ròtación con 
w = 33 1/3 rpm. Encuentre la velocidad de la avispa en el marco 

3 que es la caja que soporta al tocadisco. 


Solución 


Trataremos a la avispa como un punto Y; notemos que los vectores uni- 
tarios de la figura están fijos en nuestro “marco móvil” 4. También 


*Este último término se podría denominar velocidad vehicula 
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Ñ coinciden los orígenes (O°) y (O), ““móvil”” y “fijo” respectivamente. 
Usando la Ec. (3.49); ` 


VWyjs = Vyja + Yo's + Ok X roy 


i 331 m pari 
2i+ 0+ 3 60 


2 108 4 
2i + Fo plg./s 


Nótese como el segundo término crece linealmente con el radio. 


En el siguiente ejemplo, hay más de un “*marco móvil”. Para evitar el uso de subíndices, 
llamaremos a los cuerpos: 49, R y C en vez de 43, B, 43, . Así œ será (y, etc. 


Ejemplo 3.23 


p 


El casquillo € en el diagrama está articulado a la barra KR en P y 
puede resbalar libremente a lo largo de la barra 8. La velocidad angu- 
lar de Æ es de 0.2 p rad/s en el instante mostrado. Encuentre la velo- 
cidad angular de 43 en este momento y determine la velocidad de P 
relativa a 8. 


Solución 


Relacionamos las velocidades de P en J y en 8: 


Vejs = Vpw + Yoja + Oy X To'p 
en KR 


, - 
Vos + Op X Top = Veje) + lVos + Og X Tor) 


— = ¡ 
cero cero 
—0.2£ x [—0.5Í + 0.8665) = Vpya) + wyk x 0.866) i 


Coeficientes de Î; 0.173 = —0.8660, 

0, = —0.2 > 0,= —0.2k rad/s o + 0.2? rad/s 
Coeficientes de |: 0.1 = Vpyy 

Vps = 0.15 m/s 


Entonces el pasador se mueve hacia afuera sobre ¿3 que está girando 
en sentido horario. 


¿Tendrá 43 siempre la misma w, que K ? 


Pregunta 3.17 
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Nótese que en el ejemplo, no tuvimos necesidad de conocer la velocidad angular de €. 
Sin embargo es importante que el lector vea que we = w,. La razon es que £ y C sólo 
pueden trasladarse relativamente entre sí; línea fijas en ellos girarán con la misma en 3. 
Esta observación se necesitará en ocasiones (como en los Problemas 3.147 y 3.149), 


Ejemplo 3.24 


y El bloque 43 se traslada en una guía horizontal (vea el diagrama) y 
Q (sobre 4) d * a h 
ZORN jan es empujado por una barra £ que gira con velocidad angular wy 
= 10 ə rad/s alrededor del pasador en O. Calcular vo (velocidad 
del punto de contacto de 43 ), cuando 0 = 60°, 


Solución 


Sea el suelo el marco de referencia 3 y nótese que Tes'el punto de 
R coincidente con Q en el instante dado (el que hemos llamado P’ 
en la teoría). Usando la Ec. (3.51) se obtiene 


Vors = Yor + Vrjz i 


3 Por consiguiente, , 

î NEJ s E =2 al e 
j Ya = von( 5 - D) + [—10k) x E + 3) (1) 
E i Nótese que la velocidad de Q relativa a la barra R tiene una magni- 


tud desconocida Vow pero una dirección conocida (a lo largo de 
R). Conocemos también la dirección de Voz de modo qùe 


A TPE O T 
Yaa = Voi = F + 20 + -FT = voeg i (2) 


Igualando las componentes x de la Ec. (2),' 


Y i 
Vors = 20 + -2E , 18) 


E igualando las componentes Y 


20 


3 
0 E" E (4) 


La Ec. (4) da Voe = 13.3 pie/s, con lo que la Éc. (3) da 


Voy = Vai = 26.11 pie/s 


Vaja (= Yigal 
[i 


En el diagrama anexo se muestra el triángulo correcto que relaciona 
las velocidades de Q y T. Como comprobación, Vo cos 30% = (26.7) 


V3/2 = 23.1 y v, = V(20/,/3]? + 202 = 23.1 pie/s. 
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0 0224245 q 2 —$—$4+<« 
Pregunta 3.18 ¿Podría el ejemplo anterior resolverse usando vr; = Vr,g + Vo/g 


A A A 


Ejemplo 3.25 
; 
El disco Cde la Fig. 1, con el pasádor P unido a él, tiene un movi- 
miento angular limitado. Después de una rotación horaria de 45° desde 
la posición original (Fig. 2), el disco € tiene una velocidad angular 
w, = 2 » rad/s. Para este momento, hallar la w, del cuerpo 
| triangular ranurado J y determine la velocidad relativa a J del 
pasador P. 


P (pasador) 


Figura 1 


Solución .1 


Llamemos 3 al marco de referencia dado por el suelo. Relacione- 
mos las velocidades del pasador P en J y en J: 


e 1 
Vejs = Veja + Veya (1) 


en donde P“ es el punto de I coincidente con P. 
Podemos encontrar Vp; relacionándola sobre el cuerpo C a 
Vo, (que se anula): 


Vra = Ock x rop = —2k x (7.07 + 7.075) 

= 1.41Î — 1.41) plg./s 
Para encontrar vp,y, necesitamos la orientación de la ranura. A 
| 45° > ,la configuración es como se muestra en el diagrama anexo. 


Nótese que el centro S de la ranura se mueve sobre un círculo centra- 
| do en O y que una tangente a este círculo en S debe pasar por P en 
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geometría y trigonometría obtenemos del diagrama: 


y= tan”! Bici = 12.8" 
31.07 


7.07 
H = — = 31.9 plg 


sen y 
+ y = cos”! cid =41,27 
Por al = 
p = 28.4° 


Usando ọ para formar pjg: en la Ec. (1), tendremos: 
1.414 — 1.41Î = Vpjlsen 28.4 + cos 28.4%] + Verja 


en donde hemos usado el hecho de que conocemos la dirección pero 
no la magnitud de vp. (Se mueve en la ranura según el ángulo 
- calculado antes). Además, relacionando las velocidades de los pun- 
tos P’ y O sobre J, tenemos 


0 P a ra 7 
Vea = Vo, + Wk X rop = wk x (31.14 + 7.075) - 


o bien 

WPa = —7.07w Â + 31.10) , 
Sustituyendo e igualando los coeficientes de Î y de 5, obtenemos: 
Coeficientes dei: . 0.476Vp;y — 7.070, = 1.41 
Coeficientes deĵ:  0.880vp, + 31.1w,= —1.41 


Resolviendo estas ecuaciones se obtiene Vpis = 1.61, de modo que: 


Ypy = 1.61 fse plg./s i 


w = —0.0909 rad/s © w, = 0.0909 ? rad/s 


Al resolver los siguientes problemas se aconseja al estudiante co- 
menzar por seleccionar cuidadosamente un punto cuyas velocidades 
en dos marcos se relacionen por medio de la Ec. (3.51). 


Problem as/ Sección 3.7 


3.142 El bote Æ en la Fig. 3.142 parte de A y debe llegar 

a un punto B,100 pie rio abajo y sobre la orilla opuesta; . 
el río tiene una velocidad de 5 pie/s. Si 42 puede mover- 
se a 10 pie/s respecto al agua y si navega en linea recta 
de A a B, ¿Cuánto tiempo le tomará el viaje? 


a A RA 


b, 
Figura P3.142 


todo momento, ya que P debe permanecer dentro de la ranura. Usando . { 
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3.143 La barra 4 en la Fig. P3.143 gira en sentido hora- 
rio con velocidad angular de 0.25 rad/s, empujando duran- 
te este movimiento a la barra ¿3 . Encuentre (0, para el 
instante dado. 


0,25 rad/s 
ce 


i |--o. m—|+-—03 m-—», 


Figura P3.143 


3.144 El cilindro C en la Fig. P3. 144 rueda sobre una su- 
perficie circular. Cuando se encuentra en el punto más bajo 

* del círculo su velocidad angular es we = 0.2 5 rad/s y 
su aceleración angular es &y = 0.02 5 rad/s?. La barra 
B está articulada a C en E y está también articulada a 
un bloque en P que se desliza en la guía de S. La veloci- 
dad angular constante de S esde 0.3 5 rad/s. Encuentre 
la velocidad de P en S y la velocidad angular, de B enel 
instante dado. 


Figura P3.144 


3.145 La barra Æ está articulada al techo en A y resbala 
sobre la cuña W en B. (Fig. P3.145). La cuña se mueve ha- 
cia la derecha con velocidad constante de 5 pie/s. Encuentre 
la velocidad angular de la barra en la posición mostrada. 


Figura P3.145 


3.146 Según la notación del Ejemplo 3.24, demuestre que 
Vor = —Vrja- 

3.147 La barra 43 se desliza a través de un casquillo o colla- 
rín unido al cuerpo C (Fig. P2.147) y está articulada en P 
auna segunda barra 2 - R y C están articuladas al marco 
de referencia como se muestra, y KR gira con movimiento 
restringido y velocidad angular constante 0, = | rad/s, an- 
tihoraria. Encuentre la velocidad angular de C cuando el 
punto P está en la cima del círculo sobre el que viaja. 


Figura P3.147 


+ 3.148 El tablón / resbala sobre el piso.en A y sobre el blo- 


que D en Q. El bloque D se mueve hacia la derecha con 


. una velocidad constante de 6 pie/s, mientras que el extremo 


A del tablón se mueve hacia la izquierda con una veloci- 
dad constante de 4 pie/s. Para la posición mostrada en la 
Fig. P3.148, encuentre la velocidad angular del tablín. 


X 
E gen . 


Figura P3.148 


- 3.149 La barra Æ en la Fig. P3.149 tiene una velocidad 


angular de5 5 rad/s. Está articulada a otra barra Æ que . 


pasa a través de una ranura en -4 como se muestra. En el 
instante dado, encuentre la velocidad angular del cuerpo 4 y 
la velocidad de cualquier punto de R relativa a 4. Suge- 
rencia: Todos los puntos de X se trasladan en 4; ¿que 
implica esto para las velocidades angulares de R y 4? 


~ 3.150 Un mecanismo consiste de la manivela C articulada 
en O” balancín X articulado a O’ y de un cuerpo pequeño 
B que está articulado a C. y se desliza en la guía de X. (Vea 


- la Fig. P3.150). La longitud de C es / = D//2 en donde 
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Figura P3.150 


Figura P3.151 


D es la distancia entre O y O’. Si C tiene velocidad angular 
constante Wp Ə en un intervalo de su movimiento, en- 
cuentre (9 cuando: (a) 0, = tan”! (1/2) y (b) 0, = 90%. 


3.151 Los collarines_4 y C dela Fig. P3.151 están ambos 
articulados en C y se deslizan sobre las barras 42 y $, res- 
pectivamente. La barra 42 tiene una velocidad angular cons- 
tante Ok para 10% < 0 < 45°. Encuentre la velocidad del 
punto C relativa a 43 en función de D, 0 y 0 en este in- 
tervalo del ángulo g 


. 3.152 La Fig. P3.152 muestra una leva circular 4, y un 


seguidor 4%, de cara plana en traslación. Si B, gira con f 


velocidad angular constante (Wy © encuentre la máxima 
velocidad en el marco Y de cualquier punto de BB, en tér- 
minos: de wọ, y de la excentricidad ô. 


k e . . > 
3.153 La Fig. P3.153 ilustra un “mecanismo de Ginebra” 
en el que el disco 4 es guiado con velocidad angular cons- 
tante antihoraria y produce un movimiento rotacional inter- 


Figura P3.152 


Figura P3. 153 


mitente (echando a andar deteniéndose, esperando y 'así 
ciclicamente) del disco ranurado Æ. El pasador P está fijo 
en 4 y guía al disco 49 presionando sobre las superficies 
de las ranuras. Demuestre con el uso de la Ec. (3.51) que 
el disco 43 tendrá velocidad angular nula en las dos posicio- 
nes mostradas, una velocidad angular variable entre esas 
posiciones y velocidad angular nula mientras P está retor- 
nando a la posición () = 135”, Note que la operación del 
mecanismo requiere que la distancia entre O y O” sea VIR. 


3.154 En el problema anterior sea R = 0.1 m y Ò, =5 
5 rad/s = constante. Encuentre la velocidad angular del 
cuerpo ranurado 4% en el instante en que 0 = 160°. 


3.155 Las barras X y l en la Fig. P3.155 están articuladas 
en O y en O* el marco de referencia J. La barra L está 
también articulada al cuerpo ranurado 4? en B. El extremo 
superior de XK está articulado en P a un rodillo que se mue- 
ve libremente en la ranura de Æ. Las velocidades angulares 
de la barra Æ y del eslabón «£ son constantes: 


wp = 0.2 P rad/s 


w, = 0.4 Ð rad/s 


Determine la velocidad de Pen £ y la velocidad angular 
de 43 en el instante dado. 


Figura P3.155 


* 3.156 En la Fig. P3.156 el collarín C está fijo al brazo A 


y desliza a lo largo de la barra Æ. El brazo _4destá articulado 
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a un segundo collarín Æ en A; este collarín desliza sobre 
la barra L En el instante dado, œp = 0.2 p rad/s, 
= 0.1 p rad/s y la velocidad de todos los puntos de 
C relativa a la barra Æ es de 0.3 m/s hacia afuera (a lo largo 
de OC). Dé por inspección, la velocidad angular de 4 y 
encuentre la velocidad de los puntos de .X' relativa a £. 


3.157 Demuestre que la Ec. (3.8) para la velocidad de un 
cuerpo rígido puede deducirse de la Ec. (3.49). Sugerencia: 


Fije Pa 8 y la ecuación relacionará las velocidades en J de 
los dos puntos P y O' de 3 | Figura P3.156 


3.8 


Relación entre las aceleraciones de un punto con respecto a dos 
marcos de referencia diferentes 


Obtendremos ahora la ecuación compañera de la Ec. (3.49) que va a relacionar las aceleracio- 
nes de Pen J y en 8#. Derivando la Ec. (3.49) en J obtenemos 


apg => Mea + aog + Ök x top + ôk x op (3.52) 
Usando la Ec. (3.44) para ““mover la derivada” en el primero y último término del segundo 
miembro de la Ec. (3.52) se obtiene 

apy = (Ùp + OK X Vpis) + 205 + Ok X rop 


+ Ôk x [fiop + ÓR x rop) > ` (3.53) 


Observando que “rop = Vpy y que “py = App y reagrupando términos obtenemos 
de la Ec. (3.53): i 


äpy = apg + (aog + Ök x rop — Ö’rop) + 20k x vo (3.54) 


en donde Êk x lòk X top) = —Ó op como ya vimos en la sección 3.5. 

El término en paréntesis en la Ec. (3.54) es igual, según la Ec. (3.19), a ap»y, en don- 
de, como antes, P’ es el punto de 43 (ó Æ extendido) coincidente con P. Por lo tanto se tiene 
el siguiente resultado: 


apj = apiy + apy + 2ÓK X Voy (3.55) 


En palabras: La aceleración de P en Ẹ es igual a su aceleración en J, más la aceleración 
en Æ del punto de /3 coincidente con P, más la aceleración de Coriolis, 20k X Vpjy. 

La aceleración de Coriolis proporciona una diferencia esencial inesperada entre las formas 
de las Ecs. (3.51) y (3.55). 


Pregunta 3.19 Si derivamos la Ec. (3.51) en vez de la (3.49) obtendríamos (erróneamente) 


= 
apg = ` Vps + apyg 


I 


P 
Voje Y Ona X Vpjg + apyg 


= Apjg t apyg H Ong X Verja 


faltando la mitad del término de Coriolis. ¿Por qué está mal esta derivación? 


Ejemplo 3.27 
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Igual que hicimos con las velocidades, podemos simplificar la notación de la Ec. (3. 54) 
si sólo se tiene un ‘‘marco móvil” ( ¿3 ) que esté en movimiento, relativo al marco de refe- 


rencia (3 ): 

Ap = d + ao +a X r OT 20 X Va : 6.56) 
En esta ecuación, ap y A,¿, SON las acleraiones respectivas de Pen Y yen 8. Los vectores 
w y a son la velocidad angular y la aceleración angular de 4% en J (iguales a Òk y Uk ) 


y Y = rop (el vector de posición de P en el ““marco móvil”). Veremos ahora algunos ejem- 
plos que muestran el uso de las Ecs. (3.54) y (3.55). 


Ejemplo 3.26 


` Obtener la aceleración en el marco 9 de la avispa del Ejemplo 3.22. 


Solución 
Usando la Ec. 3.54 obtenemos 


ayjy = ayw + (ao + ök x Toy — 0%g:y) + 20k x Vyje 


l0r\? _ 107 - m 
o o + 0 = (2E) ia 220 Jen 


1007? . 40r 


5 Cai 2 
31 ri + 9 Î plg/s 


El ““término en j” en este Ejemplo es la aceleración de Coriolis. Nó- 
tese que la avispa tiene dos componentes de aceleración no nulas a 
pesar de que aquí r' y O son ambas igual a cero. 


Si en el Ejemplo 3.23 tenemos el dato adicional de que Uy = 0.25k 
rad/s? en el instante dado, encuentre Uy Y ‘âp. - (Vea el diagrama). 


w, = 0.2 rad/s 
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Solución 
i a j 
Relacionando las aceleraciones de P en 43 y J, tendremos a 
apg = apu + a09 + Ou X Top — Wito:p + 2049 X Veja 


en K 


A a a 

2 F È k 
a013 + UY X Top — WÍtop = Api + 8019 + La X Top — W¿To:p + 2|—0.2k}) x (0.15) 
S ki 
cero , cero 


en donde las respuestas al Ejemplo 3.23 se usan en el término de 
Coriolis. Sustituyendo valores obtenemos 


0.25k x (—0.51 + 0.8665) — 0.04(—0.5i + 0.866)) 
= Apu + ak x 0.866] — 0.04/0.866]) + 0.041 
Coeficientes Î: —0.217 + 0.02 = —0.8660,, + 0.04 
“ay = 0.274 = 0, = 0.274k rad/s? 
Coeficientes $5: —0.125 — 0.0346 = ap — 0.0346 


. apj = 0.125) m/s? 


El punto P se va deteniendo al moverse hacia afuera sobre 8 y tam- 
bién 4 se va deteniendo al girar en sentido horario. 


El lector debe notar en este ejemplo que %,. y %, son idénticas. El collarín obliga a los 
dos cuerpos 43 y C a trasladarse relativamente entre ellos de modo que, como se señaló al 
final del Ejemplo 3.23, ©, = 0,. Diferenciando esta ecuación, vemos que las aceleraciones 
angulares son también siempre iguales. 


Ejemplo 3.28 


paa 


O (sobre 2) 


Supóngase que en el instante dado (0 = 60%) en el Ejemplo 3.24 to- 
dos los datos son los mismos y que además a, = 30 > rad/s?, Se 
trata de encontrar la aceleración del bloque 43 (vea el diagrama anexo). 


Solución 


Nótese que si de nuevo usamos Q como el punto (del bloque 4) que 
se está moviendo relativamente a dos cuerpos (R y J), conocemos 
entonces la dirección de agw. (Es a lo largo de R ya que Q se mue- 
ve en línea récta sobre K. Sin embargo no conocemos la dirección 
de la aceleración # del punto T de la barra K. ` 
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La Ec. (3.54) da entonces 
aos = âo + agys + 20gk X Vaj 


Notando que el punto O” es el punto T, obtenemos 


(5 + 5) 
—=>i 
Bo” 

3 0 3 —— 10? 
i) ES o + gek x dor — top] 


+ 2-10K) x E 


lo 
i +. 


«E 
2 


api = col E 


Este resultado proporciona las siguientes ecuaciones escalares en las 
componentes i y j: 


60 800 


2 A 3 
Coeficientes de j: 0 = pg — —= — 200 + — 
IR 2 J3 


6 


Ao = 117 plg./s? 


l 20! 
EITE 


p E 


La aceleración del bloque en traslación es entonces: 


Coeficientes de Î: agı = 


agı = agi = 2281 plg./s? 


Ejemplo 3.29 


Si en el Ejemplo 3.25 agregamos 0, = 10 5 rad/s a los datos, 
hallaremos la aceleración angular de J y la aceleración de P relativa 
a J. (Ver el diagrama anexo). , ' 


ae = 10 rad/s? > 


Y i A ple 
Z 


wr = 2 rad/s 


7.07 plg 
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Solución 


j | 
De nuevo aplicamos la Ec. (3.55): . 
1 


Ap = Apo + ap + 2w,k x Vr 
(7.078 + 7.075) 
0 10. 2? a å 0 
den + oik X thp — alfor = apılsen 28.4°i + cos 28.45) + 3b 


E h 0.091? a 
+ ask x (31.14 + 7.07) — 0% 131.14 + 7.075) 


+ 2(—0.091K) x 1.62(sen28.4% + cos 28.4%) 


e igualamos los coeficientes de iy dej: 
Coeficientes de î: —99.0 = 0.4764p,3 — 7.0707 — 0.258 + 0.259 
Coeficientes de Î: 42.4 = apıs(0.880) + 31.10, — 0.0586 — 0.140 


Resolviendo estas ecuaciones resulta que a, = 5.12 rad/s?, de mo- 
do que 


ay = 5,12 5 rad/sec? 
ap = — 132 plg./s? o ap = 12 Auro plg./s? 


Ejemplo 3.30 . 


El pasador P en el diagrama está unido al carro Æ y se desliza en 
la ranura lisa de la rueda C ; ésta rueda sobre el plano rugoso 3. 

La posición del carro está dada por xp = 0.3, con xg en metros 
cuando ? está en segundos. Encuentre we y «, en el instante dado 
(t = 3 s) y determine la aceleración de P en la ranura en este momento. 


Solución 


valores corresponden a los vectores velocidad y aceleración de todos 
los puntos del carro 4, en particular de P. En f = 3 s, tenemos 
va = 1.81 m/s y ag = 0.61 m/s?. 


Ya que xy = 0.3£, tenemos que va = 0.6 ti y ag = 0.6 Í; estos . M 
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Relacionando las velocidades de P en los marcos C y J, ob- 
tenemos: 


, Vejs = Vpje + Ypg 
vi = VejeÎ + 0.60. 
Coeficientes de Í: y, = 1.8 = 0.60,=>w,= 3 Ð rad/s 
Coeficientes de Î: Vre = 0 


Relacionando las aceleraciones por medio de la Ec. (3.54) obtene 
mos: 


apiy = Ape + apyg + 20,9 X Vpje 
ad 


AAA, 
api = Apje) + 0.601 + 0.202 + 0 
Nótese que hemos relacionado P” (el punto de C extendido coinci- 
dente con P) y el centro de C (o sea C) para obtener: 
a 
apys = Ac + tek X sé — Wélcp: i 
0.4 ET 
= Raci + 0.2aei + 0.202) 
= 0.6%. + 0.202 
Resolviendo las ecuaciones se tiene; 
Coeficientes de Í: ap = 0.6 = 0.6ao = ao = l P rad/s? 


Coeficientes de Î: ape = —0.2w} = —0.2(32) = — 1.8 m/s? 


La aceleración de P en la ranura (que es su aceleración en C.) 
es de 1.8 | m/s?; es hacia arriba porque la supusimos en la dirección 
positiva de y (]) y obtuvimos una respuesta negativa. Nótese que 
aunque P está momentáneamente en reposo en la ranura (vpe = 0), 
tiene que “estar listo””, para moverse hacia afuera ya que 43 se está 
trasladando hacia la derecha y C está rodando en esa dirección. Es- 

. to es lo que significa ap,ç = 1.81 m/s?, 


Problemas / Sección Si n 


3.158 Un insecto 4 se arrastra hacia afuera con rapidez 


uniforme, relativa al brazo en rotación, de 3 pie/s. En la po- 
sición mostrada en la Fig. P3.158; @ = 2 rad/s y =4 
rad/s?, ambas antihorarias ¿Cuál es la aceleración del in- 


secto? Indique la dirección en un croquis. p 
, 


3.159 El mecanismo mostrado en.la Fig. P3.159 se usa pa- 
ra levantar y bajar el martinete X. La manivela C de 26 cm 


R 


de longitud gira en sentido horario a 30 rpm constantes. Está ii 
articulada al bloque £, que se desliza en una guía en 4. Figura P3.158 


¥ 3,163 En la Fig. P3.163, 
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Si en £ = 0 el punto A está directamente arriba de O, en- 
Cuentre la velocidad y la aceleración de 4 en función del 
tiempo. (El bloque y el martinete están ligeramente situados 
a un lado de ( para no interferir con el pasador en O). 


ana 


Figura P3.163 


3.164 En el Problema 3.151 determine la aceleración de C 
relativa a Æ como-función de D, 0 y 0. 


3.165 Las barras 4 y Y (Fig. P3.165) pasan libremente 
a través de los collarines cortos, que pueden girar entre sí 
gracias a la conexión de rótula mostrada. Si las barras A y 
¿X giran con velocidades angulares constantes de 0.4 5 rad/s 
y de 0.2 Ð rad/s respectivamente, encuentre la velocidad 
y la aceleración de la conexión con respecto a / ya £ en 
la posición indicada. 


“Figura P3.159 


3.160 La barra 4 en la Fig. P3.160 tiene una velocidad 
angular de 0.25 P rad/s y una aceleración angular de 0.15 

5,rad/s? en el instante dado. Encuentre la aceleración 
angular de Æ en este momento (Vea el Problema 3.143), 


0.25 rad/s 


ASA! 
0.3 m—] 


Loz mo — 


Figura P3.160 


3.161 En el Problema 3.144 encuentre la aceleración de P 
en .S y la aceleración angular de 4. 


3.162 En el Problema 3.155 encuentre, para el mismo instan- 


Figura P3.165 
te, la aceleración de Pen ¿7 y la aceleración angular de ¿45 à 


* 3.166 La rueda W en la Fig. P3.166 tiene una velocidad 
angular horaria constante de 2 rad/s. Está conectada por el 
eslabón l al bloque 4. El extremo B de la barra Æ des- 
liza en una ranura vertical en el bloque £. Para la posi- 
ción mostrada, encuentre la velocidad angular y la aceleración 
angular de la barra Æ si el bloque £' se traslada. 


d 2 
qe Mal = 3 ple/s 


va = 4 > plg/szc y 
Si la barra permanece en contacto con el escalón y con la 
superficie curva, encuentre su aceleración angular. Sugeren- 
cia: Considere el punto Q (fijo al escalón) como el “punto 


móvil”” y note que Q se mueve sobre una recta relativa a 
la barra. 


* 3.167 "Ampliando el Problema 3.149 suponga que la ve- 
locidad angular de la barra MB, 5 5 rad/s, es constante 
(Fig. P3.167). Encuentre para el instante dado, la acelera- 


ción angular de_4 y'la aceleración de cualquier punto de 
R relativa a A. 
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Ow = 2 rad/s 


,Ì Figura P3.167 


3.168 Con referencia al Ejemplo 3.28 para el significado 
de los símbolos, muestre que agr + —arje- 


* 3.169 Un tornamesa circular J (Fig. P3.169) gira alrede- 
dor de un eje vertical que pasa por O (normal al 'plano de 
la página) con 0 variando con razón constante wœ. Un 
bloque 2 descansa en una ranura del tornamesa. Si se tira 
el cordón con velocidad constante v relativa a J, encuen- 
tre expresiones para las componentes radial y transversal de 
la aceleración del bloque. Revise sus respuestas usando la 
expresión para la aceleración en coordenadas cilíndricas. 


Figura P3.169 


Figura P3.173 


3.170 Demuestre que la Ec. (3.19) para la aceleracion de 
un cuerpo rígido puede deducirse de la Ec. (3.54). Sugeren- 
cia: Si se fija Pa 3, la ecuación relacionará entonces las 
aceleraciónes en J de los dos puntos P y O’ de 42 


* 3.171 En el Problema 3.153, sea R = 0.1 m y 0, =5 
rad/s, como en el Problema 3.154. Esta vez, también para 
0 = 160° encuentre: (a) la aceleración angular de _4 y 
(b) la aceleración de P en 8 (=appg). ). 


* 3.172 La barra R de 26 pie de longitud en la Fig. P3.172 
desliza sobre una superficie plana en A y sobre el medio ci- 
lindro fijo en O, como se muestra. Si el extremo A se mueve 
con velocidad constante de 4 pie/s hacia la derecha sobre el 
plano, determine la componente vertical de la aceleración 
de B para la posición mostrada. 


* 3.173 El pasador P en la Fig. P3.173 se mueve a lo largo 
de una trayectoria curva y es controlado por los movimien- 
tos de los eslabones ranurados 4 y 3. En el instante mos- 
trado, cada punto de Æ tiene una velocidad de 5 pie/s y 
una aceleración de 20 pie/s?, ambas hacia la derecha, mien- 
tras que cada punto de tiene una velocidad de 3 pie/s y 
una aceleración de 30 pie/s? en la dirección mostrada en la 
figura. Encuentre el radio de curvatura de la trayectoria de 
P en esta posición. 


* 3.174 Suponga que un punto P se mueve en plano xY, 
en donde X y Y están fijos en un marco de referencia G. 
(Vea la Fig. P3.174). El marco J giraa 03 = $k con 
respecto a Q , en donde ġ se mide como se muestra, tal 
que la tangente al círculo que toca el eje y siempre pasa por 
P. Encuentre la velocidad y la aceleración de Pen € expre- 
sadas en función de sus componentes en bh. 


xa OE 


E 


Figura P3.172 


v = 5 pie/s 
a = 20 pie/s? 


Figura P3.174 
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* 3.175 En el Problema anteriorssea P una partícula en el ex- 
tremo de una cuerda que está enrollada alrededor del círculo plg/s = constante. Encuentre también la aceleración del pun- 
de radio a. Muestre que en un tiempo cualquiera, x = / + é to B’ de 4í pasando sobre el pasador y note que no está a 
en donde / esla longitud no enrollada en el inicio, cuando lo largo de la ranura. 

$ = 0, como se muestra en la Fig. P3.175, Luego especifi- 
que las respuestas al problema anterior para la velocidad y 
la aceleración de P en G para este caso especial. 


tre la aceleración de O en el instante mostrado si v4 = 21 


O (sobre la barra prolongada) 


* 3.176 Considerando el centro instantáneo Dde la barra 
en la Fig. P3.176 como un punto de /3 extendido, encuen- 


(Sobre la barra 
prolongada) 


Inicio (t = 0) 


Figura P3.175 Figura P3.176 


=m 


:. =—— Problemas para computador al Capitulo 3 


* 3.177 La manivela 4%, en la Fig. P3.177 gira con una y 20 cm respectivamente, -Note que la respuesta es indepen- 
velocidad angular constante horaria œw . Demuestre que diente del valor de w. Se sugiere al lector leer el Apéndice 
la velocidad del pistón es máxima cuando 0 satisface la B y hacer uso del método de Newton-Raphson descrito ahí. 
ecuación * 3.178 La manivela „B, en la Fig. P3.178 gira con velocidad 

cos 20 angular constante Ok.. Use una computadora para generar 
cos 0 + -r los datos para una gráfica de las siguientes dos cantidades 
Y (6/4)? — sen? 0 como funciones de () para el caso en que D = 2/: 
sen? 20 6 E El ángulo que localiza al brazo 4). » 
+ ——— 5 = .* La relación ¿ de |: i 
IEZA — sen? IEG a p70 e las velocidades angulares de 
. 2: 1. 


Encuentre con ayuda de una computadora la primera raíz de 
esta ecuación cuando las longitudes de 4%, y £, son 8 cm 


Pasador 


Figura P3.177 Figura P3.178 


Respuestas a lasPreguntas/Capítulo 3 


P3.1 Se necesitan tres puntos no colineales. 


P3.2 Si en algún momento x4 # xp o bien Ya * Ys (o ambos), la hipótesis del cuerpo rí- 
gido o las hipótesis del movimiento plano (o ambas) se habrán infringido. 


os. 
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P3.3 No; el cuerpo podría girar alrededor de la recta que une los dos puntos. En tres di- 
- mensiones se requieren tres puntos, no todos sobre la misma recta. 
P3.4 Las2 x 2 = 4 coordenadas de P, y P, no son independientes. La distancia entre los 
puntos es una constante; entonces 


Vx, — x}? + ly, — ya)? = constante 


puede usarse para encontrar cualquiera de los valores x}, Y}, X2, y, en términos de los 
otros tres. 

P3.5 Porque 4 es rígido, rpg es la distancia constante entre los puntos P y Q. 

P3.6 (a) No; (b) sí, porque la geometría sería diferente. 

P3.7 La derivada de k x rpo NO es cero meramente porque Ê se anule cero en un ins- 
tante particular. Para poder diferenciar vo = Vp, esta ecuación debe ser válida para 
todo valor de £ y no para sólo uno. 

P3.8 Si Ó = 0, la Ec. (3.8) afirma que vy = vp; O sea todos los puntos de 4 tienen el 
mismo vector velocidad. Este vector común es entonces cero sólo si el cuerpo está en 
reposo. Incidentalmente, hay quien considera que £ tiene un centro instantáneo (Den 
el infinito cuando Ê = 0. 

P3.9 Si el punto Q estuviese arriba de O, entonces w x Fa daría una dirección in- 
correcta para la velocidad Vo; sería opuesta a la dirección real. Los sentidos de vo 
y. w cuando se observan desde (T) deben coincidir, como señalamos posteriormente 
en la sección. , 

P3.10 La dirección conocida de la velocidad de Aimplica que 8, está girando en senti- 
do horario alrededor de (D, por lo que Vp liene que ser “suroeste” para que tal 
sea el caso. N 

P3.11 Porque Fpg está en el plano de referencia (xy) y es por tanto perpendicular a k. 

P3.12 Significa que la rapidez angular del cuerpo está decreciendo, j 

P3.13 Entonces tendríamos żç = — rô. 

P3.14 De la Fig. 3.13 podemos ver exactamente cuando la componente de az normal a la 
recta AB está dada por r4p a: es cuando a, no tiene componente normal a AB. 
(Tal resultado no requiere que A sea el punto ().) 

P3.15 Si; esto se evidenciará al resultar Ag negativa. Nótese que (a, negativa)- [(8Í — 159/17] 

. es lo mismo que: (ap positiva). [(—8î + 155)/17]. ` 

P3.16 (a) Noes Vps porque el origen del vector de posición no está fijo en J ; (b) y no 
€S Vp¡ Porque la derivada de rop no está tomada en Z, 

P3.17 ¡Definitivamente no! Esto fue así debido a la geometría en el instante dado. 

P3.18 Sí, siempre que reconozcamos que la dirección de Vra €s a lo largo del eje de la 
barra (Vea el Problema 3.146). O sea Vrs debe ser tangente a la superficie en que 
R y £ se tocan. Es importante darse cuenta que la trayectoria de Qen R es una 
línea recta pero que la de Ten 4 no lo es. Entonces Arg no tendría la dirección 
del eje de .2 f 

P3.19 El error es que la derivada tpg no es igual a apyg ° porque P’ denota una suce- 

`- sión de puntos de # que son en cada instante coincidentes con P. 


Cuestionario de repaso Capitulo 3 


¿Verdadero o falso? 


En estas preguntas, P y O son puntos en el plano de referencia de un cuerpo rígido 4 en 


movimiento plano. 
e 1 


1. En un cuerpo rígido en movimiento plano con velocidad angular Ôk, se tiene que Ò de- 
pende de una cierta selección de puntos cuyas velocidades deben estar relacionadas. 
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2. En un cuerpo rígido en movimiento plano hay siempre un centro instantáneo () de 
velocidad 'nula localizado a una distancia finita del cuerpo. 
-3. agno es necesariamente cero. 
4. vp =0k X rỌp si la velocidad angular de 43 no es'cero. 
5. En un cuerpo rigido 4 en traslación rectilínea, las velocidades de todos los puntos 
de 8 son iguales y también las aceleraciones. 
6. En un cuérpo rígido # en traslación curvilínea, las velocidades de todos los puntos 
de 4 son iguales, pero las aceleraciones no lo son. 
7. En un instante dado, cualquier punto puede considerarse localizado sobre una exten- 
sión rígida de cualquier cuerpo. 
8. El menor número de parámetros escalares requeridos para localizar un cuerpo rígido 
en movimiento plano es cuatro. 
9. Para un cuerpo rígido £ en movimiento plano 
Vp = Vo + Ôk x rop 
5 10. Un punto P puede tener velocidad angular. 
11. Las componentes de vp y vg a lo largo de la recta PQ no son siempre iguales. 
12. Las componentes de ap y ay a lo largo de la recta PQ no son siempre iguales. 


«Respuestas: 1 F; 2 F; 3 V; 4 V; 5 Vi 6F;7V;8F; 9 V; 10 F; 11 F; 12 V. 
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4.1 


4.2 


Introducción FA 


En este capítulo aplicamos las leyes de Euler a los movimientos planos de cuerpos rígidos. El 
movimiento del centro de masa de cualquier cuerpo, rígido o no, está regido por la Primera 
Ley de Euler, como se vio en el Capítulo 2. El.movimiento rotacional de un cuerpo rigido 
está regido por la Segunda Ley de Euler. Vimos en el Capítulo 2 que esta Ley puede expresar- 
se en términos de la cantidad de movimiento angular para cualquier cuerpo, rígido o no. Sin 
embargo, dicha cantidad (llamada también ímpetu angular para un cuerpo rígido puede ex- 
presarse en una forma particularmente compacta que incluye lós momentos y productos de 
inercia del cuerpo y su velocidad angular; el término cantidad de movimiento angular es sinó- 
nimo de momento de cantidad de movimiento.* 

En las Secciones 4.2 y 4.3 se desarrollan expresiones para la cantidad de movimiento 
angular y se discuten algunas de las propiedades de los momentos de inercia y de los produc- 
tos de inercia. En la Sección 4.4 se deducen formas especialmente útiles de la Segunda Ley 


` de Euler en términos de las propiedades de inercia mencionadas antes. En la Sección 4.5 se 


resuelven ciertos problemas de la cinética de los cuerpos rígidos en movimiento plano; en 
estos problemas investigamos las relaciones entre las fuerzas externas que actúan sobre un cuerpo 
y'sus aceleraciones en un instante dado. Tales problemas constituyen extensiones de los en- 
contrados por el estudiante en la estática; esto es, se conoce la configuración geométrica y 
se busca información relativa a las fuerzas que actúansobre el cuerpo. En otro tipo de proble- 
más la geometría es muy sencilla y permite establecer con la ayuda de las Leyes de Euler, ecua- 
ciones diferenciales que pueden integrarse fácilmente y predecir así el movimiento del cuerpo 
en cierto intervalo de tiempo. Finalmente en la Sección 4.6 tratamos el problema de la rota- 
ción de un cuerpo inequilibrado alrededor de un eje fijo; establecemos así las bases para el 
problema tecnológicamente importante del equilibrio dinámico. 

En el siguiente capítulo continuamos el estudio de la cinética del movimiento plano de 
cuerpos rígidos investigando el uso de tres soluciones especiales (que pueden obtenerse en ge- 
neral) para las ecuaciones diferenciales del movimiento. Esas integrales especiales se conocen 
como los principios del trabajo y la energía cinética, del impulso y la cantidad de movimiento 
lineales y del impulso y la cantidad de movimiento angulares. 

Es posible obtener los resultados de este capítulo sobre el movimiento plano de cuerpos rígi- 
dos a partir de los resultados generales tridimensionales desarrollados en el Capítulo 7. Vale 
la pena hacer notar que aunque el caso plano cubre una clase limitada de movimientos, con- 
tiene de hecho un gran número de problemas con importantes aplicaciones a la ingeniería. 


Cantidad de movimiento angular (impetu angular) de un cuerpo 
rígido en movimiento plano. e 


Hemos visto en el Capıtulo 3 que la cinemática de un cuerpo rigido 4# en movimiento plano 
puede describirse muy simplemente. Si conocemos la velocidad de un solo punto y la veloci- 
dad angular, entonces conocemos la velocidad de todo punto de d3-. Gracias a esta simpli- 
cidad veremos que pueden escribirse expresiones compactas y, sin embargo, completamente 
generales para la c. de mov: angular. Primero recordemos que la cantidad de movimiento an- 


gular de cualquier cuerpo con respecto a un punto P (no necesariamente fijo en nuestro marco 
de referencia) se definió como , 


Hp = f R x vdm {2.37bj 


* (N. del R.) La cantidad de movimiento (o ímpetu) angular se llama en inglés angular momentum, lo que ha originado 
la denominación usual pero impropia de “momento angular”. 
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en que R en esta sección es el vector que va de P al elemento de masa din (Fig. 4.1). Notemos 
que H, depende de la localización de P así como de las distribuciones de la masa y las velo- 
cidades en el cuerpo; se ve que es la suma de los momentos de las cantidades de movimiento 
de todos los elementos de masa de ¿43 

Sea ahora nuestro punto general P en la Fig. 4.1'cualquier punto de un cuerpo rígido 4 
Los ejes ortogonales (x, y, z) tienen el origen en P como se muestra en la Fig. 4.2 y el plano 
xy es el plano del movimiento. 

Notando que la velocidad v de din es la misma que la de su punto acompañante Q en 
el plano de referencia*, procedemos a expresar Hp en términos útiles para el estudio del cuerpo 
rígido en movimiento plano: 


V = Va = Vp + ok X rpo 
Por consiguiente 
Hp = fixi + yj + zk) x [vp + œk x lá + y 3] dm 
E —— 


R Tro 


o bien 
H, = (Í R dm) X vp + fî + yĵ + zk) x [ok x [xî + y5)] dm 
La integral f R dm es igual a rpc según la definición del centro de masa. Haciendo esta sus- 


titución y efectuando los productos vectoriales, se obtiene el vector cantidad de movimiento 
angular en términos de vp, œw, y ciertas integrales de la distribución de la masa: 


Hp = rpc X mv, + ko fix? + y?) dm —îw | xz dm — ju | yz dm (4.1 


Figura 4.1 


Figura 4.2 


*Recuérdese del Capítulo 3 que cada punto del cuerpo tiene un “compañero” en el plano de referencia que tiene 
siempre las mismas x, y, por consiguiente, las mismas v ya. 
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4.3 


Cilindro sólido homogéneo si su eje es el z (ver el diagrama). 


Llamamos a las integrales en (4.1) propiedades de inercia. Especificamente: 


i f(x? + y?) dm = Iz; = Momento de inercia de la masa de Æ respecto al eje z a 
través de P : (4.2a) ` 

= -Í xz dm = IF, = Producto de inercia de la masa de # respecto a los ejes 

xy za través de P* (4.2b) 

— —fyzdm=IJ,= Producto de inercia de la masa de Æ respecto a los ejes 

y y za través de P 4.2c) 

Por tanto 
Hp = fpc X mv + Iowi + 150) + IE ok (4.3) 


Nos encontramos ahora en la etapa de la deducción o desarrollo en que las propiedades de 
inercia, como el centro de masa en el Capítulo 2, han aparecido naturalmente. En la siguiente 
sección estudiaremos los momentos y los productos de inercia; los lectores ya familiarizados 
con las propiedades de inercia pueden pasar a la Sección 4.3. 

Antes de dejar la Ec. (4.1) notemos para referencias futuras que su primer término, 
Foc X MVp, desaparece sí P es el centro de masa ó si tiene velocidad nula*. En estos dos 
casos, Hp toma la forma 


Hp = oí + 15,0) + ok (4.4) 


En estos casos es claro que la cantidad de movimiento angular queda expresada en términos 
de la velocidad angular de £ junto con tres expresiones referentes a la distribución de su masa. 


Momentos y Productos de Inercia. Teoremas de los ejes 


paralelos —_—_—___—_ 


Ejemplos de momentos de enercia i 


De la definición de momento de inercia, 

IL, = f(x? + y?) dm 
vemos que 7#, es una medida de “cuánta y cuán lejos está localizada la masa” respecto del 
eje z que pasa por P. En coordenadas cilíndricas tenemos 7 A f r? dm, y entonces IE, mide 
la suma total de la masa multiplicada por la distancia al cuadrado sobre el volumen del cuer- 


po. La cantidad IP, es siempre positiva. Calcularemos ahora los momentos de inercia de 
varios cuerpos comunes. En los Ejemplos 4.1 al 4.9 se busca 7 e 


Ejemplo: 4.1 


*Si los productos de inercia se definen con el signo menos, entonces y sólo entonces las propiedades de inercia 
se transformarán en un tensor. 
*0 si rpg es paralelo a vp, caso que no necesitamos considerar aquí. 
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Solución 


Notando que dm=pdV, en dondep= densidad, 


dm 


` AAA L/2 2n R n 
e f (x? + y?]p dV = f f f r?p(r dr d0 dz) 
vol 


z=-L)2 J0=0 Jr=0 


R? 
= [prR?L) — = 
lp ) 2 


Ejemplo 4.2 


Cilindro sólido homogéneo si z es un eje normal al eje del cilindro 
(Ver el diagrama) 


+ 


Solución 


[lr sen0)? + x?]pr dr d0 dx 


A 
y =rsen( 


2n 4 2,2 R 
-f [ Esento + 55) [vanas 
x=-L)]2 J0=0 4 2 0 


e= 


1 — cos 20 
2 


108 E E sen 2) 2n R x?R?0 “l d 
= — >= x 
a LAN 4 Jlo O A 


Y pro Ro 
x| +? = mE +3 
3 la 4 "12 


Puede ser confuso al principio saber qué momento de inercia usar 
para un cilindro en problemas de cinética plana; la respuesta es que 
es siempre el valor asociado al eje normal al plano xy del movimien- 
to. Si el problema es un cilindro en rodamiento, 1%, = mR,/2. Si te- 
nemos un cilindro girando alrededor de un eje diametral (ver la figura 
anexa), entonces /£ = mR?/4 + mL?/12. 
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; Ejemplo 4.3 
i J p 


Dos casos especiales del Ejemplo 4.2: Barras y discos delgados. 
Solución 


1. Si L > R, el momento de inercia respecto a un eje lateral a tra- 
vés de C es aproximadamente mL?/12. Este resultado es 
también correcto' aun si la sección transversal no es circular 
pero tiene una dimensión máxima en su sección transversal 
mucho menor que L. Tal cuerpo de denomina barra delgada. 


2. Si el cuerpo es un disco se tiene R >» L y el momento de iner- 
cia es aproximadamente mR?/4, 


Para un cilindro con la apariencia de un lápiz, por ejemplo 
R= + plg y L = 7 plg, vemos que (Fig. 1) 


G] 


c mi mR? ml? 
Iz = AR = — 


en donde el segundo término es menor que el 0.1% del término 
mL?/12. Para una moneda típica, con R y K ple y L = 5 plg, 
obtenemos (Fig. 2): 


e n mR? ml? mR? 141 ENS 
E A ¡O 3 \R 


mR? (1/16)? 
a EA 
3/15716] 


xQ 


Esta vez el término mL?/12 es el despreciable; es menor que el 0,15 % 
del término m.R?/4.'Sin embargo, se destaca que con respecto al eje de 
cualquier cilindro sólido homogéneo (disco o barra), el momento 
de inercia es mR?/2, A 


(9 


Figura 1 


Figura 2 
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Ejemplo 4.4 


Sólido uniforme rectangular (paralelepipedo) 


Solución 


d|2 fb2 faz 
IS, = l f | (x? + y?)]p dx dy dz 
=d/2 J-b/2 J-a/2 


La integración da: 


a+ pè 
C 
I a — 3 — 


Ejemplo 4.5 


Caso especial del Ejemplo 4.4: Placa rectangular. 


Solución 
y 


Si el sólido rectangular es una placa, o sea si tiene una dimensión 
mucho menor que las otras dos, entonces: 


] i l 
g d d 
aC E 
z 


El eje z correcto por utilizarse (normal al plano del movimiento) y, 
por consiguiente, cuál fórmula emplear, depende de cómo se esta- 
blezca el movimiento plano del cuerpo. 
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Ejemplo 46 


Nótese que si el espesor de la pared es pequeño, se tendrá un casco 
cilíndrico (o un aro, si la longitud es pequeña) para el cual R, % R; 
y entonces : 


Cono circular recto, maciso y homogéneo, respecto a su eje. 


Solución 


15 


m|2R?) 
Aqui tenemos un límite variable ya que + =>» (z). Como C yO 2 FA 
están sobre el mismo eje z, y 


az) 
== fue +y'ldm = | E Li r*pr dr d9 dz 
z=0 Jo=0 


Por triángulos semejantes, 


(Es obvio que si toda lá masa está a la misma distancia R del eje z 
deberíamos obtener el valor mR?.) 


Ejemplo 


i Rz iz 
-= — > t = — =} 
H 


Z H 


Y 
Esfera maciza uniforme, respecto a cualquier diámetro. 


que da el radio variable en función de z. Entonces 


z4 R8 . [H 4,4 2n 
pRîz 
, dð dz = 0| dz 
lo el, A E 4H* i 


(1) 3R? 


Solución 


I£, = fre + y?) dm 


También: 
3 10 

= fo + z?) dm 

Ejemplo 4.7 e 

Cilindro circular hueco y homogéneo, respecto a su eje. 

= | (22 + x? dm 
Solución s 

Sumando: 


LI2 f2n Ro | Rt — RL 
E = f f f gr de dde a Ds EV 
-L2 Jo Jri 2 


IS + IS, + 1% = ES + y? + 22] dm 


(R? + R? = 31 ya que por r? 
= [pr|[R? — R? E [Rè +R simetria todos son 
2 iguales 
m Entonces 
El mismo PEGADO puede obtenerse restando el momento de inercia 7 E 
3I = 2 | r?p, dV = 2(p2 

del hueco (H) del momento del cuerpo entero (W). La justifica- Po 20 E saga (r* seng dr de d0) 
ción de este procedimiento es que podemos integrar sobre una región ' 


A 
, AV en coordenadas esféricas 


2 5R r T Bxp,RS 
I => p — | [—cos 0j = — 
Tn Ji p-a 


más grande que la requerida siempre que restemos la integral sobre 
la parte que no debe incluirse: 


myR¿ maR? _pnRLR? pnR?LR? 


ue > 
s 3 2 2 2 
(R2 + R?)  miR? + RÌ} 
= 2 _p?2 o 2 o i 
= pn|R; — Ri)L 2 2 
AMAAMAMAMNA 
m 
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Una manera más fácil de resolver el problema es usando coordena- 
das esféricas directamente: 


2n fn R j 
E = f i Í polr sen $}? dr(r dp)(r sen ġ.d0) ' 
o=0 Jp=0 Jr=0 j 


que proporciona el mismb resultado de (2/5) mR?. 


Ejemplo 4.9 


En este ejemplo la densidad no es'constante, Algunas veces la densi- 
dad de un cuerpo varía; si es así, debe permanecer dentro de la 
integral al calcular las propiedades de inercia. Un ejemplo es la Tiérra; 
se sabe que la densidad del núcleo central de la Tierra es aproximada- 
mente 4 veces la de la parte exterior de su corteza y que esta densidad 
central es casi doble que la del acero. 

Imaginemos una esfera con la misma masa y radio que la del ejem- 
plo anterior, pero con una densidad que varía linealmente y es dos 
veces mayor en r = 0 que en r = R. Encontraremos / respecto a cual- 
quier diámetro. (Ver la figura anexa.) 


Variaciones de la densidad _ 


OS S 
Esferas sólidas ” 
no homogéneas 


Solución 


La masa del cuerpo es 


2n fn fR 
m= | par= | f i pr? sen ġ dr dọ do 
o o Jo 


Si la densidad es p,, en R, entonces 
—P1 f 
=——r+2 
P TR + 2p, 


Sustituyendo e integrando con los mismos límites que antes y luego 
igualando la masa nueva a la anterior se obtiene: 


Pi = 5Po 


Entonces para tener la misma masa que la esfera uniforme, la densi- 
dad varía de (8/5) py a (4/5) pọ disminuyendo hacia el exterior. Inte- 
grando para evaluar /, 


3l =2 de f i r?plr](r? send dr dọ d0) ` 
o Jo Jo 
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lo cual da 


h= Z mR? = 0.373mR? (ligeramente menor que 4. mR?) 


Alternativamente, si la densidad varía linealmente pero su valor 
es doble en la corteza que en el núcleo, entonces los resultados son 
(si m y R son los mismos que en el caso uniforme) (ver la figura anexa), 


t= 4 mR? = 0.419mR? (ligeramente mayor que ¿mR?) 
10 


Teorema de los ejes paralelos para momentos de inercia 


En muchas aplicaciones el cuerpo consiste en varios cuerpos componentes más pequeños con 
formas conocidas. En tales casos no hay necesidad afortunadamente de integrar para evaluar 
la inercia de cada parte con respecto a un eje común de interés, gracias al llamado teorema 
de los ejes paralelos. Si conocemos el momento de inercia respecto a un eje que pase por el 
centro de masa C de cualquier cuerpo 43, podemos determinarlo fácilmente respecto a cual- 
quier otro eje paralelo al que pasa por C por medio de un simple cálculo. El teorema establece 
que el momento de inercia de la masa de 43 respecto a cualquier recta es el momento de inercia 
respecto a una línea paralela que pase por C más la masa de ¿3 multiplicada por la distancia 
al cuadrado entre los dos ejes: 


If. = IE + mid? 


Para demostrar este teorema consideremos los ejes coordenados cartesianos (x, y, xX) y 
(Xy, Y» zı) que pasan por P y C con los ejes correspondientes paralelos, como se muestra en 
la Fig. 4.3. Entonces por definición: 


IS, = fixi + y]) dm y Ih =f? +y?] dm 


Sustituyendo se obtiene 


x=X, + y yY=Y +7 


pe En flix +x)? + ly, + y1?] dm 
= fix} + yî) dm + (2? + y?) f dm (4.5) 
+ 2% f x, dm + 27 Í y, dm 
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o bien 
Th = IG + md? (4.6) 


En donde X? + y? = @ es el cuadrado de la distancia entre los ejes z que pasan por C y P. 


Pregunta 4.1 ¿Por qué son iguales a cero las dos últimas integrales en la Ec. (4.5)? 


La Ec. (4.6) es el teorema de los ejes paralelos para momentos de inercia. Sin embargo, nótese 
que: Sólo podemos transferir desde el centro de masa C y no de cualquier otro punto A para 
el que conozcamos 14, 


¡Ejemplo 4.10 


Para la barra delgada uniforme X2.mostrada en el diagrama se quiere 
encontrar el momento de inercia 14, de la masa de Æ respecto a un 
eje lateral que pase por un extremo: (Este ejemplo será útil en aplica- 
ciones a mecanismos pendulares en los que una barra se encuentra 
articulada en uno de sus extremos). s 


Solución 


mL? LN? 
TA =] Di == 
E = IE + md i + mf 


A continuación consideramos un ejemplo del cálculo del momento de inercia de un cuer- 
po compuesto. b 


Ejemplo 4.11 


Determinar /?, para el cuerpo mostrado en los diagramas. Las den- 
sidades p son constantes, por lo que las masas respectivas son: 


4 3 
Msph = M, = Pp TR 


3 
n d?L 
Mba = My =P 4 
y 
` ar? 
M¿y = Mz = Pp 
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y 


/ Esfera 
Í E, 


Va 


AS 


Medio Cilindro 


(Vista superior) 


Solución 


Observemos primero que 7%, = 1%, + 1%, + I%,, , ya que la inte- 
gral puede calcularse separadamente sobre cada cuerpo, siempre que 
se consideren todas las masas elementales del cuerpo total. Introdu- 
ciendo los valores de cada integral obtenemos: 


2 m2? L\? 
: 12 = (Emu + mr) + | D + mz) 


A 
o bien m,L?/3 


pela) Jem) 


en donde, para el medio cilindro: 


A aryYy mr? 4r\? 
IR = 1%- m[<) = 3 = m(<) 


Nótese que no podemos transferir correctamente la inercia del medio 
cilindro de Q a O; esto debe hacerse desde el centro de masa C,. Hay 
que encontrar primero T 2 (puesto que ya conocemos el momento de 
inercia con respecto a O) y sólo entonces podemos transferir hacia O. 


Ejemplo 4.12 


Una caja de madera vacía y cerrada tiene las dimensiones 5 x 3 x 2 
pies y pesa 124 lb. ` 


a. Encontrar su momento de inercia respecto a un eje que pase 
por C, paralelo a la dimensión 2 pie. 
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b. Si la caja se llena con un material homogéneo “que pesa 240 lb. y entonces j 
(excluyendo la caja), ¿Cuánto se incrementa el momento de Bakat 
inercia respecto al eje de la parte (a)? = kgk (4.8) 
y De esta ecuación se ve que el radio de giro, así como el momento de inercia, adquiere un valor 
Solución mínimo en C. 
a. Las masas de las Varias porciones de la caja son proporcionales i 
a sus áreas (los espesores y la densidad se suponen constantes): Productos de inercia 
Areas: Pesos: y 5 
(1) 2 piezas (3 x 5) = 30 pie? (1 ae ar 3 x 30 pie? = 60 lb Veremos ahora las otras dos medidas de mier de la masa que han aparecido en nuestro 
estudio del movimiento plano de un cuerpo rígido; estas son qe e I; consideradas aquí res- 
$ ; P y 5 t , 
(2) 2 piezas (2 Xx 3) = 12 pie o pe b x 12 pie? = 24 lb . pecto a ejes (x, y, z) a través de cualquier punto P.* ] 
62 pie 3 pie Nuestro primer paso será familiarizarnos con el significado de los productos de inercia, 
f F a mostrando que desa 
(3) 2 piezas (2 x 5) = 20 pie? 0) 124 ib x 20 pie? = 40 lb z À q pere csmipara dos grandes clases de simetrías de ocurrencia común. Dichas 
62 pie pi 3 pie clases se definen por medio de las dos condiciones ( p constante en ambos): (1) z es un eje 


b. 1$ 


Total = 62 pie? 


Considerando las contribuciones de los tres pares de lados y que 
m = W/g: 


I= IR + 124 Ig 


1 


an 2(30)132 + 5?) ES $ 52 
= A + anaf +25 ) + 200(5 + 1.5 aj] 


= 15.9 slug- pie? (o Ib-pie + s?) 


zalcontenido) = 


240(5? + 3?) 


= 21.1 slug » pie? 
32.2/12] ESB 


de simetría y (2) xy es un plano de simetría. Examinemos por qué los dos productos de inercia 
If. e If, son nulos en estos casos. Recordemos que sus definiciones son: 


E, =-—Sxz2dm If, =—fyzdm (4.9) 


Clase 1: z es un eje de simetría. Para cada dV en (x, y, z) existe un dV correspondiente en 
—x, —J, 2) y las contribuciones de esos dos elementos se cancelan en las dos integrales TE 
e If. Puesto que cada punto de 43 tiene un “punto de cancelación” reflejado a través del eje 
z, If, e Tf, son nulas para esta clase de cuerpos (Fig. 4.4). 


Aunque la caja pesa sólo aproximadamente la mitad del contenido, 
la posición de su masa hace que su momento de inercia sea más 
de las tres cuartas partes del momento de inercia del contenido. El 


momento de inercia total es de 37.0 slug + pie?. 


Existe una distancia llamada radio de giro que se usa con frecuencia en relación con los 
momentos de inercia. El radio de giro de la masa de un cuerpo respecto a una recta z (que 
pase por el punto P) se denomina k,p, o solo kp si se sobreentiende que el eje es el z, y se 
define por la ecuación: 


1 = mk? a (4.7) 


La interpretación física de kp puede ser como la distancia desde P en cualquier dirección perpen- 

dicular a z a la que una masa puntual, con la misma masa del cuerpo, tendrá el mismo mo- 

mento de inercia resultante que el cuerpo tiene respecto al eje z. Por ejemplo; un cilindro macizo 

homógeneo tiene un radio de giro con respecto a su eje R/4y 2, ya que IẸ = mkb = | 7 mR?, 

Aquí se ve la utilidad de kc, ya que independientemente de la masa del cilindro (y pör consi- 

guiente de su densidad), kç será el mismo para todos los cilindros homógeneos de igual radio. 
Nótese además que (usando el teorema de los ejes paralelos) 


mk = If, =.1€ + md? = mlké + d*) 


i 
(—X. —y,2) 


Figura 4.4 . 


Figura 4.5 


Clase 2: xy es un plano de simetría. En este caso cada diferencial de volumen dV en (CAÑA 
z) tiene necesariamente una imagen en (x, y, —z). Entonces las contribuciones de esos dos 
elementos se cancelan en ambas integrales, y tomadas sobre el total del cuerpo Æ hacen que 
If. e Tf, sean nulas (Fig. 4.5). 


El hecho de que un cuerpo no pertenezca a alguna de las dos clases no significa que no 
pueda tener productos de inercia nulos. 


+ 
En el movimiento general (tridimensional) existen seis propiedades inerciales: tres momentos de inercia y tres pro- 
ductos de inercia. 
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paa 


Pregunta 4.2 * Imagine un cuerpo rígido para el cual ambos productos de inercia son nulos, 


pero que no cae en ninguna de las dos clases mencionadas. 


pa 


Así como para loš momentos de inercia, existe también un teorema de transferencia para 


los productos de inercia. Para obtenerlo escribimos de acuerdo còn la Fig. 4.3: 
TE = —fxz dm.= —f(x, + Xllz, + Z) dm 


‘= —5 x,z, dm — XZ Í dm — zz, dm — Z fx, dm 


Los dos últimos términos desaparecen en virtud de la definición del céntro de masa (por ejem- 


plo, fz dm = m veces la distancia de C a C, que es cero). Entonces 


JP, = IS, — mXZ 


Notemos que el factor de m en la Ec. (4.10a) es alternativamente el producto de las coordena- 


das x y z de P en un sistema de ejes con origen en C. Similarmente 


IP, = IS, — myz 


Ejemplo 4.13 


Encontrar I?, e 17, para el cuerpo mostrado en el diagrama; está com- 
puesto de ocho barras delgadas (varillas) uniformes idénticas, cada 
una de masa m y longitud /. ` 


Solución 


Se tiene Ie = 0 ya que el xz es un plano de simetria. Recuerde que 
cuando esto ocurre son cero los dos productos de inercia que contie- 
nen (como subíndice) la coordenada normal al plano.* Con superín- 
dices identificando a las distintas barras podemos escribir la siguiente 
expresión para el otro producto de inercia: 

IP, = IQ, + IQ, + IQ, +19 + IQ, +19, +19 +19, 


xzp xzp xzp xzp 


Nótese que por simetría cada barra tiene 7,, nulo respecto a ejes a 
través de su propio centro de masa y paralelos a x y a z. Por ello los 
ocho términos anteriores consistirán solo en términos de transferen- 
cia en este problema. 
Además puesto que Zes cero para las barras 4 y 5 y Y es cero 
para las barras 1 y 8, sólo cuatro barras contribuyen al 7£, total: 
E, = IQ, + IQ, +19 +19 


xzp xzp xzp xzp 


tl 
I 
3 
PS 
NIN 
A 
| 
3 
I 
3 
= 
| 
| 
== 
l 
EN 
1 
= 
PAS 
»] 
NA 
| 
S 
| 
SS 
A 
`~ 


* Por tanto, T P es también cero en este ejemplo, pero I P no aparece en las ecuaciones del movimiento plano, 
y xy 


como ya hemos visto. i 
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Nótese que las masas ““desbalanceadas”” se encuentran en los cua- 
: i P iti 
drantes segundo y cuarto; por ello el signo de JẸ es positivo, ya que 
su definición tiene un signo negativo fuera de la integral. Regresare- 
mos a este ejemplo luego en el capítulo, y examinaremos las reaccio- 
nes causadas por el valor no nulo de 7%, cuando el cuerpo gira sobre 
el eje z. 


4.1 Un elipsoide de revolución se forma al girar una elipse 
alrededor del eje x, como se ve en la Fig. P4.1. Encuentre 
el momento de inercia de este cuerpo macizo con densidad 
igual a 15 slug/pie?, respecto al eje x. 


Figura P4.1 


4.2 En la Fig. P4.2 el área limitada por los ejes x y y y 
la parábola y? = 
mar un sólido de revolución. La densidad es P = 1000 
(1 — x)* kg/m?. Encuentre el momento de inercia de la masa 
entera respecto al eje x. 


Figura P4.2 


Problemas/Sección 4.3 


y (pie) z 


Figura P4.3 


* O $ PARAE 
4.4 Determine /7 para el prisma semielíptico mostrado en 


la Fig. P4.4 (densidad = p, longitud normal al plano 
de la página = L). t 


Figura P4.4 


1 — x gira alrededor del eje x para for- 


y (m) 


Fi A i 
gura P4.5 Densidad =p, espesor = 1 


4.5 El plano medio de una placa triangular uniforme se 
muestra en la Fig. P4.5. Calcule por integración: 


a. I, 
, , , b. 19 
4.3 La barra delgada de la Fig. P4.3 tiene una densidad > 
dada por: i Sa Iz: 
o 
A d. Izy 

p 6) + Po : e. 12. y Le» 


¿Cuales serían buenas aproximaciones si la placa fuese delgada? 


en donde Ao y Py son constantes. La barra tiene longitud L. 
Encuentre su momento de inercia respecto a la línea defini- 
da por x = 0 y y ='L72, 


* Los asteriscos señalan los problemas más difíciles. 
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4.6 Use los teoremas de los ejes paralelos y los resultados 
del problema anterior para evaluar para esa placa los mo- 
mentos y los productos de inercia en el centro de masa. 


4.7 Para una placa delgada uniforme con ejes xy (y origen 


O) en el plano medio, muestre que: 
L=R +5 


Confirme esto con los resultados del problema 4.5 para el 
caso en que la placa sea delgada. 


4.8 Calcule Ie para una placa delgada uniforme en forma 
de sector circular, como se muestra en la Fig. P4.8. 


Figura P4.8 


4.9 Calcule /£, para la placa del problema anterior. 


4.10 La superficie de un sólido de revolución se forma al 
girar la curva y = 2 (0 `) alrededor del eje x (Fig. P4.10). 
La densidad del material varía de acuerdo con la ecuación 
p = 20x, en donde p está en kg/m? y x en metros. En- 
cuentre 7/2, y explique porqué su respuesta es también eS 


Figura P4.10 


4.11 En el problema anterior encuentre 1% è Iy 


* 4,12 Vea la Fig. P4.12. (a) Demuestre que el momento de 
inercia (70, de un cono macizo homogéneo respecto a un eje 
lateral en la base es na: = (m/20) (3R? + 27°). (b) Usando 

el teorema de los ejes paralelos, determine E 


Figura P4.12 % 


Há pie- ES 


Figura P4.14 


* 4,13 En el problema anterior determine 7%, para el cuerpo 
de la figura si la parte situada arriba de z = H/2 se suprime 
para formar un cono truncado. 


4,14 El cuerpo en la Fig. P4.14 está compuesto de una 
barra delgada uniforme (mm = 4 slug) y de una esfera unifor- 
me (m = 5 slug). Encuentre TS para el cuerpo, en donde 


z es normal a la figura. 


4.15 Dos barras, cada una con peso de 5 lb/pie, están sol- 
dadas entre sí, como muestra la Fig. P4.15 (a). Localice el 
centro de masa del cuerpo. (b) Calcule JE 


3 pie 
| 


x l | 
[pies > 
Figura P4.15 


4.16 Calcule /,, en el Problema 4.15, 


4.17 Use el resultado del problema anterior junto con el 
teorema de los ejes paralelos para encontrar /£.. 


4.18 Determine Iy en el problema 4.15, 


4.19 Use el resultado del problema anterior junto con el 
teorema de los ejes paralelos para encontrar Ls 


4.20 Determine el momento de inercia de la masa de ¿2 res- 
pecto al eje zp si I, = 40 kg - m? (Fig. P4.20). 


: me 


Figura P4.20 


4,21 Determine el momento de inercia de un sólido hemis- 
férico uniforme respecto al eje lateral xç que pasa por su 
centro de masa (Fig. P4.21). 


Figura P4.21 


| 4.22 Determine IE para el anillo semicircular 47 de la 
Fig. P4.22. Sugerencia: Si la porción punteada estuviese pre- 
sente, 12. sería (2m)R?; por simetría el anillo semicircular 
contribuye a este valor la mitad, de modo que para 4 se tie- 
ne ¿ 


12, = mR? 


Ahora use el teorema de los ejes paralelos para completar 
la solución sin integrar. 


#imasa m} 


Figura P4.22 


4.23 Una barra Æ de 1 m de longitud esta soldada en sus 
extremos a un disco D y a una esfera S. (Fig. P4.23). Los cuer- 
pos uniformes tienen las masas: Mp = 10 kg, My = 5 kg 
y My = 15 kg. Los radios de D y Ș son 0.3 m y0.l m, 
respectivamente. Determine /... 


Figura P4.23 


| 4.24 Los tres cuerpos mostrados en la Fig. P4.24, soldados 

para formar uno solo 4%, tienen masas de 64 (placa rectan- 
| gular), 56 (barra) y 48 (disco) kilogramos Encuėntre el mo- 
| mento de inercia de 2? con respecto al eje Zo: 


4.25 En la Fig. P4.25, S' es una esfera maciza, C es un ci- 
lindro macizo y Ri y K, son barras esbeltas. Las líneas cen- 
| trales de XK, y Æ, pasan por los centros de masa de $ y 


€ , respectivamente. Encuentre I£. para el sistema forma- , 


do por los cuatro cuerpos. 
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faa m- — 


Yu : 
Q . 
Xoy 
0.6 m Ñ 


0.8 m 


Figura P4.24 


Figura P4.25 


4.26 Evalúe/€, (igual a 15) para una placa delgada (densi- 
dad p , espesor 1) en forma de cuadrante de círculo (Fig. P4.26). 


Figura P4.26 


4.27 Determine los momentos de inercia del péndulo res- 
pecto a los ejes x, y, z (Fig. P4.27). (Los ejes x y y están en 
el plano del péndulo, Æ es una barra delgada y D es un dis- 
co semicircular; la densidad es constante. 


Figura P4.27 
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4.28 El cilindro C en la Fig. P4.28 tiene una masa de 6 kg. 
y un radio de 0.4 m. Demuestre que el momento de inercia 
respecto a un eje zç normal a la página es de 0.48 kg - m? 
y que el correspondiente radio de giro es kç = 0.283 m. 


Figura P4.28 


4.29 En el problema anterior demuestre que es posible ha- 
cer un agujero a través de C abajo del centro geométrico O, 
cumpliéndose lo siguiente: 


a. La masa restante es de 5.5 kg. 
b. La distancia entre O y el nuevo centro de masa C es 
de 0.02 m (Fig. P4.29). 


Obtenga el radio r del agujero, la distancia d y el nuevo va- 
lor de kg. ; 


Figura P4.29 


4.30 La antena_4 en la Fig. P4.30 tiene un momento de 
inercia Iç respecto a Zo} los contrapesos C tienen un mo- 
mento de inercia I, respecto a Zç. Los puntos C y G son los 
respectivos centros de masa de la antena y de los contrape- 
_ sos. El propósito de éstos es situar en O el centro de la masa 
combinada para reducir esfuerzos. Asi, MD = md, en don- 
de despreciamos la masa de la barra correctora para este 
problema. Calcule los valores de M y D que minimicen el 
momento de inercia total Tọ (Y de C más 7 de 4, ambos 
respecto a O). Use Ig = Mké, donde kg es una constante. 


4.31 Encuentre el producto de inercia 12 para el anillo del 
Problema 4.22. 3 


4.32 Encuentre 12, para el cuerpo soldado ¿3 del Proble- 
ma 4.24. 


Figura P4.30 


4.33 Determine /,, para el Problema 4.23. El plano xy con- 
tiene los centros de D, R,y S. 


* 4,34 Demuestre de las tres maneras siguientes que el momen- 
to de inercia de un casco esférico delgado uniforme, respec- 
to a cualquier recta que pase por su centro de masa, es 2/3 
mr (Fig. P4.34). ¿Cuál de los tres métodos sería correcto 


si el cuerpo fuese hueco pero no delgado, o sea si IER? 


a. Con coordenadas esféricas: 


2n n á 
IS, = f f |r sen ġ)?ptr? sen ġ do d0 


0=0 J¿=0 


en donde r es el radio promedio, R — e 


2 2. : 
b. Use: IG = -F MenTERO R? —-5 Maueco (R — yw 


Incremente R en AR y calcule el cambio AIE, con 


ayuda del cálculo diferencial, con AR « R. Note que 
este cambio es el momento de inercia del casco. 


2R 


Figura P4.34 


4.4 
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Segunda ley de Euler mae 


En el Capitulo 2 desarrollamos varias formas de la Segunda Ley de Euler. Comenzaremos 
aquí con la forma asociada al centro de masa. 


y EM¿ = He (2.42) 
Introduciendo la Ec. (4.4) He, 


d, d m " a 
EMc = g He = g leei + 15,05 + ok) (4.11) 


En este momento debemos tomar una decisión sobre como los ejes x, y de la Ec. (4.11) que 
tienen su origen en C, se permitirá que cambien relativamente al marco de referencia. Nótese 
que la dirección del eje z ha sido ya fijada perpendicularmente al marco de referencia. Si fija- 
mos las direcciones de x, y relativas al marco inercial, entonces Î y Î (así como k) serán 


constantes con relación a ese marco, pero IE e A serán en general dependientes del tiempo. 


, 


Pregunta 4.3 ¿Porqué no cambiará 1< en este caso? 


Una elección más conveniente es fijar los ejes x, y, z en el cuerpo y de esa manera los momen- 
tos y los productos de inercia son todos constantes. Sin embargo, 1 y ¡ dependen del tiempo 
en relación al marco inercial .9 y sus derivadas (Ecs. 3.41 y 3.42) son f 


di ` DG o 

E [—sen 61 + cos 0])0 = Oj o bien wj (4.12a) 
dí e Sd M E ; 

T” —(cos 01 + sen 0J)0 = —0Î o bien —wi (4.12b) 


La Fig. 4.6 muestra los vectores unitarios î y Í (fijos en 43) expresados en términos de 1 y 1 
(fijos en el marco inercial 9): 


Îî = l(cos OÍ + sen 0) 


j = 1(—sen OÍ + cos 0) 
Por consiguiente, efectuando las derivaciones en la Ec. (4,1 1) tendremos: . 


EM. = IL oi + 120 + ILok + IL wolo) + IE w|- oi] 


o bien 
IMe = (Ia — Io i + (Sa + Iw + ISak (4.13) 
Esta expresión equivale a tres ecuaciones escalares: 
EMe, = Ia — Igo? ! (4. 14a] 
Mc, = Ipa + Io? : (4.14b) 


EMc: = L£0 > `”  (4.14c) 
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V 
Figura 4.6 


Las Ecs. (4.14 a,b), junto con 2F, = 0, dan información sobre la naturaleza de las 
reacciones necesarias para mantener el movimiento plano. Si JẸ, e IS son ambos nulos*, en- 
tonces EMcx = 0 = ZMcy y el sistema de fuerzas externas (cargas más reacciones) tiene 
una resultante plana o planar.- Entonces, con un sistema coplanar de cargas externas, las 
reacciones resultantes deben ser también coplanares. Esta es la base para ‘‘bidimensionali- 
zar” el anállsis de problemas en los que esos dos productos de inercia se anulan; trabajaremos 
primero con cuerpos simétricos para las cuales este es el caso. Posteriormente en esta sección 
examinaremos algunos problemas en los que /£. e IÇ, no son ambos cero. En todo caso el 
movimiento rotacional del cuerpo está regido por la simple ecuación de cinética 


YMc, = Ia  (=1£0) (4.14d) 


Vemos que en tanto las fuerzas producen aceleraciones lineales, y la masa produce la ““re. 
sistencia””, los momentos de fuerza producen aceleraciones angulares, siendo la ““resistencia”” 
el momento de inercia. Nótese también que (sean o no 1% e [€ iguales a cero) el momento 
resultante de las fuerzas externas respecto al eje z que pasa por el centro de masa es £ 
Me: k y se tiene que = IC, . Entonces el momento resultante respecto a este eje es igual 
al momento de inercia respecto al eje multiplicado por la aceleración angular del cuerpo, inde- 
pendientemente de que los productos de inercia se anulen o no. 

Si deseamos tomar momentos respecto a algún otro punto que no sea el centro de masa 
podemos usar la relación 


EM» = He + tpc X mac > (2.43) 


en donde no hay ninguna restricción relativa a la posición del punto P. Entonces para un cuer- 
po rígido en movimiento plano tenemos al usar la Ec. (4.13): 


EM» = (10 — IQ? + (Ia + Eo?) 
(4.15a) 
+ ISak + rpc Xx mac 


* Cuando Té 2 0L y, E z NO son cero, EMg,o bien '2.Mg, deberán ser diferente es de cero para conservar el movi- 
miento; estos términos están formados usualmente por fuerzas (como las reacciones en los apoyos) en diferentes posiciones 
a lo largo del eje z. 
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Siempre que los productos de inercia se anulan, la Ec. (4.15a) asume la forma más simple 
EM» = ISak + rpc X mac (4.15b) 


Nótsee que si P y C están en el mismo plano de movimiento, entonces rpc X ma es 
perpendicular al plano, o sea paralelo a k. 

Otra forma que es útil a veces implica las propiedades de inercia en algún punto diferente 
del centro de masa. Recuérdese que si P es un punto del cuerpo rígido 


Hp = rpc X Mvp + Il wi + 1505 + IT, ok (4.3) 
y para cualquier punto P, sabemos que 

Hp = Hc + fpc X MY l (2.38) 
igualando esas dos expresiones para Hp y luego derivando respecto al tiempo, se obtiene 


He + Ipc X Mac + ipc X MV = ipc X Mv 


d 
+ Ipc X map + qe + IP wf + ok) 


Usando la Ec. (2.43) podemos reemplazar por ZM, los primeros dos términos del lado iz- 
quierdo de esta ecuación y obtener 


EM” = w x m|vp — Vc) + fpc X map 
(4.16) 
Eo + Pwj + owk) 
1 
El primer término del lado derecho de la Ec. (4. 16) desaparece, ya que. vp — Yo = — fpo 
y el tercer término es de la misma forma que Mo, excepto que aquí las propiedades de iner- 


cia son con respecto a ejes con origen en P. Volviendo a los pasos entre las Ecs., (4.11) y 
(4.13) resulta 


ZM, = (lio — Ipo? + lo + T50? 


(4.17) 
+ Iak + rpc X map 


Pregunta 4.4 ¿Por qué podemos decir, como se hizo antes, que Yp — Ye = — È pc y por 
qué ocasiona esto que se anule el primer término del lado derecho de la Ec. (4.16)? 


Hay dos casos especiales particularmente importantes del movimiento plano: traslación 
y rotación alrededor de un eje fijo. Para la traslación, œ = a = 0, y la aceleración (lineal) 
de todo punto es la misma, digamos a. La Ec. (4,15a) da entonces 


ZM¿ =0 (4.18) 


< 


EM)» = fpc X ma ` (4.19) 


para cualquier punto P. En realidad es muy fácil mostrar directamente a partir de la Ec. (2.8) 
que lo anterior debe ser cierto para cualquier movimiento traslacional, sea este plano o no. 
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En el segundo caso el cuerpo tiene un eje fijo de rotación y si O-es un punto sobre este 
eje, la Ec. (4.17) da 


EMo = (12,0 — 1200? 


+ (10 + 12,0?) : (4.20) 
+ I2 ak 
De aquí podemos concluir que 
k i ' 4.21 
ZM sje = 12,0 I ) 
o bien i 


EM,is = EMo * k = lojet 


Pregunta 4.5 Ya que la Ec. (4.4) es válida para cualquier punto P con velocidad cero, ¿por 
qué no podemos usar ecuaciones como la (4.20) para el centro instantáneo M) de B cuando 


Q no es un pivote? , A 
A o 


Problemas bidimensionales de movimiento plano ; : 


Limitaremos la atención en esta parte a una clase especial de problemas de movimientos pla- 
nos de cuerpo rígido. Esta clase se define en los dos incisos siguientes; 


1. I£ = IC = 0 (generalmente, porque el cuerpo es simétrico respecto al plano del mo- 
a Ni yz 
vimiento del centro de masa); y 


2. Las cargas externas tienen resultantes con líneas de acción en el plano del movimiento 
del centro de masa. 


Estas dos condiciones necesitan reacciones externas equipolentes a un sistema coplanar 
de fuerzas. En la mayoría de los problemas de esta sección, se verá que todas las reacciones 
individuales tienen líneas de acción en el plano del movimiento del a de men Tie 

i = = isfarán idénticamente y las 
las ecuaciones de momentos, EMcx = 0 y plo O se satisfará: y 
irá i s escalares: 
de Euler se reducirán a las tres ecuaciones 


"YE. = mže : l (4.22a) 
EF, = mc (4.22b) 
z o è 
EMe = IÓ (4.22c) 
Ca — “22 À 


` en donde xo yc son las coordenadas del centro de masa en un sistema coordenado ortogonal 
fijo en un marco inercial.* Como no habrá confusión acerca del eje implicado, escribiremos 


la Ec. (4.22c) simplemente como  M¿ = Ic 


EM. = Ic o bien EMe = Ica (4.23) 


*Qué ecuaciones se usarán y las formas específicas que tomen, depende por supuesto del sistema EE are 
se use para describir el movimiento de C. Un sistema ortogonal es la elección natural para la mayor parte e os prot le- 
mas de este capítulo; un sistema polar es, sin embargo, la elección natural para problemas de mecánica orbital (véase 

B 


la Sección 8.3). 
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En vez de esto, pueden usarse cualquiera de las ecuaciones alternativas de momento de fuerza ` 
discutidas en la Sección precedente. Sin embargo, se advierte al estudiante que, al igual que 
en estática, una vez que la “ecuación de fuerza” y la “ecuación de momento” han sido utiliza- 
das, ninguna información adicional (independiente) se obtendrá al tomar momentos respecto 
a puntos diferentes. 

En algunos casos las Ecs. (4.22a—c) producen ecuaciones diferenciales que pueden ser 
Jácilmente integradas y permiten predecir el futuro movimiento del cuerpo. Más comunes se- 
rán aquellos problemas en los que para un instante especifico calcularemos fuerzas y acelera- 
ciones; tales problemas son extensiones naturales de los de la estática, en los que todas las 
operaciones analíticas son de carácter algebraico, Para problemas de alguna de estas clases 
se recomienda seguir los siguientes pasos: E 


1. Trace un diagrama de cuerpo libre para cada cuerpo del problema % 


2. Defina un conjunto de vectores unitarios, o equivalentemente un sistema coordenado 
en términos del cual puedan expresarse las fuerzas y aceleraciones desconocidas. 


3. Introduzca las Leyes de Euler; hay quien prefieren hacer esto en forma vectorial en 
términos de vectores unitarios definidos previamente, mientras que otros prefieren 


iniciar el análisis usando las tres ecuaciones en componentes escalares; por ejemplo, 
las Ecs. (4.22a-c). ` 


4. Hay casos en que el número de incógnitas escalares excede el número de ecuaciones 
independientes (máximo de tres) y hay que buscar información suplementaria enton- 
ces. Esto puede implicar nada más que aplicar la ley de Coulomb, de la fricción pero: 
a menudo la información suplementaria tendrá la forma de una restricción cinemáti- 
ca. Por ejemplo, para una rueda con su centro de masa en su centro geométrico, el 

- rodamiento implica (con definiciones apropiadas de las variables) que X¿ = rô. 
Si algún punto A tiene su movimiento restringido, entonces la restricción a su ace- 
leración junto con aç = a4 +ak x ryc — 0*r,c pueden usarse para relacionar la 
aceleración del centro de masa y la aceleración del cuerpo (suponiendo que las veloci- 
dades, y también las wœ, son conocidas). Por supuesto acy A son las variables cine- 
máticas que en forma natural aparecen en las Leyes de Euler. 


5. Encuentre, resolviendo las ecuaciones, las fúerzas y aceleraciones desconocidas. Todos 
los problemas en este libro se refieren a *“cuerpos rígidos dinámicamente determi- 
nados”, por lo que esto siempre será posible. En los problemas que impliquen intervalos 
de tiempo y no sólo instantes específicos, integre las aceleraciones para obtener velo- 
cidades, y luego las velocidades para obtener las posiciones como funciones del tiempo. 


6. Revise la consistencia dimensional de los resultados y, en el caso de respuestas numéri- 
cas revise que las unidades sean correctas. (Considere de preferencia las unidades-S1.) 


Los siguientes ejemplos están diseñados para ilustrar los tipos de problemas que el 
estudiante debe aprender a resolver. 


Ejemplo 4.14 
t 


Un lanzador de herraduras avienta una con w; = 4.71 5 rad/s en 
la posición mostrada. Si la herradura gira exactamente una vez en mo- 
vimiento plano y da en el blanco, determinar la velocidad inicial del 
centro de masa de la herradura. 
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Solución 


Se integran las Ecs. (4.22a—<c): 


EF, = 0 = mie EF, = —mg = mic EM¿ = 0 = 1,0 
Kc =0 Ye ==8 Ú=0 
| žc = ži Ye = —8t +y Ò = œ; = 4.71 
(velocidad (velocidad inicial de C? 
inicial de C en en la dirección y) 


la dirección x) 


Xc = Xt o Yc 


ya que xç = 0 la e se suelta 
ent=0 e en yç =:3.5 pie 


Cuando la herradura llega al suelo, 6 = 2x, por lo que 
21 =4.71t, > ty = 1.33s 

Por tanto 
Xc = 40 = x,(1.33) = Xx; = 30.1 pie /s 


32.2 
Ye = 0 === (1.33)? + y(1,33) + 3.5 = Y, = 18.8 pie/s 


La velocidad inicial del centro de masa de la herradura es entonces: 


= 30.1í + 18.8] pie /s 


Ejemplo 4.15 


En anillo Æ en la Fig. 1 tiene una masa de 10 kg, un radio de 0.5 m. 
y está articulado al marco J de 30 kg en P. La fuerza Q empuja los 

cuerpos hacia arriba sobre el plano liso, Encontrar la fuerza Q máxi- 
ma para la que el anillo dé vuelta respecto a 9. 


Figura 1 


0 =4.71t Ta 


Cordón 


por tanto 
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Solución 


El anillo X se traslada paralelamente al plano, por lo que aç = al. 
Si usamos la Ec. (4.15) para sumar momentos respecto a P en el dia- 
grama de cuerpo libre de X (Fig. 2), se eliminan las dos reacciones 
en P del pasador. Además para O máxima, la tensión en la cuerda 
es nula, Entonces la única contribución a EM» es la de la fuerza 
de gravedad en C. Se tiene por ello 


O (pues R se traslada) 
EMp, = IE + (ipc X mac), 


mgl[R sen 23.1°) = [Rlcos 30% — sen30%) x mail, 


mRa sen 30° 


= 2g sen 23.1° = 7.70 m/s? 


Figura 2 


* Con localización a 


-G (centro de masa 
yde 7) 


30(9.81) newtons 
Figura 3 


Ahora consideramos un diagrama de cuerpo libre del cuerpo com- 
puesto por J y K (Fig. 3). Nótese que no hay fricción debajo del 
marco porque el plano es liso. Adviértáse también que las aceleracio- 
nes de C, G y del céntro de masa combinado* C} son todas iguales 
adi, ya que los cuerpos se trasladan juntos en tanto que 2 no exceda 
el valor Qmáx que andamos buscando, 

Por tanto podemos emplear 


EF, = mya 


en donde +7 es la masa total. Así, 


Qmax — 10/9.81)3 — 30(9.81)2 = (10 + 30)kg(7.71]m/s? 


Qmax = 235 + 308 = 543 newtons 


Nótese que usando la Ec. (4.15) y luego el cuerpo compuesto, hemos 
evitado tener que encontrar las reacciones del pasador en P. 


la cuarta parte de la distancia de G a C. 


244 Capítulo 4 Cinética de cuerpo rígido en movimiento plano 


Ejemplo 4.16 


El coeficiente de fricción en ambos extremos de una barra delgada 


uniforme es de 0.5. Hallar la aceleración máxima hacia adelante que 
el camión puede adquirir sin que la barra se mueva respecto a él. 


Solución 


| Una posibilidad es que el extremo superior se separe del cuerpo del, 
camión. El diagrama de cuerpo libre muestra la situación cuando el 
extremo está a punto de separarse. Como la barra está en traslación 


EM¿ =0 
F, L sanoo’ —=N, Ls 60° =0 
2 2 
| S, 


Prog 


. F, = N/4/3 = 0.577N, 

Este grado de fricción no puede generarse porque 4 = 0.5 < 0.577. 
Por ello, el movimiento de la barra relativo al camión no se iniciará 
de esta manera. 

La otra posibilidad, como se muestra en el segundo diagrama 
| de cuerpo libre, es que la barra esté a punto de resbalar en su extre- 
mo inferior; esto debe ocurrir simultaneamente en las dos superfi- 
| cies. Las ecuaciones de movimiento son (con a = XÍ): 


| EF, = mx 
uN, — N, = mi (1) 
ER, = my=0 
N, + N, — mg = 0 (2) 
EM¿ = 


ea (ura. 
Con a = 0.5, la Ec. (3) da 
N, = 16.7N, 
y de (2), N, = 0.0581 mg y 
N, = 0.0581mg 
asi como 


N, = 0.971mg 
La Ec. (1) da entonces . 
0.5/0.971mg) — 0.0581mg = mx 


¥ 


0.427g 


que es igual a 13.8 pie/s? (para g = 32.2 pie/s?) o bien 4.19 m/s? (pa- 


ra g = 9.81 m/s?) 
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Ejemplo 4.17 


i 3 
La barra Ķ y la esfera S están soldadas'para formar un cuerpo rígi- 


do compuesto que está unido al techo en O por medio de un pasador 


liso. Encuentre la fuerza ejercida por el pasador sobre el cuerpo al 
soltar éste desde el reposo. 


Barra X 


Esfera y 
1 =2 pie R=J pie 
m, =3 slug m, =2 slug 
Solución : ' 
—> 
R, 


| i Como O es un pivote del cuerpo compuesto se puede escribir: 
3132.27 10 232.2) Ib EMo = loak 


' 
en donde 
m,/? 2 š 
Io = 3 + z MR + mall + ar | 


3(2)? JA 
= 3 + 32(5) + 20.5] . 


4 + 12.7 


1 


16.7 slug - pie? 

por lo que, en la liberación, 
—3/(32.2)[1) — 2(32.2)[2.5) = 16.70 

O bien 


a = —15.4 rad/s? 


Para calcular la reacción del pasador usamos EF = mac, en 
, 


donde necesitamos la posición del centro de masa C del cuerpo 
La distancia de O a C es 


8l). + 242.5) — 


8 
d =-= i 
342 5 1.6 pie 


En este instante 


pi a 0 
[—15.4k) x [1.61] — eo[1.61) i 
= —24.6j pie/s? 


Il 


ac 
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| Por tanto 
¡RÁ + Ri] — 96.6) — 64.4] = 51—246) 
Se tendrán: 1 
R,=0 


R, = 161 — 123 ="38 lb 


Existe un método alternativo que no requiere la localización ex- 
plícita de C, porque ý 


IF = mac = M,âc, + Mmzåc, 
o bien 


IRÁ + RI — 96.6 — 64.4] = 3[/—15.4Í) x 3] + 211-15.4k) x 2.5] 


de lo cual | 


161 — 46.2 — 77 = 38 lb 


” | igual que añtes. 


} Ejemplo 4.18 


Justamente después de que el brazo de frenado hace contacto con la 
parte superior del cilindro 4, este se encuentra girando a 1000 rpm p. 
El coeficiente de fricción cinética entre 4 y Bes p = 0.3. Hallar 0.2 mj 
(a) cuánto tarda 4 en alcanzar el reposo bajo la acción de la fuerza 
constante P = 40 N; y (b) el valor de las reacciones en el pasador 
O ejercidas sobre 4. 


Brazo del freno £: 
d sección transversal 
Solución = 2cm x 2č; 
a masa = 2 kg 
Como el cuerpo 43 está en equilibrio, podemos encontrar la fuerza 


normal entre él y el cilindro por estática. La distribución del peso del 
brazo en sus partes horizontal y vertical es como se muestra en el dia- 
grama. Nótese que el equilibrio requiere que f = Q,, en donde 
f = fnis = HN, ya que está teniendo lugar el resbalamiento. 


Sel 


0.1 n 
Q= f | Los 52! 
i 


-<—().2 m— 
0.02 m 


ac 


40 newtons 


0.5(9.81) E 

newtons t 

0.02 m— |— DSN =t 
LAOARIY NI 


| newtons 


Cilindro -4 : 
masa = 10 kg 
radio = 0.2 m 


4.5 Problemas bidimensionales de movimiento plano 


Sumando momentos respecto a O, tenemos 
0.401N + 0.2(0.3N) — 40/0.401) — 1.5(9.81)/0.301) = 0 
de donde se obtiene 


20.5 


TN 44.6 Newtons 


UN = 0.3/44.6) = 13.4 Newtons 


Pregunta 4.6 


¿Sería diferente la fuerza normal N si œ i 
i æ% fuese anti- 


—ŘŘŘ— OO 


El movimiento del cuerpo 4 es de rotación pura. Su diagrama 
de cuerpo libre se muestra en el diagrama anexo. 


EM, = lö 


—13.4/0.2) E sopor o 


—2.68 
o 13.4 rad/s? 


Integrando obtenemos 


Ó=-—13.4t + C, 
—13.4t + 1000( 27 
60 


| x 
y en donde las condiciones i 


tante de integración C}. 
El cuerpo 


niciales de _4 permitieron evaluar la cons- 


se detiene cuando Ô = 0 en el tien 
e de npo f que aho- 
ra estamos en posibilidad de calcular: pe 


0 = —13.4t, + 105 
ts, = 7.84s 


Nótese que el centro de masa O = C de 4 está fijo en el' marco iner- 


cial, por lo que las reacciones en el pasador se obtienen a partir de 
las ecuaciones del centro de masa: 


- 13.4 + O, = mic = 0 = O, = 13.4 newtons 


+44.6 + 98.1 — O, = m¿ = 0 = O, = 143 newtons 
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Ejemplo 4.19 


Es interesante escribir las ecuaciones de movimiento para la 


PE 


¿Cómo debe variar en el tiempo el par aplicado C de la Fig. 1 para 
hacer girar la rueda no equilibrada (pero redonda) con velocidad an- 
gular constante wọ P? El momento de inercia de la masa de C con 
respecto a su eje de rotación es fp, y el centro de masa está en G. 


Solución 
Ya que EMo = lot para el cuerpo C, 


E Se 
—Tr + C + Mg cos 0 = 1p0 (1) 


, 


Para el bloque 4 se puede escribir 
T — mg = mýs i 1) 


El punto Q de C localizado donde la cuerda deja el borde de 
la rueda, tiene la misma velocidad (101 ) y la misma componente 
de aceleración tangencial (161) que la cuerda en ese punto. Como 
esta última se supone inextensible, tal aceleración tiene la misma 
magnitud que Y p. La cinemática da entonces la ecuación adicional: 


Ja = rË (3) 
Sustituyendo: (3) en (2) resulta 

T=mg+ mö 
Sustituyendo T en la Ec. (1), 


C = mg — Mg = cos 0 + (Io + mr?)0 


Como Î = ax = constante, se tiene que 0 = œt y Ë = 0, por lo 
= mgr — cos gl 


A 
Il 


Mgr 
mg- wot 


y el par requerido varía armónicamente. 

Si'no hay par C y el sistema se libera desde el reposo en la posi- 
ción mostrada, las ecuaciones siguen siendo válidas, y con C = 0 se 
obtiene z 

s. r 

llo + mr?]0 = Mg cos 0 — mgr 
La aceleración angular inicial de C (con 0 = 0) es entonces 

y _ (Mgr/2) — mgr 

b = -E 

lo + mr 
que es positiva ( ə ) si M >2m. 


oK KK K<K<— 


Pregunta 4.7 ¿Qué pasa si M < 2m, y si M = 2m? 


A «—_—_———— ASAS 


(0 =0ent = 0) 
Centro de masa = G 


Figura 1 


i Figura 2 


rueda en la siguiente forma: 


O, = MX 14) 


O, + T — Mg = Me (5) 


E 
EMg = O, 7 cos 0 — O, y sen 0 - rl: =- q cos o) =le (6) 


-Las Ecs. (4) y (5) son útiles si se requieren las reacciones en el 
pasador,* pero la Ec. (6) es más compleja que  EM¿= Ia que 
usamos antes, ya que el cuerpo tiene una articulación. El estudiante 
debe tratar de eliminar O,, O, y T de la Ec. (6), usando las Ecs. (4) 
y (5) y la ecuación previa para 4 (T = mg + mrÚ ) y demostrar que 
se obtiene el mismo resultado para Ú (después de una cantidad ma- 
yor de trabajo que en el ejemplo). (La cinemática tiene también que 
emplearse para relacionar Y ¿ y Y ¿con 0, 0 y öğ Us 


4.20 


Una cuerda está enrollada alrededor del cilindro €. de 10 lb. La cuer- 
da pasa a través de un agujero en el disco horadado 4 de 5 lb, y está 
unida al bloque 43 de 15 lb. Cuando el sistema se libera desde el repo- 


so con la cuerda tiesa en ese momento, ¿cuál es la reacción ejercida 
sobre 4 por 8? j 


Solución 


Usando los diagramas de cuerpo libre mostrados, escribiremos las si- 
guientes ecuaciones de movimiento de los distintos cuerpos: 


D EMo=Llo0 


EJE | 


o bien 

T = 0.03884 (1) 

XF, = mýs 
IS a 

15 — T + R= zz (2) 

ER, = mj, 
5. 
5- R= 3734 (8) 


r a as T å s 
Por ejemplo, los pasadores deben diseñarse con suficiente resistencia para admitir las fuerzas causadas por las 
aceleraciones. 
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Una restricción es que la componente vertical de ay (ver el primer 


diagrama de cuerpo libre) es la misma que la aceleración de los pun- 
tos de la porción recta de la cuerda y esas aceleraciones son J p: 


m 3 
ba lao), = m* k (4) 


Las aceleraciones de 43 y Ason también iguales. Sin tensión en la 
cuerda, serían g|; con la tensión presente, la aceleración de 43 es retar- 
dada, garantizando así el contacto continuo de los dos cuerpos. Por, 
lo tanto: 


Y= Ya (5) 


Sumando las Ecs. (1) y (2) y tomando en cuenta (4), 


15 
15 + R=|0.0388(4) + — |y; 
sl | 144 + aal 


-0 bien 

0.6217» — R = 15, (6) 
Las Ecs. (5) y (3) dan: 

0.155), + R=5 (7) 


“Sumando las Ecs. (6) y (7) 
20 La 
Ya = 0.776 7 25.8 pie/s 


por lo que, por (6), 
R = —15 + 0.621(25.8) = 1.02 lb 


Note que la aceleración de /3 es menor que “*g” (32.2 pie/s?) y 
que R es menor que el peso de -4, permitiéndole que caiga pero no 


libremente. 


Ejemplo 4.21 


La barra uniforme de masa 77 se libera desde el reposo en la posición 
horizontal indicada en la figura. Considere la fuerza ejercida por el 
pasador liso, 


a. ¿Cómo varía la magnitud de la fuerza con el ángulo 0 gira- 
$ do por la barra? 


b. ¿Cuál es el valor máximo de esta magnitud? 
Solución 


En este problema ilustraremos el hecho de que algunas veces pueden 
usarse ventajosamente vectores unitarios no fijos al marco inercial. 
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Se tiene el diagrama de cuerpo libre. La magnitud de la fuerza que 
queremos analizar es 


R = JR? + R} 


y obtendremos R, y R, de la ecuación ZF = maç, en donde 


ta 
=E 
Š 2 
ac = p Faki femto Yoc 
J y 
£ 
E S 
2 2 
EE A 
=z 0-0, 


Pregunta 4.8 Recordando la Ec. (1.37) de la Sección 1.6, ¿dónde 
están los términos $ y }? i i 


x_K————— _ _______________ 


Esta ecuación muestra que tendremos que expresar Ò y ( como fun- 
ciones de Y si R, y R, van a expresarse de esa manera. Escribimos 
la ecuación de momentos respecto al pivote O: 


Mo = loa = lol 


f a 
m8 y cos 0 3 
s 3 i 
0 = Y cos 0 
2 


Esta ecuación da Ö en función de 0; para obtener Ó en función 
de 0 debemos integrar. Multiplicando por Ô, 


Sas 3, 
00 = = 
y] 0 cos 0 
de donde 


0? 3g O, ya que Ê = 0 cuando 0 = 0 
— = senl 
N 


Por tanto 


-l [38 o 1/38 - 
ac = E cos o), = (2 seno), 


38g a, 3 
== sen 08, + “y LoS 0%, 


m 
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Ahora 
EF, = mac, EF, = Macy 
—3 3, 
mg senl — R, = m( Ese o) y mg cos O — R, = m(* cos o) 
5 h m, 
dd id Ra = TE cos 0 


Por lo tanto, la magnitud de la reacción del pasador, como función 
de Oes ` 


R= T Vcos*0 + (10 sen 0)? 


Usando cálculo diferencial, encontramos su máximo 


mg 2 cos 0(—sen 0) + 20 sen 0/10 cos 6) 
=> =0 


2/cos? 8 + [10 sen 0)? 


de donde 
sen O cos 0 = 0 = sen 20 = 0 
bien O = 90° para la reacción máxima, que es 


r - 5 Ñ 
Ruax = z cos? 90° + (10 sen 90%)? = ME. 


Ejemplo 4.22 


El cilindro (masa n, radio r) se deja en libertad sobre el plano incli- 
nado mostrado en el diagrama. El coeficiente de fricción entre el ci- 
lindro y el plano es p . Determinar el movimiento de C. 


Solución 


Igual que en estática, es conveniente trazar aquí un diagrama de cuer- 
po libre. Supondremos que el cilindro rueda (sin resbalar). En este 
caso la fuerza de fricción f es desconocida y tiene un valor que satis- 
face las desigualdades 


UI Far 


en donde fa, = HN, como sabemos del estudio de la fricción en 
la estática. Emplearemos también una ecuación cinemática que refle- 
je el rodamiento. Después de evaluar f determinamos si es menor que 
o iguala HN. Sino lo es, debemos tratar el problema conf = uN 
y sin la ecuación cinemática de rodamiento. 


7 
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Escogemos x, y, Q como se muestra en el diagrama ya que C 
se moverá hacia abajo a lo largo del plano y el cilindro girará en sen- 
tido antihorario. Las ecuaciones de movimiento son: 


EF, = mx = mg senf — f = mX¿ (01) 
EF, = mj¿ = mg cos PB — N = my, = 0 (2) 


(Nótese que cinemáticamente Yc es constante, por lo que Yo = 0) 


ŠMe = Ia = fr = {mr A) 


Podemos resolver (2) y obtener N = mg cos f. Quedan dos ecuacio- 
nes con las tres incógnitas f, Yo y Ü. Debemos por ello, suplemen- 
tar nuestras ecuaciones de movimiento con una condición cinemática 
(condición de rodamiento): j 


#e = rÜ i (4) 
Resolviendo las Ecs. (1), (3) y (4) se obtiene 


žc = ĝg sen ß ü= Eseng  Esenb 
r 3 


Integrando dos veces y notando que las constantes de integración 
desaparecen, obtenemos 


"ge gt? 
Xc = — sen 0 = = 
c =- senf zr en $ 
y si : 
Í < Fmax = HN 
es decir, si 


mg sen 

memg < umg cos f 

o bien 
tan $ < 3u 


nuestra hipótesis y solución serán válidas y el cilindro rodará, como 
se supuso. Si por ejemplo u = 0:5 y f = 30°, entonces 


tan $ = 0.577 < 31 = 1.5 
tan y el cilindro rueda. Pero si u = 0.2 y 8 = 60°, entonces 
tan $ = 1.73 £ 34 = 0.6 


y debemos comenzar otra vez con la solución del problema. En 
este caso 


f = uN = umg cos f 
ya que N es aún igual a mg cos f. Como la Ec. (3) es aún válida 


fr = umgr cos B| = ¿mr?0 
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o bien 
ÉL 2gu cos P 
r 


Entonces, integrando dos veces obtenemos 


t? cos 
g E 


r 


en donde las constantes de integración son cero ya que 


mg sen f — mg cos $ = mxXc 
o bien 


Ke = glsenf — n cos P) 
Por consiguiente 


2 
Xc = E Iseng — pcos f) 


Las soluciones para el movimiento (x¿(1) y 0(1) son muy diferentes 
cuando el cilindro gira y resbala que cuando rueda. Nótese que si 
deseamos distinguir entre coeficientes de fricción estática y cinética 
(1, y Hr), entonces la hipótesis de que el cilindro rueda será correcta 
si tan $ < 3p,Pero si tanf$ > 34, usaríamos entonces f = pN en 
lo que resta de la solución, y la “en las respuestas para xç y 4# de- 
be escribirse como Hz. 


Ejemplo 4.23 


El cuerpo rígido 4 del diagrama consiste en una barra pesada de ma 
sa m soldada a un aro ligero; el radio del aro es igual a la longitud 
de la barra. Encuentre el coeficiente mínimo de fricción entre el aro 
y el suelo para el cual el cuerpo rodará al soltarlo desde el reposo en 
la posición dada. 


Solución 


El diagrama de cuerpo libre se muestra aquí junto cón los vectores 
adoptados en el problema. 


A A 
Pregunta 4.9 ¿Porqué es esta una buena elección de vectores bá- 


sicos para este problema? 
E a 


Nótese que la fuerza de gravedad resultante pasa por el centro de la 
barra ya que estamos despreciando el peso del aro. 
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A continuación escribimos las tres ecuaciones diferenciales del 


movimiento haciendo aç = Xi + dy a =ak 


EF, = me = f = mxo (1) 
IF, = Mc = mg — N = mj, i (2) 
- Lo M ` m/? 
A 
EA ir fl a+ © 3) 


Estas ecuaciones contienen las incógnitas /, N, ¥ œ cy . Dela ci- 
nemática obtenemos dos ecuaciones más. Sabemos que la aceleración 
del centro geométrico O del aro es Ag = Tai, por lo que ` 


% 0 
ac =Y% + ak x roc — so%roc 
agi = rai 
o bien 


XÂ + Jo = 10 + ak x (23) 


Igualando los coeficientes de Î y j encontramos 


ass la 
. La 
Yc= a. (5) 


El lector puede verificar que (4) y (5) también se obtienen al relacionar 
ac conag = rw?’ fexpresión siempre válida para cualquier cuerpo re- 
dondo con rodamiento sobre una superficie fija plana. En este pro- 
blema ages cero al liberar el cuerpo, porque hasta que transcurre el 
tiempo, œ es aún cero. 


Resolviendo las Ecs. (1) a (5) para evaluar las cinco incógnitas 
se obtienen los siguientes resultados: 


Z 13 s 8 ,`3 
f= ¿mg N= gms ad de = E E 


Para completar la solución debemos introducir el coeficiente de fric- 
ción 4. Sabemos que para cualquier fuerza de fricción E ' 


-0 < f < faas = UN 


Por consiguiente, en nuestro problema - 


3 ë S a 
8 == 16 
de modo que 
H S i 
13 
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Esto significa que para que el cuerpo ruede se requiere un coeficiente 
“de fricción de por lo menos ; este es entonces el valor mínimo de- 
seado. Nótese en este problema que 


1. N < mg como era de esperarse, porque de otra manera el cen- 
tro de masa no podría empezar a moverse hacia abajo al 
rodar el cuerpo. 


2. Xo Jo a son todas positivas y por lo tanto están en las 
direcciones esperadas. 


Ejemplo 4.24 


l Encontrar las aceleraciones de C y B (los centros de masa de C y 8) 
en el instante en que el sistema formado por el carrete Cyel bloque 
B se liberan desde el reposo (ver el diagrama). Calcular también el 
tiempo que tarda el carrete en rodar fuera de la viga y determine que 
tanta cuerda se enrolla o desenrolla en ese tiempo (aclare qué es lo 
que sucede). Suponga suficiente fricción para impedir el resbalamiento. 


Cuerpo ( 


Solución 


Primero se trazan los diagramas de cuerpo libre y se escriben las ecua- 
ciones de movimiento. En CĈ, ya.que y tomando 


ER, = f — T = mx¿ = 5#c (1) 
EF, = 49.1 — N = miz = 0 12) 
EM, = 2T — 1.5f = Ica = 9.130 (3) 


en donde se introdujo el valor de Jc del cuerpo formado de tres 
cilindros: 


1 1 
Tea 2, 27| + 7 11-5?) = 9-13 kg + m? 
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Sumando la Ec. (1) multiplicada por 1.5 a la Ec. (3), se elimina la 
fuerza de fricción: 


0.5T = 7.5Xc + 9.130 
Como el carrete esta rodando, X¿ = ra = 1.50% por lo que 
0.5T = 7.5/1.50) + 9.13a = 20.40 (4) 


De la Ec. (2) obtenemos N = 49,1 N, y de las Ecs. (1) y (3) 
hemos -obtenido la Ec. (4). Entonces tenemos ahora una ecuación, 
la (4), con dos incógnitas, T y «œ. Nos fijamos en el otro diagrama 
de cuerpo libre, el del cuerpo 4%, y escribimos su ecuación de movi- 
miento vertical. Nótese que la tensión en ambos lados de la pequeña 
polea Pes aproximadamente la misma, porque si su masa es despre- 
ciable, entonces Ic, = 0 y EM, = la = 0. (Si su peso es nulo, no 
se requiere ningún momento para hacerla girar). Por lo tanto, con 


ag = pj, ` 


EF, = Mya 
4.91 — T = Ly, i 65 


A 
i $ 
IM | 
| te] B 
: 
mag = 1/2(9.81}) 


" =491N 


Las Ecs. (4) y (5) contienen ahora tres incógnitas; por medio de rela- 
ciones cinemáticas relacionamos sy a. La aceleración (vertical) de 
B (o de cualquier otro punto de 4, ya que éste se halla en traslación) 
tiene la misma magnitud que la de cualquier punto de los tramos ho- 
rizontales o verticales de la cuerda; además el punto de la misma que 
está justamente saliendo del cuerpo en su punto más bajo D, tiene 
la misma aceleración que la parte tangencial (horizontal) de ap: 


Ya = (2 — 1.5]Ja = 0.5 m/s? (6) 
Sustituyendo (6) en (5) se obtiene 


4.91 — T = 10.54) = 0.250 (7) 


Capitulo 4 Cinética de cuerpo rígido en movimiento plano 


Igualando T (de la Ec. 4) a T (de la Ec. 7) podemos encontrar 


91 


4. 
40.84'= 4.91 — 0.250. > a =-— = 0.119 rad/s? 


41.1 


Tenemos entonces para las aceleraciones de B y C: 


Ya = 0.5a = 0.0595 m/s? 
že = 1.54 = 0.179 m/s? 


Integrando obtenemos 


, 


0, ya que žc — 0 en í — 0 


viga cuando xç = 2 m: 


2 = 0.08951 tida 
= 4.73s 


Esalida 


ke = 0.179t + GA m/s 
0, ya que xç = 0 en ! = 0 (así escogida) 
xc = 0.08951? + 4m 
Elcuerpo rodará hacia afuera (por la izquierda) del extremo de la 


Al moverse el punto C hacia la izquierda, la cuerda se desenrolla 


Primera manera de verlo: 


f 05m D 


Los puntos D (en la base del cuerpo) se mue- 
ven sucesivamente hacia la derecha al girar el 
cuerpo C alrededor de O. Esto significa que 
B cae en el espacio una distancia 0.50 = 0.5 
(2/1.5) = 2/3 m. “Además, cierta cantidad de 
cuerda se desenrolla de C igual al desplazamien- 
to hacia la izquierda del lugar geométrico de los 
puntos de contacto que es de 2 m. Asi, una lon- 
gitud de cuerda 8/3 m que originalmente esta- 
ba enrollada alrededor de C se encuentra ahora 
en el espacio entre C y Æ. 


» “Punto correcto” significa el punto que estaria en contacto con el plano si el cuerpo hubiese rodado hacia la 


izquierda, como de hecho lo hace. 


conforme se mueven los cuerpos. Se puede ver esto de dos maneras: 


Segunda manera de'verlo: ` 


Primero deje que € se traslade 2 m hacia la iz- 
quierda. Esto eleva 8 en 2 m, pero no enrolla 
o desenrolla a la cuerda. Si ahora giramos € (5) 
alrededor de C hasta que el punto correcto esté 
sobre el plano*, el ángulo necesario para lograr 
esto es () = 2/1.5 = 4/3 rad. Esto ocasiona que 
salga una longitud de cuerda igual a2 0 = 8/3 


.m, y 8 cae también 8/3 m. El movimiento neto 


de £ es por lo tanto 8/3 — 2 = 2/3 m de caida, 
lo que se logra al'desenrollarse 8/3 m de cuerda 
de C. 
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Ejemplo 4.25 


La fuerza P se aplica a una placa que descansa sobre una superficie 
lisa. (Ver el diagrama.) Encuentre la máxima fuerza P para la que 
el tubo no resbalará sobre la placa. 


¿Solución 
En el tubo (Figura 1), con « = ak: 
EF, = f = mic (1) 
XF, = N — mg = m¿=0=>N=mg (2) 
EM¿ = fr = Ia = mr?a (3) 


(Note que Jc = (1/2) (7 + ĝa emp sir, rj. Si el espesor (r, — r) 
no se da, suponga que es pequeño.) ` 


N| 


Figura 1 Figura 2 


. En la placa (Fig. 2) notamos que sólo la ecuación en x del movi- 
miento es de alguna ayuda; ZF, = my¿ = 0 da N, = N + Mg = 
(m + M)g, como se esperaba, y como no se indican dimensiones no 
se pueden tomar momentos. (De todas maneras, la ecuación de mo- 
mentos sólo dará la posición de N,.) Por lo tanto, 


ER, = P — f = MX¿* , (4) 
y con las Ecs. (1) y (4), se obtiene 

mx = mra f : (5) 
Eliminando f con las Ecs. (1) y (3), se obtiene. 

P = mše + Mše (6) 


Nótese que si m7 = m + M y C7 es el centro de masa del tubo más 
la placa, la Ec. (6) se podría haber escrito inmediatamente a partir 
de EF, = mpXc, para el sistema compuesto. Aquí EF, = P y el 
segundo miembro se obtiene de las dos derivadas de la definición 
del centro de masa (mrXcr = MX¿ + Mxg). 

Con la ecuación cinemática hay que tener cuidado. Se trata de 
una situación de rodamiento pero debemos recordar que xe y Xe se 
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n 


miden necesariamente con relación a un marco inercial, supuesto 
aquí fijo en el suelo: Entonces es Ye — Xg lo que está relacionado 
con a.t Para que no haya resbalamiento, žc + T% = Xœ lo cual al 
derivarse da 


Xe — kg = -ru y 


Sustituyendo de (5) en (7) se obtiene la relación entre las ace- 
leraciones de los dos centros de masa: 


- 2%. = Eo (8) 
Entonces (6) y (8) pueden combinarse para dar 
P = |m + 2M)Xc 19) 
y combinando (9) con (1) se obtiene la relación entre P y SE 


`m+2M 
p = 2 
m 


í (10) 


Ya que f < MN si no hay resbalamiento, (10) da: 


m 


—” p< umg=>?P< |m + 2M)gn, 
m + 2M kie 


Si P es mayor que (m + 2M)g p , el tubo resbalará sobre la placa. 


Ejemplo 4.26 


m 
Una barra uniforme está soportada por dos cuerdas, como muestra 


la figura. Si la cuerda de la derecha se:rompe repentinamente, deter 
minar la tensión inicial en la cuerda de la izquierda AD. (*“Inicial 
significa antes de que la barra tenga tiempo para moverse y genere 
velocidades.) 


Solución 


Las ecuaciones de movimiento, de acuerdo con el diagrama de cuer- 
po libre mostrado son, con ac = Xd + Ycy a= ak: 


ER, = -1(5) = mic = Ue 1 


A O = e = 2e 2 
de NE _ml? _ 2a 3 
ame- (2 tn de Fa ý 


e G se usa a veces para designar el centro de masa. 


+ Esta diferencia es justamente la aceleración de C en el marco de referencia asociado a la placa en traslación. 


D 
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Como las Ecs. (1) a (3) contienen cuatro incógnitas (T, X œ Yoy a) 
hay que buscar una ecuación cinemática adicional. El punto A está 
obligado a moverse (ver la figura) sobre una circunferencia de radio 
l alrededor de D, con las componentes de aceleración tangencial y nor- 


mal mostradas (Sección 1.7). En el instante de interés v4 = 0 (nada 
se mueve aún). e 


Podemos relacionar esta a4 con aç: 


ai ta ` lî ceroent=0 
ac = Xci + yc) = ay, + ak x 14 — giac \ (a) 


E, 12 aĵ 


Si multiplicamos escalarmente esta ecuación con-un vector unitario 


A ses: 609, PE 
en la arcón 0 aimaras a4 (que es perpendicular a esta 


dirección). Esto es más sencillo que resolver las dos ecuaciones en las 
componentes i y j. Tal vector unitario es. 


1 


=T Si 
por lo que 
OOR 


o bien 
— Ke + V3fe = V3a (5) 


De las Ecs. (1), (2) y (3) se obtiene 


5 T - 1 
X==z Je=-322+ ($) «= 3y3t 


4 


Sustituyendo estos tres valores en (5) se obtiene: 


+ + Va(-222 + en) = -v(e Sa 


4 
o bien 


4 
T= 53 192.2/3 = 17.2 lb 


Nótese que antes de que la cuerda de la derecha se rompiera, la ten- 
sión en ella era, por estática: 
EF, = 0 = Toy, E 64.4 
y (est) To, -> T di Tiest.) = 37.2 lb 


Las fuerzas en cuerdas o cables inextensibles son capaces de cambiar 
iE g 
de valor ““instantáneamente””, como es el caso en este ejemplo. 
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| Sustituyendo 


aa 


Solución 


toa Adel 


IM, 


obtenemo 


ac 


ac 


Pregunta 4.10 
táneamente de valor? 


La barra uniforme R (longitud = 
al carro C por medio de un pasador 
con el sistema originalmente en reposo, genera en és 
de 3 + m/s?. Hallar la aceleración angular inicial de la barra, 


De acuerdo con la Ec. (4.15) podemos sumar momentos respec- 


EF, = m¥c en este caso. Considerand 


Notemos que l¢ = 


1l 


Il 


i sortes cambiar instan- 
¿Pueden las fuerzas en los re: 


“hacia atrás” se obtienen los siguientes valores 


O E o Ye 
| de 7 4 o pieza El centro de masa comenzará a moverse 
hacia la izquierda y hacia abajo. 
Ye = 17.243 — 32.2 = —24.8 pie/s? 
Ja => 4 
El cuerpo empezará a girar 
t= = > dal = —22.3 rad/s?: | en dirección horaria. 


La aceleración de A se obtiene de la Ec. (4): 


4.30 — 24.8) + 22.3 


4.30 — 2.5) 


su dirección es, o sea 30% 


y como comprobación, 24, (35) : 
tan PE 


4.3 


Ejemplo 4.27 


80 cm, mása = 20 kg) está unida 
liso. La fuerza P, aplicada a C 
te una aceleración 


as fuerzas sobre R y evitar así tener que usar la ecuación 
o el cuerpo libre mostrado 


obtenemos 


(0) 


= lca + (rac X mac) 


= m/2/12 = 20(0.8)?/12 = 1.07 kg * m?; aç la 
s por cinemática. 


à A, 
Oent = 0 1 


ay + ok (0.45 — 70.4) E 
aî — 0.401 = (3 — 0.4a]á 
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Sustituyendo en (1), 
0 = 1.07 + [0.4 x 2013 — 0.40Jí, 


0 


Il 


(1.07 + 3.2]a — 24 


a = 5.62 rad/s? 


La barra empieza a moverse con una a = 5.62 5 rad/s?, 
De manera más sencilla, nótese que según la Ec. (4.17): 


EM, = la + (tc x magh 


m? a L ma, = 2000-8)? 
3 S RÁ 


Il 
R 
l 


o, a — 0.4/20)3 


5.62 rad/s?, como antes ` 


Ejemplo 4.28 


Las dos barras delgadas uniformes 8, y £5,, Cada una de masa igual 
a 2 kg, están articuladas entre sí en P, y 8, está suspendida de-un pa- 
sador en O. (Este arreglo se denomina péndulo doble). En t = 0 se 
aplica un par antihorario Cy = 150 N + m al elemento B, . Obtener 
las aceleraciones angulares de 43, y 8%,, justo después de la aplicación 
del par y la fuerza ejercida sobre &,en P. 


Solución: 


De acuerdo con los respectivos diagramas de cuerpo libre, las ecua- 
ciones de movimiento de 4, y 43, son: 


EF, = 0, — P, = 2o oa 
EF, = 0, — P, — 19.6 = 2 (2) 
2.0.5)? 
EM, = —0.5P, = 3% (8 
(Nótese en la Ec. (3) que 0 es un pivote de B.) 
ER, =P = Dg (4) 
ER EF, = P, — 19.6 = 2f (5) 
y 210.5)? 

EMe = —P,[0.25) + 150 = = 0 16) 


Tenemos hasta ahora seis ecuaciones con diez incógnitas: O,, On Pys 
PaXaoja ai» Yc Ya y 4. La cinemática da las ecuaciones adicio- 
nales que necesitamos: 


aR a 0 _ —0.25f Oent=0 
Ki + Jl = 38 + k x gée — otoc 


P, Sai 
2(9.81} N de 
150N :m 3 
Coeficientes de i > X¿ = 0.250, (7) 
Coeficientes de Î = Y. = 0 (8 
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m~ 


También, 


_ —0.25f Oent=0 
Xoi + Ya = ap + ak x yke — pa!re 


Pero 


y oo , o. 
ap = 36 +ak x (0.88) - o —0.5)) 


= 0.501 
Por tanto 
a = 0.59, + 0.250, 19) 
Ya =0 A (to) 


La solución de esas ecuaciones es: 


a= —771Å rad/s?’ 


a, = 2060k rad/s? y 


Fuerza sobre 8, en P = PÂ + Pj= 257 + 19.6) N 


Los valores de las incógnitas restantes (además de Y¿ = Jo = 0) 
son: 


E .. 2 
O, = —129 N, O, = 39.2 N, Xc = — 193 m/s?, yla = 129 m/s”. 


Ejemplo 4.29 


La barra delgada sostenida por un pasador liso en m suelta desde 
ici és de girar ə, sù rapi- 

el reposo en la posición mostrada. Después 1 

dez ananla es œ = /(38)/(,/21). Hallar para ese instante la fuerza 

axial, la fuerza cortante y el momento flexionante en el punto A, que se 

encuentra a del extremo libre de la barra. Se tiene que / es la longi- 

tud de la barra.) 


Solución 


Primero encontramos la aceleración angular æ = ak: 


EMo = lo% 
ms ¿mea 
JI N 
3g 
= —— 
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Luego escribimos las ecuaciones de movimiento para el diagrama de 
cuerpo libre de la cuarta parte inferior de la barra: 


EF, = mac, 


de modo que 


+ =5 
V 


Nótese que w y a son las mismas que para toda la barra y que O es 
un pivote del ““subcuerpo”” prolongado o extendido. 


4 J2 +4 2 Jat 32/2 
N= 29mg ` 
, 32/2 


Finalmente, la “*ecuación de momento para el movimiento” es 


IMe = lca 


iti o m0) [EJ 


8 12 


2/21, 


3 A 
= ——— mg’ 
256/5 > 


Los tres resultados finales se indican gráficamente sobre la 
sección cortada que se presenta en el último croquis. 


Problem as/ Sección 4.5 


M 


4.35 ¿Para qué fuerza P es posible que la barra uniforme 
delgada (Fig. P4.35) se traslade a lo largo del piso liso en 
la posición mostrada? La barra tiene masa m y longitud l. 


Figura P4.35 


4.36 Un gabinete de 100 Ib que puede rodar sobre ruedas 
pequeñas está bajo la acción de una fuerza de 40 lb, como 
muestra la Fig. P4.36. Despreciando la fricción, encuentre 


(a) la aceleración del gabinete y (b) las reacciones del suelo 
sobre las ruedas. 


4.37 Repita el problema anterior para el caso en que la fuer- 
za de 40 lb esté aplicada 1 pie arriba de C. 


4.38 Encuentre el valor de F para el cual una de las ruedas 
de la puerta en la Fig. P4.38 se levanta del riel. ¿Cuál se le- 
vanta? Suponga fricción despreciable. 
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qee 1 pie 
Figura P4.36 y 


Figura P4.38 


4.39 La fuerza P ocasiona el deslizamiento de la caja uni- 
Torme rectangular de peso W de la Fig. P4.39. Encuentre el 
intervalo de valores de H para el cual la caja, al deslizarse 
sobre el piso liso, no se volteará alrededor de la arista fron- 
tal ni de la trasera; suponga P = W. 


AA 


| 


Figura P4.39 


4.40 Repita el problema anterior considerando un coeficien- 
te de fricción de 0.2. 


4.41 Se transporta un gabinete de 400 lb sobre un camión, 
como se muestra en la Fig. P4.41. Suponiendo suficiente 
fricción para que el gabinete no resbale sobre el vehículo, 
¿cuál es la aceleración máxima hacia adelante para la que 
el gabinete no se volcará?. 


lpie 2 pie | 


Figura P4.41 


4.42 La barra uniforme /2 de la Fig. P4.42 pesa 60 lb y está 
articulada en A (y sostenida por el cable DB) al marco q 
Si se le da a éste marco una aceleración a = 32.2 pie/s?, co- 
mo se muestra, determine la tensión T'en el cable y la fuerza 
ejercida por el pasador en A sobre la barra, 


E a = 32.2 pie/s? 
A 
| = D 
45° 
6pie Z 1 
Cable 
E B 


Figura P4.42 


4.43 Las cuerdas en la Fig. P4.43 tienen una resistencia a 
la tensión de 12 N. El carro Ĉ tiene una masa de 35 kg; la 
barra Æ vertical articulada en A tiene una masa de 10 kg 
y una longitud de 1.2 m. Encuentre el valor máximo de P 
que puede ejercerse sin romper ninguna cuerda si (a) P actúa 
hacia la derecha y (b) si P actúa hacia la izquierda; des- 
precie la fricción y suponga una tensión despreciable en ca- 
da cuerda cuando el carro está en reposo. 


0.2 m 1.1m 


M i uera | 


Ruedas pequeñas 


Figura P4.43 


4.44 Una fuerza F alterna en dirección, desplaza al carro 
con movimiento horizontal rectilineo definido por la ecuación 
x = 2sen zt, en donde x es el desplazamiento en pies y 
1 el tiempo en segundos (Fig. P4.44). Una barra delgada 
homogénea, y rígida, de peso igual a 32.2 lb y longitud de 
6 pie está soldada en B al carro y sobresale en posición 
vertical. Encuentre en magnitud y dirección, el momento fle- 
xionante que el carro ejerce sobre la barra en B cuando 
t= 1/2s. 


Figura P4.44 


cacam 
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4.45 Una niña nota que algunas veces la pelota% no rueda 
hacia abajo sobre el plano inclinado de su juguete J cuan- 
do empuja a éste sobre el piso (Fig. P4.45), ¿Cuál es la ace- 


leración mínima a;n de I. que impide-este rodamiento? 


Figura P4.45 


4.46 En el problema anterior suponga que la aceleración 
de F es de 24,» ¿Cuál es la fuerza normal entre la super- 
ficie vertical lisa de J y la'pelota? El peso de la pelota es 
de 0.06 lb. dl 


4.47 Un cilindro sólido uniforme Ç (Fig. P4.47) es empu- 
jado sobre la superficie 4 por un brazo móvil 4. Si C se 
traslada hacia la derecha con Y ¿ = 2/10, ¿cuál debe ser el 
coeficiente mínimo de fricción entre 4 y C ? El coeficiente 
de fricción entre € y es p. 


Figura P4.47 


4.48 La fuerza P se aplica al carro Č y crece paulatinamente 
desde cero, actuando siempre hacia la derecha (Fig. P4.48). 
El punto C es el centro de masa de /. ¿Para qué valor de 
P no se moverán conjuntamente los cuerpos £ y Č ? 


Figura P4.48 


4.49 Un bloque no uniforme descansa sobre la plataforma 
de un carro, como se ve en la Fig. P4.49. Si el coeficiente de 
fricción entre en carro y el bloque es de 0.40, ¿para qué 


intervalo de aceleraciones del carro, el bloque no resbalará 
ni se volcará? 


cc 


Figura P4,49 


4.50 El camión en la Fig. P4.50 viaja a 45 mi/h. Encuen- 
tre la distancia mínima en que puede detenerse para que el 
cajón de 250 lb no resbale ni se voltee. 


4.51 El vehículo monorriel en la Fig. P4.51 es impulsado 
por sus ruedas delanteras y corre hacia la derecha. Si el coe- 
ficiente de fricción entre ruedas y rieles es H = 0.55, deter- ` 
mine la máxima aceleración posible del vehículo. ' 


_ Figura P4.51 


4.52 Verla Fig. P4.52. (a) En términos de las dimensiones 
b, H, d y del coeficiente de fricción ji , encuentre la acele- 
ración máxima posible del carro. Desprecie la inercia rota- 
cional de las llantas. (b) ¿Cómo podrían ajustarse los cuatro 
parámetros b, H, d y u para incrementar la aceleración?. 
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4.53 Repita el problema anterior para un carro con (a) trac- 
ción delantera y (b) tracción en las cuatro ruedas. 


4.54 En una emergencia el conductor de un auto aplica los 
frenos; los frenos delanteros fallan y las ruedas traseras sí 
se traban. Encuentre el tiempo y la distancia requerida para 
detener el auto. Desprecie las masas de las ruedas y exprese 
los resultados en términos del coeficiente de fricción y, la 
velocidad inicial v, la aceleración de la gravedad g y las di- 
mensiones mostradas en la Fig. P4.54. 


¡E 


e 


Figura P4.54 


4.55 Una barra uniforme 4 de longitud L y peso W está 
conectada a las articulaciones lisas en E y D por los miem- 
bros ligeros 43 y Ĉ de longitud L. En la posición mostrada 
en la Fig. P4.55, Æ tiene una velocidad angular horaria 
de œ rad/s. Encuentre las fuerzas en los miembros & y C , 
y determine la aceleración del centro C de la barra A en tér- 
minos de las variables dadas. 


Figura P4.55 


u = 04 i 
Figura P4.56 


* 4.56 Encuentre el intervalo de aceleraciones deY/ que puede 
producir F sin que & se mueva en absoluto relativo a wW. 
(Fig. P4.56). Note cuidadosamente la posición del centro de 
masa de 8. 


* 4.57 Una barra delgada homogénea pesa 64.4 lb y tiene 
20 pie de longitud; está soportada como muestra la Fig. P4.57. 
Las barras ¿3, y /3, son de masa despreciable y tienen pasado- 
res sin fricción en cada extremo. El sistema se libera desde 
el reposo en 0 = 0. 


a. Obtenga expresiones para la velocidad angular y la 
aceleración angular de las barras Æ, y ¿3,en función 
de 0. 


b. Obtenga expresiones para la fuerza axial en las ba- 
rras 65, y 8, en función de 0. 


5 pie 


5 pie 
pto 


-— 10 pie] 


Figura P4.57 


4.58 En el Ejemplo 4.29 note que el pivote O es también 
un punto del ““subcuerpo”” usado en ese ejemplo. Así, para 
tal cuerpo, ZMy = Igo. Calcule separadamente EM/e 
[ga para el subcuerpo y muestre que sus valores son iguales. 


4.59 Un cuerpo d? pesa 805 lb., tiene un radio de giro res- 
pecto a su eje zç de 0.8 pie (Fig. P4.59) y está articulado en 
su centro de masa. Un par horario de magnitud e' lb » pie 
se aplica a 3 en t = O, Encuentre el ángulo que 43 ha gira- 
do en el intervalo 0% t < 3segundos. 


Figura P4.60 


Figura P4.59 


4.60 La barra delgada homogénea en la Fig. P4.60 es de 
12 pie de longitud y pesa 5 lb; está conectada a un sopor- 
te en A por una articulación herrumbrosa. Debido a la 
fricción en la articulación, ésta ejerce un par de 9 lb » pie 
sobre la barra al girar ésta. Si la barra se libera desde el re- 
poso en 0 = 30%, encuentre: (a) la aceleración angular de 
la barra cuando O= 30%, 60° y 90°; (b) el ángulo ( en 
el que la aceleración angular de la barra es cero. 


4.5 Problemas bidimensionales de movimiento plano 269 


* 4.81 La barra delgada homogénea en la Fig. P4.61 está so- 
portada por una cuerda en A y un pasador horizontal en B. 
Se corta la cuerda. Determine en ese instante, la localización 
del pasador B que dará la máxima aceleración angular ini- 
cial a la barra. 


Figura P4.61 


4.62 Los cuerpos de peso W, y W, en la Fig. P4.62 están 
unidos por una cuerda inextensible que pasa sobre una po- 
lea. La polea pesa W y su masa está concentrada en el borde 
de radio:R. Demuestre que si el sistema se libera y la cuerda 


no resbala sobre la polea, la magnitud de la aceleración de 
Wi y W, y es 


Figura P4.62 


an Encuentre la aceleración angular del cilindro Č en la 
Fig. P4.63. La cuerda pasa sobre él sin resbalar y está unida 
a 4 y 8 como se muestra. 


10 kg A 30 kg 
Figura P4.63 


4.64 El cuerpo C es una polea formada por los cilindros ` 
D y £ que están rigidamente conectados entre sí (Fig. P4.64). 
El cuerpo compuesto C está articulado, sin fricción, al sue- 
lo a través de su eje de simetria (que pasa por su centro de 
masa). Las cuerdas enrolladas alrededor de £ y D están uni- 
das a los cuerpos A y B respectivamente. Si el sistema se 
libera del reposo, ¿cuál será la aceleración angular de C ? 


, 40 cm 


20 cm 
50N 


20N 


Figura P4.64 


4.55 La transmisión de cadena en la Fig. P4.65 puede con- 
-siderarse formada por dos discos de igual densidad y es- 
pesor. La rueda catarina mayor tiene una masa de 2 Kg y un 
radio de 0.2 m. Si el par se aplica partiendo del reposo en 
t = 0, encuentre la rapidez angular de la rueda pequeña 


en í = 10 s. Sugerencia: ¿Con qué mecanismo semejante 
trabaja un dentista?. 


* 4,66 El cilindro Č en la Fig. P4.66 con cuatro agujeros gi- 
ra a 200 rpm inicialmente. Se coloca en la posición mostra- 
da un cilindro D uniforme de 100 lb y la fricción produce 
un momento de frenado que detendrá a Č El coeficiente 
de fricción H es 4 y antes de que se hicieran los agujeros, 
el cuerpo uniforme ( pesaba 200 lb. Para cualquier sentido 


+ 7] ES 
de rotación de ( resulta un frenaje rápido; calcule el tiem- 
po de frenado. 


Figura P4.66 
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4.67 Una rueda de carreta que gira en sentido antihorario 
se lanza a un rincón: y entra en contacto con la pared y el 
piso (Fig. P4.67). 


a. Demuestre con un diagrama de cuerpo libre que la 
rueda no puede trepar sobre el muro. 


b. Demuestre con un diagrama de cuerpo libre que la 
rueda tampoco puede moverse hacia la derecha so- 
bre el piso. 


c. Por consiguiente, la rueda permanece en el rincón. 
Trátela como un anillo de masa m y radio R, con 
coeficiente de fricción 4 en ambas superficies de con- 
tacto. Determine cuánto tarda la rueda en detenerse 
y calcule cuántos radianes ha girado hasta ese punto 
desde el primer contacto con las superficies. 


w; rad/s, 


Figura P4.67 


4.68 El cilindro en la Fig. P4.68 tiene una masa de 30 kg 
y gira alrededor de un eje normal á la articulación en O. En 
el:instante mostrado, œ = 5 Prad/s y© = 10 Srad/s?. 
Encuentre la fuerza P que actúa sobre el cilindro y determi- 
ne las reacciones ejercidas por el pasador en la articulación 
en O, todo en el instante mostrado. 


Figura P4.68 


4.69 La Fig. P4.69 muestra una escena de “El Foso y el 
Péndulo” de Edgar Allen Poe. Calcule la reacción del pasa- 
dor sobre la barra si el péndulo se detiene instantáneamente 
en posición horizontal. 


Disco semicircular 5 lb 


Pasador liso” 


Figura P4.69 


4.70 El cuerpo ¿3 es una barra delgada doblada en forma 
de un cuarto de circunferencia (Fig. P4.70). Encuentre las 
tensiones en las cuerdas OA y OB cuando el sistema se libe- 
ra desde el reposo. 


8# (masa m) 


AÈ 
Figura P4.70 


4.71 La particula P de 32.2 lb descansa sobre el tronco ae 
128.8 lb, como muestra la Fig. P4.71. Si la cuerda en B se 
rompe repentinamente, encuentre la aceleración inicial de la 
particula y la fuerza ejercida sobre ella por el tronco. 


A 


Figura P4.71 
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* 4.72 La barra delgada uniforme de peso W y longitud L 
en la Fig. P4.72 se libera desde el reposo en () = 0 y pivo- 
tea sobre su extreme a escuadra alrededor de la esquina O. 


a. Sila barra resbala en 0 = 30°, calcule el coeficiente 
de fricción estática Hz. 


b. Si el extremo de la barra tiene una muesca de modo 
que la misma no pueda resbalar, calcule el ángulo 0 
para el cual cesa el contacto entre la barra y la esqui- 
na. Sugerencia: Escriba la ecuación de momento del 
movimiento respecto al pivote O, multipliquela por 
È eintegre, obteniendo () en función de 0. Use es- 
ta relación junto con la ecuación EF = maç en su 
forma escalar en la dirección é,,. 


Figura P4.72 


* 4.73 Un gimnasta con 6 pie de estatura se lanza hacia una 
red efectuando un salto mortal después de permanecer rígido 
y erguido en el borde de una plataforma y luego dejándo- 
se caer pivoteando en sus pies; pierde contacto (sin resbalar) 
con la plataforma cuando la reacción de esta sobre sus pies 
se vuelve nula; mantiene su rigidez durante la caída. De- 
muestre que cae de plano sobre su espalda si la altura de la 
plataforma sobre la red es de aproximadamente 43 pies. 


4.74 Una esfera uniforme (radio r, masa mm) rueda sobre 
el plano mostrado en la Fig. P4.74. Si la esfera se libera des- 
de el reposo en t = 0, cuando x = L, encuentre x (t). 


Figura P4.74 


4.75 Estela Esfera, Cecilia Cilindro, Haraldo Aro y Ruperto 
Rueda tienen cada uno masa m y radio R. Los: rayos y la 
llanta de Ruperto son muy ligeros comparados con su eje. 
(Fig. P4.75). Van a efectuar una carrera rodando hacia aba- 
jo en un plano rugoso. Dé (a) el orden en que terminarán 
la carrera y (b) los tiempos requeridos de cada uno. 


Emma Carolina Arturo ` Roberto 
Figura P4.75 


4.76 En el problema anterior, Ruperto y Cecilia están co- 
nectados por una barra de masa despreciable y sueltan des- 
de el reposo sobre el mismo plano (Fig. P4.76). Determine 
la fuerza en la barra. 


Figura P4.76 


4.77 Repita el problema anterior, pero suponga que Ruperto 
y Cecilia se cambian de lugar. 


4.78 La cuerda de la Fig. P4.78 está enrollada alrededor 
del cilindro que se suelta del reposo y rueda en el plano 
inclinado a 60% que se muestra. Calcule la velocidad y posi- 
ción de C en función del tiempo f. 


Figura P4.78 
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4.79 Un cuerpo simétrico ¿3 tiene masa m y radio R; una 
cuerda está enrollada alrededor de él, como muestra la 
Fig. P4.79. Calcule la aceleración hacia abajo del centro Cc 
si 3 es (a) un cilindro, (b) una esfera (con una pequeña ra- 
nura para acomodar la cuerda) y (c) un anillo delgado. Su- 
gerencia: Analice el problema una sola vez con un: ragio de 
giro kc; luego introduzca los tres valores R/x/2, $R 

y | R para Kg. 


Figura P4.79 


4.80 Suponga que se dispone de suficiente fricción para im- 
pedir que resbale el cilindro en la Fig. P4.80. 
a. Demuestre que 
(1) 4 rueda hacia la derecha si 0 < cos”! (r/R) 
(ii) 4 rueda hacia la izquierda si () > cos”! (r/R) 
(iii) 4 está en equilibrio si 0 = cos”! (r/R) (y se 
trasladará si P crece suficientemente para vencer 
la fricción) 
b. Calcule Fc y « sir = 0.2 m, R = 0.4 m, P = 20 
N, mg = 40 Ny 0 = 45° 


pa 
Ley 0 


(0 = 0 = 90°) 


Figura P4.80 


4.81 Un carrete homogéneo de peso W rueda.sobre un pla- 
no inclinado; una tensión en la cuerda de 4W actúa hacia 
arriba del plano como, muestra la Fig. P4.81. Si Iç está da- 
do aproximadamente por WR?/2g, determine la acelera- 
ción de C. Suponga fricción ilimitada. 


Figura P4.81 


4.82 La fuerza Tes suficientemente pequeña y el coeficiente 
de fricción suficientemente grande para que ambas ruedas 
en la Fig. P4.82 rueden sobre el plano. 


a. Dé razones por las que una rueda rodará hacia la 
izquierda y la otra hacia la derecha. 

b. Encuentre la relación de r a R para la cual las acele- 
raciones de C son iguales en magnitud. 


Figura P4.82 


4.83 La esfera uniforme en la Fig. P4.83, de masa m y ra- 
dio r, está en reposo cuando actúa sobre ella un par de mo- 
mento Mọ. Si no hay resbalamiento, encuentre la aceleración 


del centro de la esfera. 


Figura P4.83 


4.84 Un cilindro que gira con rapidez horaria angular wg rad/s 
se coloca sobre un plano inclinado (Fig. P4.84). Demuestre 
que el centro del cilindro empezará a moverse hacia arriba 
del plano si y tan B ¿Por qué no depende este resultado 
del tamaño de w ? 


ʻa 


2100 rad/s 


Figura P4.84 


Figura P4.85 


4.85 El cilindro de peso W y radio r mostrado en la Fig. P4.85 
tiene una velocidad angular horaria de 100 rad/s. Se le coloca 
sobre el plano inclinado rugoso. Si su centro C permanece 
momentáneamente en reposo, determine el coeficiente de 
fricción. Encuentre cuánto tiempo permanece en reposo el 
centro C. 
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4.86 La bola de boliche en la Fig. P4.86 se lanza con 
vc = 22 pie/s y w = 0, medidas estas al tocar ella el sue- 
lo. Si el coeficiente de fricción entre la bola y el suelo es 
de 0.3, encuentre la distancia recorrida por el centro de la 
bola antes de que cese el resbalamiento. 


Figura P4.86 


Figura P4.89 


Figura P4.87 


* 4.87 La fuerza P = 60 N se aplica como muestra la Fig. P4.87 
al cilindro Ć de 10 kg, originalmente en reposo, bajo el centro 
de masa de la placa /P rectangular delgada de 5 kg. El coefi- 
ciente de fricción entre C y Pes 0.5 y el plano bajo € es 
liso. Determine: (a) la aceleración inicial de C; (b) el valor 
de x cuando € está resbalando sobre ambas superficies. La 
longitud de # es de 2 m. 


4.88 La fuerza constante F; se aplica al cilindro inicialmen- 
te en reposo como muestra la Fig. P4.88. Demuestre de las 
dos maneras siguientes que el cilindro resbalará si 


F 
> 3u 


a. Suponga rodamiento y obtenga la desigualdad a par- 
tir de / > 4N después de encontrar f y N. 

b. Suponga resbalamiento; integre Xey Ú para obtener 
cy È, y calcule la velocidad del punto de contac- 
to B; si ésta es hacia la derecha (o sea, positiva) lo 
anterior es consistente con f = HN hacia la izquier- 
da y se tendrá resbalamiento. 


Figura P4.88 


4.89 . Se montan dos tambores de radio igual a 4.5 plg, uno 
en cada extremo de un cilindro de 6 plg de radio, para formar 
un cuerpo rígido £ de 40 lb, con radio de giro kze = 5 plg 
(Fig. P4.89). Se enrollan cuerdas alrededor de los tambores 
y se unen a una barra horizontal sobre la que se aplica una 
fuerza de 3 Ib. Si 47 rueda partiendo del reposo, determine 
(a) el número de pulgadas de cuerda enrollada o desenrollada 
(aclare cuál es el caso) en 3 s, y (b) el coeficiente de fricción 
mínimo necesario para que se tenga rodamiento. 


Cilindro 
f 


Tambor 


r) 


3 lb ` Barra 


24 


Figura P4.90 


Figura P4.91 


* 4.90 Encuentre el intervalo de valores posibles del par de 
momento Mg para el que el cilindro de la Fig. P4.90 no res- 
balará en ninguna dirección cuando se suelte desde el repo- 
so sobre el plano inclinado. La masa es de 15 kg, el radio 
es de 0.2 m y'el coeficiente de fricción H es igual a 0.2 


4.91 Un avión aterriza en una pista plana a 200 mi/h. (Ver 
la Fig. P4.91). Al principio, antes de que las ruedas to- 
quen la pista, éstas no giran. Después de tocar la pista, resba- 
larán cierta distancia y luego rodarán libremente. Si durante 
el resbalamiento el avión tiene una velocidad constante de 
200 mi/h y la fuerza normal entre la rueda y la pista es 
de 10 veces el peso de, la rueda, encuentre la longitud que 
ésta resbala. (El coeficiente de fricción es de 1/2; el radio 
de giro de la rueda es 3/4 de su radio.) 


o 
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* 4.92 Un aro de “hula” H (masa 7m, radio r) se lanza na- 
cia adelante con una rotación inversa (hacia atrás); Yc = Yo 
hacia la derecha, y œ = Wọ, antihoraria. (Ver la Fig. P4.92.) 

`i 
a. ¿Cuánto tiempo. y qué tan lejos se mueve el centro 
de masa antes de que Y deje de resbalar? 
b. Encuentre la relación entre Vo y Wptal que cuando 
J deje de resbalar: (i) ruede hacia la derecha, (ii) rue- 
de hacia, la izquierda, (iii) se detenga. 


Coeficiente de 
fricción = p 


Figura P4.92 


+ 4.93 El cable flexible y resistente mostrado en la Fig. P4.93 
está enrollado alrededor de un eje ligero unido al cilindro 
C de 130 lb. Encuentre la aceleración angular de C al sol- 
tarlo desde el reposo. Note que es imposible para la rueda 
rodar hacia abajo en el plano (sin resbalar); para que fuese 
ello posible la cuerda tendría que romperse. 


Figura P4.93 ` 


4.94 Repita el problema anterior con p = 0.25 


4.95 En la Fig. P4.95 encuentre qué tan lejos C viaja sobre 
el plano inclinado en 5 s, si el cilindro Č de 20 kg es soltado 


desde el reposo. 


R=0.5m 


Figura P4.95 


i 4.96 El cuerpo C de 50 lb en la Fig. P4.96 puede conside- 


rarse como un cilindro sólido de 2 pie de radio. El coeficien- 
te de fricción entre C y el plano es p = 0.2 y una fuerza 
P = 101b se aplica verticalmente a una cuerda enrollada al- 
rededor -del eje. Encuentre la posición del centro C a los 
10 s después de iniciado el movimiento a partir del reposo. 


Figura P4.96 


Y 4.97 Si la ranura (para la cuerda) en et cilindro de la Fig. P4.97 
(masa de 10 kg) tiene un efecto despreciable en Zç, determine: 


a. El máximo valor de 0 para el cual no ocurrirá movi- 
miento hacia abajo en el plano. 

b. El tiempo requerido para que C se mueva 3 m hacia 
abajo si Q = 60°. 


OS 


Figura P4.97 


4.98 La rueda en la Fig. P4.98 tiene una masa de 10 kg 
y un radio de giro respecto a Zç (normal a la página) de 
0.3 m. Determine la aceleración de C y encuentre qué tan 
lejos se desplaza C en 5 s si parte del reposo. 


Cuerda 
7 50N 


100 N 


Cp =05 
Figura P4.98 
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Figura P4.99 


4.99 Una cuerda ligera de 100 pie se enrolla alrededor del 
carrete .S, de 32,2 lb que se encuentra articulado en C al carro 
C (Fig. P4.99). El radio de giro de $ con respecto a un eje 
normal a la figura en C es de 1.3 pie. El carro (sin .S ) pesa 
64.4 lb. Las ruedas de Ê son pequeñas y ligeras, de modo 
que la fricción bajo ellas es despreciable. Las fuerzas de 2 
y 3 libras se aplican al sistema en reposo. Si al terminar de 
desenrollarse, el extremo de la cuerda se encuentra entre los 
puntos P y Q, ¿dónde debería haber estado estacionado 
originalmente C a lo largo de PQ?. 


4.100 Un niño hala una vieja rueda con una fuerza de 5 lb 
por medio de una cuerda unida al eje de la rueda (Fig. P4,100) 
El coeficiente de fricción entre la rueda y el suelo es 4 = 0.2. 
Encuentre /¿ para la rueda y determine la posición de c 
después de 3 s. i 


v 4.101 Dos cables están enrollados alrededor del eje del carre- 
te de 10 kg mostrado en la Fig. P4.101, que tiene un radio 
de giro de 500 mm con respecto a su eje. Se aplica una fuer- 
za constante de 40 N al cable superior como se muestra. En- 
cuentre la posición del centro de masa 5 s después del'reposo 
si (a) 4 = 0.2, (b) y = 0.5 


Figura P4.101 


4.102 Una esfera de radio 0.5 pie y peso de 16.1 Ib se lanza 
sobre un plano horizontal (Fig: P4.102). Su centro tiene velo- 
cidad incial vọ en / = 0 y la esfera tiene velocidad angular 
inicial w, como se muestra. Si el coeficiente de fricción en- 
tre la esfera y el plano es de 0.15, grafique la distancia Xc 


1 lb (cada rayo 8) 


__Lanza delgada (3 1b) 


SO 


recorrida en función del tiempo / hasta f = 3 s para los 
` . j 
casos siguientes: i 


. Vo = 10 pie/s; (y = 100 rad/s 


a 
b. vo = 10 pie/s; wọ = 50 rad/s 
C. vo = 10 pie/s; w = 30 rad/s . 
we w 


Figura P4.102 


* 4.103: El cilindro mostrado en la Fig. P4.103 está hecho de 
dos mitades de densidades diferentes. La mitad izquierda 
es de acero con.p,= 15.2 slug/pie?; la mitad derecha es 
de madera con p, = 1.31 slug/pie?. El centro de masa de 
cada mitad está localizado a 4r/31 del centro geométrico 
Q. Encuentre la aceleración de Q cuando el cilindro se libe- 
ra desde el reposo. Suponga suficiente fricción para impedir 
el resbalamiento. Sugerencia: Use la Ec (4.17) con.Q como 
punto P. 


Figura P4.103 
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Centro geométrico 
del círculo 


Centro de Masa 


No desliza 
(rodamiento) 


Deslizamiento 


Figura P4.104c Figura P4.104d 


4.104 (a) Use la Ec (4.17) para catalogar las restricciones 
sobre el punto P para las que podemos escribir correctamente 
2 Mp = Ipa. Muestre que sólo hay tres casos y que la 
forma “centro de masa” es uno de ellos mientras que la forma 
“eje de rotación fijo” es sólo un caso especial de uno de los 
otros dos. (b) Note que el centro instantáneo de velocidad nula 
Q no es un pungo P para el que EMp = Ipa. (c) Final- 
mente, determine en cuál de los problemas de la Fig. P4.104 
es cierto que EMọo = lọo%. 


4.105 El cuerpo ( de 32.2 lb en la Fig. P4.105 es un carre- 
te con radio de giro kç = 6 plg respecto de su eje. Hay cuer- 
das enrolladas:alrededor de las periferias; una está unida al 
techo, las otras al bloque /3 de 48.3 lb. Encuentre las acele- 
raciones de los centros C (de Ĉ) y B (de 8). 


4.106 La rueda C está formada por el disco macizo 4, del 
la llanta Æ y cuatro rayos .S. Las masas y los radios están 
dados en la Fig. P4.106 y en la tabla. 
a. Calcule Te de la rueda 
b. El coeficiente de fricción entre € y el plano es p = 0.3. 
Si se enrolla una cuerda alrededor del disco y se fija 
al cuerpo ¿3 de 50 kg., determine la aceleración del 
centro de masa C de C. 


Parte Masa (kg) 


Disco 4 20 


Rayos S 5 (c/u) 
Llanta K ' 10 


4.107 El radio de giro de la rueda de 20 kg en la Fig. P4.107 
con respecto a su eje es de 0.3 m. El movimiento comienza 
desde el reposo. Encuentre la aceleración del centro de ma- 
sa C y determine cuánto se desplaza C en 5 s. 


Figura P4.106 


Figura P4.107 


Sin deslizamiento 
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4.108 Una cuerda está enrollada alrededor del cubo del ca- 
rrete mostrado en la Fig. P4.108. Se indican cuatro direccio- 
nes de la cuerda. Para la dirección que dará el desplazamiento 
mayor de C en 3 s, calcule ese desplazamiento. Suponga 
suficiente fricción para impedir el resbalamiento. El carrete 
tiene una masa de 12 kg y un radio de giro respecto a zç 
de 0:6 m. Cada fuerza es de 10 N y el carrete parte del reposó. 


Py 


Figura P4.108 


4.109 El cilindro C en la Fig. P4.109 tiene una masa de 
4 slug y el efecto del cubo en su momento de inercia es despre- 
ciable. Está conectado por medio de una cuerda al bloque 
¿3. de masa igual a 1 slug. La masa de la polea es desprecia- 
ble. El coeficiente de fricción entre C y el plano es 4 = 0.5. 
Los radios de Ĉ están dados en la figura. Si el sistema se 
suelta desde el reposo, determine el tiempo que transcurrirá 
antes de que 43 toque el piso. 


Figura P4.109 


¿4.1104 Encuentre cuánto tiempo tarda _4 en rodar fuera del 
plano de la Fig. P4.110; suponga suficiente fricción para im- 
pedir el resbalamiento. El sistema se suelta desde el reposo. 


4.111 Los discos 4 y 43 pesan cada uno 64.4 lb y están rigi- 
damente unidos en sus centros'a la flecha ligera S (Fig. P4.111). 
Un cilindro C de 96.6 lb tiene un agujero a lo largo de su 
eje a través del cual pasa -S . Se aplica una fuerza de 20 lb 
horizontalmente a una cuerda-inextensible enrollada alrede- 


dor de C. Si la fricción entre .S y C es despreciable y si . 
A y Æ ruedan sobre el plano, encuentre: 


a. La aceleración angular del cilindro 

b. La aceleración angular de los discos 

c. El coeficiente de fricción mínimo entre discos y pla- 
no para que no haya resbalamiento. 


Figura P4.110 


Figura P4.111 


4.112 Repita el problema anterior, pero esta vez suponga 
que la cuerda está enrollada de modo que sale por la parte 
inferior de C. 


4.113 Las dos ruedas son cilindros idénticos de 16.1 lb con 
ejes lisos en sus centros (Fig. P4.113). El carro pesa 32.2 lb 
y tiene su centro de masa en C. Los cilindros no resbalan 
sobre el plano inclinado. Encuentre la aceleración del punto Q. 
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Figura P4.113 


* 4,114 El cilindro Č en la Fig. P4,114 pesa 100 lb; rueda so- 
bre el plano y está articulado en su centro Ca la barra R de 
10 Ib. Si vç es inicialmente de 10 pie/s hacia la izquierda, 
y si el coeficiente de fricción cinética entre el plano y cada 
cuerpo es t= 0,4, determine cuánto tiempo tardará el sis- 
tema en alcanzar el reposo. ` 


Figura P4.114 


Figura P4.115 


* 4.115 Un medio cilindro uniforme de radio r y masa m se ' 


mantiene en la posición mostrada en la Fig. P4.115 por me- 
dio de la cuerda unida a B. Encuentre la reacción del piso 
justamente después de cortar la cuerda. Se dispone de sufi- 
ciente fricción para impedir el resbalamiento. 


* 4.116 En la Fig. P4.116 se aplica la fuerza P a la cuerda 
en / = 0, cuando el cilindro de 25 N está en reposo. Encuen- 
tre la posición del centro de masa cuando / = 6 s. 


R=0.3m 


Cuerda enrollada 


P = 50 + 10t 


Figura P4.116 


* 4,117 El medio cilindro en la Fig. P4.117a se libera desde 


el reposo y se tiene Suficiente fricción para impedir que res- 
bale durante el movimiento resultante (Fig. P4.117b). 


a. Encuentre 1€% 

b. Escriba las tres ecuaciones diferenciales del movimien- 
to del cuerpo (válidas para cualquier ángulo 6) 

c. Encuentre las dos ecuaciones que relacionan X¿ y 
¿con Ö,, Êy 0. < 

d. Elimine f, N, ¥c y Ïc y obtenga una ecuación di- 
ferencial en la variable ' 9 (1). ¡Note la complejidad 
de la ecuación! 


Figura P4.117a 


Figura P4.117b 


4.118 El carro de 15 lb mostrado en la Fig. P4.118 está so- 
portado por dos rodillos uniformes con peso cada uno de 
10-1b y radio de 3 plg. Los rodillos ruedan sobre el piso y 
sobre el carro. Determine la aceleración del carro cuando se 
le aplica la fuerza de 5 lb. 


51b 
5 A oen 


Figura P4.118 


4.119 El tronco homogéneo de 128.8 lb mostrado en la 
Fig. P4.119 se coloca sobre dos rodillos cilíndricos homogé- 
neos, cada uno con peso de 32.2 lb. El sistema se libera des- 
de el reposo. Determine la aceleración inicial del tronco si 
no ocurre resbalamiento. ¿Es ésta la aceleración también 
posteriormente? 


Figura P4.119 
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4.120 Elcuerpo f en la Fig. P4.120 es una placa rígida de 
masa M que descansa sobre n cilindros, cada uno de masa 
m y radio R. La fuerza F es constante y comienza a mover 
el sistema desde la posición mostrada. Si no hay resbalamien- 
to en ninguna superficie, encuentre: (a) la aceleración de la 
placa y (b) su posición xç en función de M, m, F, n, y del 
tiempo f. 


4.121 La puerta rectangular de un vagón de ferrocarril tie- 
ne masa mm (Fig. P4.121); es de ancho uniforme igual a 2/ 
y tiene sus bisagras en el lado de la puerta más cercano a la 
locomotora. Inicialmente la puerta forma un ángulo f con 
el tren, que empieza a moverse hacia adelante a partir del 
reposo con una aceleración constante ap. Encuentre la com- 
ponente de la reacción resultante inicial horizontal que la 
bisagra ejerce sobre la puerta. 


P c m 


Figura P4.120 


Figura P4.121 


4,122 El cilindro homogéneo C en la Fig. P4.122 está en 
reposo sobre la banda transportadora cuando ésta empieza 
a moverse hacia la derecha con una aceleración constante 
de 3 pie/s?, Si el cilindro rueda sobre la banda, encuentre 
el tiempo que tarda el cilindro en alcanzar el extremo A. 


pei pie — 


E SF l 


Figura P4.122 


an 


El tubo en la Fig. P4.123 tiene una masa de 500 kg 
y descansa sobre la plataforma del camión. El coeficiente 
de fricción entre el tubo y la plataforma es u = 0.4. El ca- 


mión empieza a moverse partiendo del reposo con una ace- . 
leración constante ap. 5 


a. ¿Cuán grande puede ser ag para que el tubo no res- 
bale en ningún momento? 

b. Para el valor encontrado de ag en (a), ¿cuánto se ha 
desplazado el camión cuando el tubo rueda fuera de 
la plataforma? 3 


Figura P4.123 


4.124 La esfera uniforme (masa = 1 slug, radio = '1 pie) 
y la losa (masa = 2 slug) mostradas en la Fig. P4.124 están 
en reposo antes de que se aplique repentinamente la fuerza 
P = 24 lb a la segunda, El coeficiente de fricción entre la 
esfera y la losa y entre la losa y el plano horizontal es de 0.2 
(a) ¿Resbala la esfera sobre la losa? (b) ¿Cuál es la acelera- 
ción del centro de la esfera? 


Figura P4,124 


4.125 El cilindro homogéneo C en la Fig. P4.125 pesa 
64.4 lb, La aceleración del carro D, de 96.6 lb de peso, es 
de 10 pie/s? hacia la derecha. 


a. Determine la aceleración del centro C del cilindro y 
la fuerza de fricción ejercida sobre € por D si no se 
presenta resbalamiento. 

b. ¿Qué tan grande debe ser el coeficiente de fricción 
p para que ocurra esto así? ` 


Figura P4.125 
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4.126 El cilindro homogéneo 4 en la Fig. P4.126 pesa 
64,4 lb y rueda sobre el camión Æ de 96.6 lb de peso. La masa 
de los rodillos del camión puede despreciarse. Encuentre la 
fuerza P necesaria para que C no se mueva relativamente al 
plano inclinado. 


Figura P4.126 


4.127 El sistema mostrado en la Fig. P4.127 está inicialmen- 
te en reposo. Se le aplica una fuerza P que varía según la 
expresión P = 74, en donde P está en newtons y 1 en segun- 
dos. Si el coeficiente de fricción entre el cilindro y el carro 
es u. = 0.5, encuentre cuánto tiempo transcurre antes de 
que el cilindro empiece a resbalar sobre el carro. 


(m = 3 kg; r = 0.12 m) 


Ruedas peduni 
Figura P4.127 


4.128 En el problema anterior, determine cuánto tiempo 
transcurre (desde / = 0) antes de que el cilindro salga de la 
superficie del carro. Inicialmente el centro del cilindro está 
a 2 m del extremo derecho del carro. 


4.129 Una barra delgada homogénea 4.con peso de 193 lb, 
tiene una velocidad angular horaria de 2 rad/s y una acele- 
ración angular horaria de 8 rad/s?, cuando se encuentra en 
la posición mostrada en la Fig. P4.129. La pared en B es li- 
sa; el coeficiente de fricción en A es de 0.10. Calcule las 
reacciones en A y B sobre 43 en esta posición. Sugerencia; 
La fuerza P puede ser calculada. 


La pie 
x 1e 


Figura P4.129 


4.130 Después de soltarse desde una posición ligeramente 
desplazada de la vertical, la barra de la Fig. P4.130 perma- 
necerá en contacto con el piso durante su caida. Describa 
la trayectoria de C y encuentre la reacción sobre el piso jus- 
to antes de que la barra adquiera la posición horizontal. 


4.131 La barra delgada uniforme de masa m y longitud 
L se suelta desde el reposo en la posición mostrada en la 
Fig. P4.131. Calcule la fuerza ejercida por el piso liso en 
este instante. 


Barra 


(m, £) 


Plano liso AN 
Figura P4.130 Figura P4.131 

4.132 Una barra delgada AB de longitud / y masa n se suel- 
ta desde el reposo en la posición mostrada en la Fig. P4.132. 
El punto A de la barra está en contacto con una superficie 
cuyo coeficiente de fricción es y. 


a. Determine el mínimo valor de p (o sea, p = Lin) 
requerido para impedir que el extremo A resbale al 
soltar la barra. 

b. Encuentre la aceleración del centro de masa de la ba- 

- rra inmediatamente después de soltarla para j > mín 


y para 4 < Amin 


Figura P4.132 


4.133 La esfera de 30 kg y la barra de 15 kg en la Fig. P4.133 
están soldadas entre sí formando un cuerpo rígido único. De- 
termine la aceleración angular del cuerpo inmediatamente des- 
pués de que se corta la cuerda de la derecha. 


Figura P4.133 


Sy 


, 4.5 Problemas bidimensionales de movimiento plano 281 


T 
| 
| 


| c 
A 
Figura P4.134 pa 


Figura P4.142 


4.134 Si la cuerda de laderecha en la Fig. P4.134 se corta, 
encuentre la tensión inicial'en la cuerda de la izquierda. La 
barra tiene masa m y longitud L. 


4.135 Repita el problema anterior reemplazando la barra 
por una placa rectangular suspendida de sus dos esquinas 
superiores. El ancho (entre cuerdas) es B y la altura es H. 


4.136 Una barra delgada uniforme de 10 pie de longitud 
y peso de 90 Ib está soportada por alambres fijados en sus 
extremos (Fig. P4.136). Halle la tensión en el alambre de la 
derecha justo después de cortar el alambre de la izquierda. 
Suponga alambres inextensibles. 


| 


g = 30 pie/s? 


Figura P4.136 


4.137 El disco mostrado en la Fig. P4.137 tiene masa m y 


+ radio r. Muestre que en el instante en que se corta la cuerda 


de la derecha la tensión en la otra cuerda cambia a 2 mg 
y la aceleración del centro de masa es entonces de 2 gl. 


Figura P4.137 


Figura P4.139 


Figura P4.140 Figura P4.141 


Contrapeso 
(la polea es ligera) 


Figura P4.143 


Figura P4.144 


4.138 Una barra uniforme K está soportada por dos cuer- 
das como muestra la Fig. P4.138. Si se rompe repentinamente 
la cuerda de la derecha, determine la tensión inicial en la 
cuerda AD. (“*Inicial” significa antes de que la barra tenga 
tiempo para moverse y haya tenido tiempo para generar 
cualquier velocidad.) 


64,4 lb 


Figura P4,138 


4.139—4,144 Las seis placas triangulares equiláteras 
(Figs. P4,139—P4,144) están sostenidas en su esquina supe- 
rior derecha B por una cuerda; cada una tiene una condición 
de soporte diferente en la esquina izquierda A. Encuentre, 
en cada caso, ac y « en el instante en que se corta la cuer- 
da en B. La longitud de cada lado es s. 


4.145 La barra uniforme de'10 lb en la Fig. P4.145 está sus- 
pendida de dos cables inextensibles. En el instante mostra- 
do, cuando cada punto de la barra tiene una velocidad de 
101 pie/s, el cable-derecho se tompe. Calcule la fuerza en 
el cable izquierdo inmediatamente después de la ruptura. 


Figura P4.145 
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4.146 Una barra delgada 47 de 64.4 lb de peso está unida 
por cables sin mása a un pivote fijo A, como muestra la 
Fig. P4.146. El sistema oscila alrededor de A como si fuera 
un péndulo. En 0 = 0, la velocidad angular es de 2 5 rad/s, 
cuando el cable AD se rompe. Encuentre la tensión en el ca- 
ble AB en este instante. i 


Figura P4.146 


* 4,147 Una viga de longitud L y peso W por unidad de lon- 
gitud está soportada por dos cables en 4 y en B (Fig. P4.147). 
Si se rompe el cable en B, encuentre la fuerza cortante V y 
el momento flexionante M en la sección xx, justamente des- 
pués de la ruptura. Sugerencia: Las leyes de Euler se aplican 
a cada parte del cuerpo. 


Figura P4.147 


*4148 Vea la, Fig. P4.148. Suponga que existe súficiente 


* 4,149 Las barras #4 y 43, tienen cada una masa m (Fig. P4.149). 
Encuentre las reacciones.en O y en A sobre 43, al liberar el 
sistema desde el reposo en la posición horizontal indicada. 


* 4.150 Dos barras uniformes 4 y 4 se sueltan desde el re- 
poso en la posición mostrada en la Fig. P4.150. Cada barra 
es de 2 pie de longitud y pesa 10 lb. Determine la acelera- 
ción angular de cada barra y las reacciones en A y Dinme- 
diatamente después de que se sueltan. Los rodillos son ligeros 
y los pasadores lisos. 


4.151 Se aplica una par constante Ty 5a la manivela C 
del mecanismo planetario mostrado en la Fig. P4.151. Los 
ejes de los engranes idénticos S y /P son verticales y los ex- 
tremos de la manivela están articulados a los centros de S y 
P. Determine la aceleración angular de C si S está fijo en 
el marco inercial de referencia. Trate los engranes como dis- 
cos uniformes. El plano de la página es horizontal. 


* 4.152 El cilindro 4:en la Fig. P4.152 rueda hacia abajo so- 
bre una cuña que pude resbalar sin fricción sobre un piso 
liso. Demuestre que la aceleración de la cuña D es constan- 
te y está dada por la ecuación 


m,g sen 2f 
— 3(m, + m,) — 2m, cos? B 


ag 


A Articulación B, 


A 


Y 
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Problemas Ampliados 


4.153 La barra de masa mm mostrada en la Fig. P4.153, ini- 
cialmente en reposo en ĝ = 0, es perturbada ligeramente 
y comienza a resbalar sobre una pared y un piso liso. For- 
mule la ecuación diferencial del movimiento de la barra. In- 
tegre la ecuación y halle el ángulo O en el que se pierde 
contacto con la pared. Sugerencias: Verifique primero las si- . 
guientes ecuaciones de movimiento: 


EF, = N; = mxc 7 (1) 

EF, = Na — mg = mc (2) 
1 ad Po. 

EMc = Nay send — Ny; cos 0 == Ù (3) 


Observe que hay más incógnitas que ecuaciones. Aplique ci- 
nemática para relacionar aç CON Ag y use la ““componente 
Í”* de esa ecuación para obtener una cuarta ecuación que 
contenga a j'c. Luego relacione á¿ con az y obtenga una 
quinta ecuación que contenga Yc. De las cinco ecuaciones 
elimine ¥c, Jc Ny y Np obteniendo la siguiente ecuación di- 
ferencial que rige a Q: 


ü = -2 sen 0 14) 


Multiplique (4) por O e.integre, usando ÖÖ = d/(dt]102/2). 
Aplique la condición inicial Y = Oen Q = 0 para evaluar 
la constante de integración; se tendrá ahora Ó en función 
de 0. Luego, con Nyen función de 0, haga Nr = 0 en 
(1) para encontrar el ángulo en el que se pierde el contacto. 
La respuesta debe ser cos™!( 2) 


4.154 Los discos 4%, y Æ, pesan cada uno 64,4 Ib y están co- 
nectados rigidamente a la barra eje ligera B; que une sus cen- 
tros (Fig. P4.154). Un cilindro £, de 96.6 lb de peso tiene 
un agujero a lo largo de su eje a través del cual pasa B. Sea 
Æ el cuerpo rígido compuesto de £, 4%, y 4%. 

Con el cuerpo Æ, fijo sobre el plano, se le imparte al 
cilindro una rotación con velocidad angular de 8 Ð rad/s y 


A 


"E 


Figura P4.153 


es un par de fricción proporcional a la diferencia entre las 
velocidades angulares con constante de proporcionalidad igual 
a k. El par de fricción que actúa sobre el eje ocasiona que 
de, ruede hacia la derecha; el par opuesto que actúa sobre 
8, retardará su rapidez angular. Con el paso del tiempo, los 
cuerpos Æ, y dí, se moverán conjuntamente. Demuestre esto 
y determine la velocidad angular “terminal” común de Hy 
W, . Hay suficiente fricción entre ¿3, y el piso para impedir 
el resbalamiento. $ 


Figura P4.154 


fricción para impedir el resbalamiento entre C y el plano. . 
Obtenga las aceleraciones angulares de € y K justamente 
después de que se aplica la fuerza P a los cuerpos en reposo; 
éstos están conectados por un pasador liso. 


Barra esbelta, 
masa = 2 kg 


Inicio a partir del 
reposo en t = 0 j (masa m ) 
Figura P4.148 . Figura P4.152 


luego se suelta el sistema. Suponga que parte de la reacción 
entre el eje y la pared del agujero cilíndrico en el cilindro 


4.6 Rotación de cuerpos desbalanceados (o inequilibrados) 
———, 


Cuando un cuerpo rígido montado sobre cojinetes es obligado a girar por medio de un mo- 
mento respecto al eje de los cojinetes, se dice que'está balanceado o equilibrado dinámicamen- 
te (respecto a rotaciones alrededor de.ese eje), si las reacciones externas ejercidas por los 
cojinetes sobre el cuerpo son lo único que se requiére para soportar el peso del cuerpo. Las 
reacciones en los cojinetes, cuando se tiene un desbalanceo, producen vibraciones y desgaste 


en piezas rotatorias, y para evitar ésto es por lo que se equilibran o balancean las ruedas de 
los automóviles. o 
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Figura 4.7 


Capítulo 4 Cinética de cuerpo rígido en movimiento plano 


Hay dos causas que desequilibran a un cuerpo en rotación. La primera es que el centro 
de masa se localiza (una distancia **d””) fuera del eje de rotación. Al girar el cuerpo, habrá 
entonces fuerzas en los cojinetes iguales a maç. Estas fuerzas cambian constantemente en di-* 
rección (respecto al marco inicial) si es que no en magnitud también. 


ooo a — 
Pregunta 4.11 ¿Qué ocasionaría el cambio en magnitud? 


e -=.-.--- 2 <> 


Mover el centro de masa hacia el eje de rotación por agregando o quitando masa se deno- 
mina balance y/o estático. Se llama así porque sólo entonces, con un eje horizontal de rotación, 
permanecerá el cuerpo en equilibrio al girarlo a cualquier posición y soltarlo. 

La segunda causa de desbalance es la presencia de productos de inercia, 1f, y/o La no 
nulos, en donde z es el eje de rotación y P es un punto sobre ese eje. También podemos en 
este caso añadir o quitar material para forzar a que sea cero el valor de los productos. Cuando 
se. hace ésto, además de asegurar que C se encontrará sobre el eje, se dice que el cuerpo está 
dinámicamente balanceado (y por supuesto estáticamente también). A continuación desarrolla- 
remos las ecuaciones pertinentes para lograr ésto. 

El cuerpo 4 en la Fig. 4.7 está montado sobre cojinetes de bolas en D y E. Se tiene que 


Tes un par externamente aplicado respecto al eje de rotación z. Digamos que T es el par im- 


- pulsor menos cualesquiera momentos resistentes debidos a la fricción en los cojinetes o al aire. 


Notemos que los ejes x y y están fijos también en By que (X, Y, a) son las coordenadas de 
C en este sistema. j ` 
En un cuerpo desbalanceado que gira alrededor de un eje horizontal, las reacciones en 
los cojinetes requeridas para soportar el peso del cuerpo (cuando no está rotando) pueden sim- 
plemente sumarse a las reacciones dinámicas que se generarían si no hubiese gravedad. Por 
ello, en aras de la sencillez omitiremos los efectos de la gravitación en el análisis. 
Consideremos el diagrama de cuerpo libre en la Fig. 4.8 en donde las componentes de 
reacción en los cojinetes se referirán a los ejes fijos en el cuerpo (x, y, 2). 
La ecuación EF = maç da las ecuaciones de componentes 


D, + E, = m[—0%x — ay] i (4.24a) 
y D, +E, =m(—0?y + ax] (4.24b) 
D,=0 (4.24c) 

olt) 


A 
ica 


Cojinetes en el Figura 4.8 


marco inercial 
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Usando la segunda Ley de Euler en la siguiente forma 


EM) = (12,0 — Pœ hi 


xz 


F (p,a + 12.0?) 


+ Pole (4.20) 
obtenemos las ecuaciones de componentes 
—(a + b)E, = I,a — 17.0? (4.25a] 
la + DJE, = 17,00 + 12.0? (4.25b] 
T= Da (4.25c) 


Observemos que si se conocen w, a y las propiedades geométricas y de inercia del cuer- 
po, se podrán obtener las reacciones Dy, D,, E, y E, resolviendo las Ecs. (4.24 a,b). Ilustra- 


remos con un ejemplo tal procedimiento antes de explicar como balancear dinámicamente 
un cuerpo. ' 


Ejemplo 4.30 


Un cuerpo tiene masa m = 2 slug y su centro de masa esta fuera 
del eje a una distancia d = 1/64 plg en el plano xz, de modo que 
Xx = 0.0156 plg y y = 0. Sus productos de inercia son JẸ, = J£ 
= 0.000380 slug + pie?. Si el cuerpo Tira hasta alcanzar una rapidez 
angular constante de 3000 rpm, ¿cuáles serán las reacciones dinámi- 
cas en los cojinetes D y E? 


Solución 


Por el teorema de los ejes paralelos, 


.0156 i 
IP, = 0.000380 — 5 = —0.00222 slug - pie? 


I2, = 0.000380 — 2(0][1) = 0.000380 slug - pie? 


Además, ; 
a=0 y = 3000/27)/60 = 1007 rad/s. 


Entonces con las Ecs. (4.24) y (4.25) obtenemos 


0.000380, ` 
E, = 7 — [1001]? = 17.0 Ib | 
D, =0-— E,=-—17.01b 


_  0.00222(100n)? Séi 
25 ai 


.0156 n ; 
z -2(2$6) i007 + 99.6 = —,157 lb 
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Ahora, volviendo a las Ecs. (4.24a,b) y (4.25a,b) podemos ver que para el cuerpo girato- 

+ rio (0 ya no son ambas cero) las reacciones en los cojinetes desaparecerán si (¡y sólo si!) 

YX = J = 0e IP, = IP, = 0. Si C está sobre el eje de rotación (o sea si Y = Y = 0, el 
teorema de los ejes paralelos, Ec. (4.10), dice que: 


` E 2 na 


y también 
c D 
Diz = 1,2 
Una segunda aplicación del teorema da para este caso, 
P 106 u jD 
Izz A Les a eS : 
SE je 
= lz = ly $ 
en donde P es cualquier punto sobre el eje de rotación. 

Silk: =d a = 0, entonces z es un eje principal de inercia en P; esto se verá con mayor 
detalle en el Capítulo 7. Sucede que cuando tal es el caso, Z£.. = 0 en donde x’ denota cual- 
quier dirección (perpendicular a z). El lector debe reflexionar sobre la relación que existe entre 
12. = I2, = 0 y E, = E, = 0 para concluir que 12, = 0 

Entonces resumiendo podemos decir que las reacciones en los cojinetes desaparecen y que, 
en consecuencia, el cuerpo está balanceado si y sólo si el eje de rotación es un eje principal 
de inercia que contiene al centro de masa del cuerpo. 

Veamos que se puede hacer para corregir el desbalance. Supongamos que se conocen los 
valores de m, X, Y, I®, e Ly P, para un cuerpo, en donde P, sobre el eje de rotación, es el ori- 
gen de coordenadas. Podemos; por ejemplo, determinar las coordenadas (x4, Y 4), (Xp, YB) Y 
las masas (mm4 y Mp) de un par de contra-peso que cuando son colocados en dos *“planos 
correctivos”? A (en z = z 4) y B (en Z = Zp) garanticen que la barra eje está balanceada diná- 
micamente. Todo lo que tenemos que hacer es (a) obligar al centro de masa C* del sistema 


combinado (m más m4 y Mp) a encontrarse sobre el eje de la barra y (b) obligar a los pro- 
ductos de inercia del sistema combinado a que se anien: 


Coordenada x de C*= 0: MX, + MpXg + mX = 0 (4.26a) 
Coordenada y de C*=0: MaYa + MpYg + my. = 0 (4.26b) 
"P = 0: —m4X4Z4 — MpXpZp + I, = 0 (4.26c) 
as 03 —MaYaZa — MpypZg + Ly, = 0 (4.2.6d] 


Nótese que se supone que los ación correctivos” son pequeños y pueden entonces tra- 
tarse como partículas. 

Estas cuatro ecuaciones (4.26) pueden resolverse para evaluar las cantidades 14X4, MpXp, 
MaYa Y MpXp. Se tiene así libertad para seleccionar dos de las seis cantidades m4, Mp, Xa, Xp, 
Y. Y Yp siempre que no exista otra condición que las relacione; ejemplo de tal restricción, sería 
el caso de que los contrapesos tuvieran que colocarse sobre un círculo de radio dado (como 
los “*plomos”” que se fijan en el aro (o rim) de una llanta de automóvil). En este caso tendría- 
mos adicionalmente que: 


A+A y tyje 


y ahora se tienen seis ecuaciones son seis incógnitas. llustraremos el uso de esas ecuaciones 
en el ejemplo siguiente. 
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Ejemplo 4.31 


En el Ejemplo 4.30 supongamos que hay que balancear el cuerpo añadiendo contrapesos en 
dos planos correctivos situados a la mitad de la distancia entre C y los dos cojinetes; los con- 
trapesos deben colocarse, cada uno, sobre un círculo de radio igual a 0.5 pie. Hallar las masas 
y las coordenadas de los contrapesos. 


Solución 
Teníamos: m = 2 slug, Y = 1/64 plg, Y = 0e IÇ, = IÇ, = 0.000380 slug + pie?. Si escoge- 


mos que P tenga la misma posición axial que C, entonces z4 = — 0.5 pie, zg = 0.6 pie y 
= 0. También 7f, = IŞ, — 0 = 0.000380 slug » pie? e 7f, = I% — 0 = 0.000380 slug - pie?, 


5 además, 
i 
-2 —0.00260 
Lea 1 5)- 


[4.26c] = m,x,[—0.5) — mpxp(0.6) = — 0.000380 


(4.26a) > M¿X, + MpXp = 


Resolviendo estas ecuaciones obtenemos 


mpXp = —0.000836 


Il 


max, = —0.00176 
Análogamente E 
l (4.26b] > m,y, + MpYp = 0 

(4.26d) > —m4yal— 0.5) — mpyp[0.6) = —0.000380 


` de donde obtenemos 


0.000345 


Il 


MpYp 
maya = — 0.000345 
Elevando al cuadrado y sumando, 


máxi + miy; = 0.818 x 1076 


mjlx2 + vž) = 0.818 x 1076 
— 
1 2 
G) i 
mp = 1.81 x 107? slug 


El peso de B es entonces Wp = 1.81 x 107? (32.2) = 0.0582 lb (o sea 0.932 oz). 
Para las coordenadas, 


-0.000836 on 
X, = ==, = -0. 
2 = T81 x 10° pic 
y 
_ 0-000345 O19] pie 
TE DS 
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sultado) 


y sumando nuevamente: 


málxy + y4] = 3.22 x 1076 


m, = 3.59 x 107? slug 


son: 
A aa pie 
Ti 
—0.000345 Ñ 
= 0.0961 pie 


M= 359 x 107 


Comprobando nuevamente: 


Vx4 + y} = 0.499 pie 


Los resultados anteriores se muestran en la siguiente 


Plano A 


7 


Problemas/Sección 4.6 


4.155 Explique por qué la placa uniforme de la Fig. P4.155 
está balanceada dinámicamente. 


4.156 Una barra ligera de longitud /, con masa M concen- 
trada en su extremo, está soldada a una barra eje vertical 
que gira con w constante (Fig. P4.156). Encuentre la fuer-*** 
za y el momento ejercido por la barra dada sobre la barra 
eje. Incluya el efecto de la gravedad. 


4.157 La barra eje en la Fig. P4.157 gira con velocidad 
angular constante de 10 rad/s. Si las barras son ligeras com- 
paradas con los dos contrapesos, determine el momento fle- 
xionante ejercido sobre S, (longitud = 2/ ) por S, en el 


Entonces el peso de A es Wa = (3.29 x 107) 32.2 = 


f (La suma vectorial de éstas es (0.462)? + (0.191)? = 0.500 pie, lo que comprueba el re- 


Ahora, para la masa y coordenadas de m; en el plano 4, tenemos elevando al cuadrado 


Figura P4.156 
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E 


Figura P4.157 


punto donde están soldados los brazos. Esboce la manera 
en que la barra eje se deformará bajo la acción de este par. 
Omita la gravedad. 


4.158 El disco circular en la Fig. P4.158 está montado con 
una excentricidad ô sobre la flecha. 


a. Encuentre las reacciones dinámicas en los cojinetes 
A y B en términos de los parámetros del sistema mos- 
trado en la figura. 

b. Si ô = 1/20, obtenga el radio de un agujero (en tér- 
minos de r) en Q que elimine esas reacciones en los 
cojinetes. 


t y 
Y 31r/4 
ím, p, 1, t) 


4.159 Dos discos delgados están montados sobre una barra 
eje en los cuartos de su claro, como se indica en la Fig. P4.159. 
Los discos tienen una excentricidad ô = 0.05 plg en su mon- 
taje respecto a la barra eje. Determine las coordenadas x y 
y de dos pequeños contrapesos magnéticos de 4 oz (uno pa- 
ra cada disco) que sirven para balancear la barra eje al pegar- 
los a los discos. Desprecie el espesor de los últimos y considere 
a los contrapesos como partículas. 


Figura P4.158 


4.160 En la Fig. P4.160, 4 es el eje de una bicicleta mon- 
tado en cojinetes separados una distancia 2d. Las manivelas 


Figura P4.160 


Masa: m,, 
me (cada uno) l 
m, (cada uno) 


C están conectadas rigidamente al eje y también a los pe- 
dales Py Pa- Si el cuerpo rigido que consiste deleje 4, las 
manivelas y los pedales giran libremente alrededor del eje 
zc con velocidad angular constante Č, determine las fuer- 
zas ejercidas sobre los cojinetes en la configuración dada. 


4.161 Un cilindro macizo (masa m, radio r y longitud 
ł = 4r) y una barra ligera están soldados según un ángulo y 
como se muestra en la Fig. P4.161. El onjunto rígido es hecho 
girar a (9, rad/s, y conserva luego esta velocidad. Calcule 
las reacciones dinámicas en los cojinetes después de w = wg. 


La. = (—6.5 sen 2)(mr?/12) 


Cojinete Cojinete 


des 


Figura P4.161 


4.162 Repita el problema anterior si falta la mitad inferior 
(sombreada) del cilindro. (La masa es ahora 17/2). 


1 
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4.163 La barra eje en forma de S en la Fig. 4.163a consta 
de dos medios anillos (o porciones de perfil semicircular), 
cada uno de radio R y masa m/2. Determine las reacciones 
dinámicas en los cojinetes en el instante dado. Sugerencia: 
El centro de masa de un medio anillo está localizado como 
lo muestra la Fig. P4.163b. 


Figura P4.163b 


Figura P4.163a 


4.164 La barra eje en la Fig. P4.164 soporta los contrape- 
sos excéntricos W, (0.1 lb) y W, (0.2 Ib), como se muestra. 
Se desea añadir un contrapeso de 0.3 Ib en el plano A y otro 
de 0.4 Ib en el plano B para balancear la flecha dinámica- 
mente. Determine las coordenadas x y y de los contrapesos 
propuestos. 


4.165 El rotor Æ enla Fig. P4.165 tiene una masa de 2 slug 
y su centro de masa C tiene una excentricidad de 5 plg respec- 
to a su barra eje como se muestra (x = 3 plg, y = 4 plg y 
z = 10 plg en el sistema coordenado fijo en el punto X de la 
barra eje). Los productos de inercia de respecto a los ejes 


-en el centro de masa (Yo Yo zc) son IẸ, = —$ Ib + plg + s? 
eI, = — lb- plg» s?. Añadiendo una masa de 1/7 slug 


Figura P4.165 


m, = 0.01 slug 
m, = 0.02 slug 


Figura P4.166 


Vista C-C 
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Figura P4.164 ; 


en cada uno de los dos planos de corrección 4y 47, balan- 
cee el rotor. O sea, determine las coordenadas x y y de cada 
una de las dos masas añadidas, de manera que el centro de 
masa del sistema final esté sobre la flecha y que los pro- 
ductos de inercia desaparezcan. 


4.166  Balancee la barra eje en'la Fig. P4.166 añadiendo una 
masa de 0.003 slug en el plano A y una masa de 0.004 slug 
en el plano B. 


C a 
3plg 4ple  5plg 


Sig 


a 
Y oued 
lu əp oued 
Tu əp oued 
g oued 


* 4.167 Dos placas, cada una con peso de 32.2 lb, están solda- 
das a una barra eje ligera, como se muestra en la Fig. P4.167. 
Un par T de 10 lb + pie se aplica respecto del eje z hasta que , 
el conjunto gira con rapidez angular (y y luego se suprime 
T. Si los cojinetes pueden resistir una fuerza perpendicular 
el eje no mayor de 320 lb, obtenga el valor máximo seguro 
de (y. Note que xz es el plano de las placas y las coorde- 
nadas (x, y, z) están fijas al conjunto. 


4.168 Un cilindro de masa m y radio R rueda hacia la iz- 
quierda y encuentra un hoyanco de longitud s, como mues- 
tra la Fig. P4.168. La velocidad angular cuando el centro 
de masa C está directamente sobre O es 0; 5, Interesa de- 
terminar las condiciones bajo las cuales no habrá resbalemien- 
to en O mientras el cilindro pivotea antes de tocar el borde 
en A. 


a. Demuestre que para que no haya deslizamiento en O, 
las ecuaciones de movimiento deben ser (Fig. P4.168b): 


1..mRa = mg send — f 


2. mRw? = mg cos 0 — N 


3 
3. mgR senb = zm 


en donde ac; = Ra y ac, = Rw” se han introducido. 
b. Multiplique la Ec. (3) por () e integre, obteniendo así. 


3 3 
4. mgR |1 — cos 0} = ¿ko? - gro 


Figura P4.168a 


n 


Figura P4.168b 
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Problemas para computadora/Capítulo 4 


Problemas paracomputadora/Capítulo 4 ——_—________, 


Halle fy N de esas ecuaciones y demuestre que la condición 
de no resbalamiento f < u N requiere que 


sen 0 < u(7 cos 0 — 4 — 3Rw?/g) 


Note que para una (muy baja esto se cumple fácilmente 
si u no es muy pequeña y s (y por tanto ( ) no es muy gran- 
de. Pero, por ejemplo, si wi=g/R, entonces el cilindro res- 
balará sin importar el valor de pt porque la desigualdad no 
se puede satisfacer. Note también que si el cilindro no desli- 
za justo antes del impacto, no ha resbalado antes en absoluto. 


c. Luego utilice la Fig. P4.168c'para calcular el ángulo 
0 para el cual el cilindro golpeará el borde izquier- 
do A del hoyanco, y muestre que ningún deslizamiento 
habrá ocurrido en algún instante durante el pivoteo si 


2 dale E a oy 
RaR AGR E 


Por último use la computadora para generar datos y 
graficar los y minimos que se requieran para que no ocurra 
resbalamiento en O contra Rw?/g, para tres valores de `, 
s/2R: 0.1, 0.2 y 0.5. Trace las tres curvas en la misma gráfica. 


0 


pS 


NX 
md 


N 


Figura P4.168c 
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P4.1 


"P4.2 


P4.3 


P4.4 


P4.5 


P4.6 


P4.7 


P4.8 
P4.9 


P4.10 
P4.11 


Respuestas alas pregunta s/l Capitulo 4 


Cualquier integral como fa xam, donde x se mide desde un origen en, digamos Q, es 
igual a mX, esta es la definición del centro de masa. Entonces si el origen es C, 
X =0yf,xdm = 0. 


Ambos productos de inercia son nulos para el cuerpo mostrado en el diagrama. Tres 
barras de cualquier longitud sobre los ejes (x, y, z) se unen en el origen para formar 
un cuerpo rígido. Ni el eje z ni el'plano xy son de simetria y, sin embargo, 7%, e A 
son nulos. 


Sea (x, y, z) un sistema coordenado fijo en el marco de referencia . El cuerpo al 
girar con respecto al marco Y, tendrá su masa distribuida diferentemente, en distin- 
tos tiempos, con respecto x y y. Pero en movimiento plano el eje z está fijo en di- 
rección tanto en el cuerpo como en el espacio. Entonces, puesto que el cuadrado de 
la distancia desde el eje z es siempre r?, independientemente de la orientación de x 
y y, vemos que /€ no cambia al girar el cuerpo. 


Sean rop Y Toc los vectores de posición de P y C; derivando roc = Fop + tpc se obtie- 
ne Ye = Vp + Fo. El producto vectorial de vectores paralelos siempre se anula. 


Aunque Hp puede expresarse siempre como 12%,w1 + 19.0] + 12 wk cuando vy es 
q oP J zz 0 


` cero, su derivada es solo igual a EM, en el caso de que vg es idénticamente nula, en 


otras palabras, cero en todo instante. 


1 è : 

Sí, porque entonces la fuerza de fricción tendría la dirección opuesta y ZMę daría 
un valor mayor para N. La fuerza normal N tendría entonces que equilibrar los mo- 
mentos respecto a Q de P, f y del peso. 


Si M = 2m, entonces (cuando el par no está presente) T = mg y Ö = O son solucio- 
nes del problema y no hay movimiento. Si M < Z, el bloque se mueve hacia abajo 
y Ü es negativa (5). 


r = (1/2 es aquí constante. 


Porque la aceleración inicial del centro de masa C será hacia la derecha y hacia abajo, 
y la aceleración angular inicial será en sentido horario (> ). 


No, la longitud debe cambiar y eso toma tiempo. 


Cambios en rapidez rotacional. 
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A 


¿Verdadero o falso? 


Todas estas cuestiones'se refieren a cuerpos rígidos en movimiento plano 


A 


11. 


12. 


13. 


14. 


La Segunda Ley de Euler permite estudiar el movimiento rotacional de los cuerpos 
rígidos. 


Los momentos de inercia son siempre positivos, mientras que los productos de inercia 
pueden tener uno u otro signo. 


La fórmula m/?/ 12 da el valor exacto del momento de inercia de una barra delga- 
da respecto a un eje lateral a través de su centro de masa. 


La Segunda Ley de Euler, EM, = Ho, es válida sólo en un marco inercial (o sea que 
los vectores de posición y velocidades inherentes en H,, el origen O y las derivadas 
respecto al tiempo, se toman todas en un marco inercial). 


En 7/2 = IŞ, + md”, la cantidad d es la distancia entre los puntos P y C (se tiene 
que C está en el plano de referencia, mientras que P es cualquier punto del cuerpo). 


La Segunda Ley de Euler, ZM¿y = Ho. se aplica a cuerpos deformables, líquidos y 
gases así como a cuerpos rígidos. 


SiOrepresenta el centro instántaneo de velocidad nula, entonces en general MO % Ig: 
Los productos de inercia no aparecen en las ecuaciones del movimiento plano. 
2M¿ = Hees tan general como EM, = Ho en donde O está fijo en un marco inercial. 


En problemas de traslación, los momentos de las fuerzas y pares externos respecto 


a cualquier punto suman cero. 
` 


Suponga que compra un juego nuevo de llantas de automóvil y se balancean dinámi- 
camente añadiendo contrapesos (o *“*plomos””) en dos planos (en lados interiores 
y exteriores de los aros o rims). Los productos de inercia 1,, e I, se han eliminado, 


entonces lo que hubiese causado vibraciones y reacciones en los cojinetes si no se 
hubiera efectuado. á l 


XMc = Ia se aplica a cuerpos deformables y a cuerpos rígidos si se encuentran 
en movimiento plano. 


Para dos cuerpos 45, y Æ, la suma de las ecuaciones EF = m;ac, formuladas para 
cada uno será EF = mag, para el cuerpo combinado. 


Si los cuerpos de la Cuestión (13) giran uno respecto del otro no tiene sentido hablar 
de una ecuación combinada XEM¿ = I¿a 
1 


Respuestas: 1V; 2V; 3F; 4V; 5F; 6V; 7V; 8F; 9V; 1410F; 11V; 12F; 13V; 44V. 


-Capítulo | 


Métodos especiales para el 
movimiento plano de 
cuerpos rígidos: Trabajo y 
energía cinética. Impulso 

y cantidad de movimiento. 


5.1 Introducción 
5.2 Principio del Trabajo y la Energía cinética. 
o Energía cinética de un cuerpo rígido en movimiento plano. 
e Deducción del principio W = AT. Trabajo y potencia en 
sistemas de fuerzas y pares. 
- Cálculo del trabajo efectuado por diversos tipos de fuerzas 
y momentos. 
Ejemplos resueltos por el principio W = AT. 
Dos subcasos del Principio del Trabajo y la Energía Cinética. 
Energía potencial, fuerzas conservativas y conservación de la 
energía mecánica total. 


5.3 Principios del Impulso y la Cantidad de movimiento. 


e Ecuaciones del impulso y la cantidad de movimiento (o ímpetu) 
para el cuerpo rígido en movimiento plano. 

e Conservación de la cantidad de movimiento (lineal y angular). 

e Impacto o choque. ` 


295 


296 


Capítulo 5 Métodos especiales para el movimiento plano de cuerpos rígidos - 


5.1 


5.2 


(9 


En este capítulo continuará el estudio de la cinética de los cuerpos rígidos en movimiento- 
plano, pero los métodos que emplearemos tienen que ver con soluciones especiales de las ecua- 
ciones del Capítulo 4. Resulta que es posible efectuar ciertas integraciones especiales de esas 
ecuaciones en general, probando de paso tres principios que con frecuencia son útiles en la 
resolución de problemas cinéticos: (1) Principio del Trabajo y la Energía Cinética, (2), Prin- 
cipio del Impulso y la Cantidad de Movimiento y (3) Principio del Impulso Angular y la 
Cantidad de Movimiento Angular. Se verá que los tres principios no son más que primeras 
integrales de las ecuaciones diferenciales del movimiento (las que, como hemos visto, son ecua- 
ciones de segundo orden en la variable tiempo). Los principios de este capítulo permiten 
entonces comenzar el trabajo de resolución a medio camino entre las aceleraciones y las posi- 
ciones. Quedan así implicadas en los principios las velocidades pero no las aceleraciones. 


Principio. del trabajo y la energía cinética. 
Energía cinética de un cuerpo rígido en movimiento plano === 


Hay un Principio derivado de las ecuaciones de movimiento que nos ayudará a encontrar las 
incógnitas de interés en los problemas de cinética. En esta sección veremos que tal principio 
surge de primero deducir y luego derivar la energía cinética del cuerpo. 

La energía cinética, que examinaremos en el Capítulo 2, se denota aquí con la letra T; para 
cuálquier cuerpo o sistema de cuerpos, se define como la suma de + (dm) v? sobre todos 
sus elementos de masa: 


T= fiv- vidm 6D 


En esta sección necesitamos especializar la Definición (5.1) para un cuerpo rígido /% en mo- 
vimiento plano. Para este fin, relacionamos cinemáticamente la velocidad v de la masa dife- 
rencial con la velocidad del centro de masa C. Aprovechando el hecho de que v es en todo 
tiempo igual a la velocidad de su punto compañero en el plano de referencia que contiene a 
C (Fig. 5.1), podemos escribir - 


v= vw + wk x (xi + y) = v + o|-yi + xÎ) 


Notemos que los ejes x y y están fijos en /3 con su origen en C. Formando v?, esto es, v * y 
tendremos 


vev = Y" Ve + 0*x? + y?) + 20 vw * (xj — yi) (5.2) 


Punto compañero de dm en el 
plano del centro de masa C 


F__ Cuerpo # 
rígido en 


Figura 5.1 movimiento plano 
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Sustituyendo (5.2) en (5.1) resulta para la energía cinética 
1 w? y 
q" Ye am + ls + y?) dm 


+ TE — olve 3 yam 


Pero el segundo término es la integral de momento de inercia, por lo que 


l. l 6 
q= ¿ave + 70? ' (5.3) 


en donde v¿* ve = |vel? = vẹ, o sea el cuadrado de la magnitud de la velocidad de C. 


A — oAAAAAAJJJJ>....-.-.___vQxmp-R_PI_-- l- aus 
Pregunta 5.1 ¿Por qué se anulan los términos fx dm y J» dm? 
A E +4 


. 


Notemos que la energía cinética (que es escalar) tiene dos partes identificables (no com- 
ponentes): una que se refiere al movimiento del centro de masa C (que es T, = + mv?) y 
la otra al movimiento del cuerpo relativo a C (que es To = Lcw?) Esta clara división 
de T existe también en el movimiento general de los cuerpos rígidos (o sea en tres dimensio- 
nes), aunque entonces 7,, contiene más términos. $ 


Ejemplo 5.1 


Calcular la energía cinética de un cuerpo redondo £ en rodamiento, 
con masa m, radio R y radio de giro con respecto al eje Zc igual a ko. 
El centro de masa C (vea el diagrama) está en el centro geométrico. 


Solución 
mk¿ 


1 1 1 
=s mvé + zho = ml(Ro]? + k¿.0?] 


mR?w? mi key 
> J 


Note que si # es un cilindro macizo, entonces ko = RIV2 y 


mR?*w? l 
Ta e 
2 (1+3) 


En este caso, dos tercios de la energía cinética pertenecen al término ` 
traslacional (+ mv), de T. 


Si 8 es aro, Ic = mR? y ke = R, por lo que 


mR?w? 
2 


(11+ 1) 


y esta vez la energía cinética se reparte en partes iguales entre los tér- 
minos traslacional y rotacional. 


*En el resto del capítulo usaremos Iç en vez de 1$. 
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Ejemplo 5.2 


Repitamos el Ejemplo 5.1 para el caso en que el centro de masa esté 
desplazado una distancia r desde el centro geométrico Q del cuerpo 
rodante ¿4% (Vea el diagrama). 


Solución 
Para poder usar la ecuación de la energía cinética, 
l 1 
2 2 
= -mvg + > iew 
goe 
debemos calcular primero vé: 


me rsen0i — r cos 05 
Vc = Yọ + 0k x Jóc 


= [RÒ + rÓ cos OÍ + rÔ sen 0Î 
Por lo tanto, 
v = RÀ? + 126? + 2RrÚ0? cos 0 


Substituyendo obtenemos 


mR?6? o. ENE ry kV 
T= 7 [i+ eoo + (F). + R 


Nótese que si r = 0, la respuesta concordaría con la del Ejemplo 5.1. 


Existe una manera alternativa de escribir la energía cinética T de un cuerpo rígido en mo- 
vimiento plano que implica usar el centro instantáneo de velocidad nula O (Fig. 5.2): 


T, Lo 
1 1 
LA: 2 ¿mié 4 2 
i =. wm)? + > Icw 
Tsai tgo z™! ) ze 


= lle + md?]w? 


Fa 


Figura 5.2 


Figura 5.3 
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Usando el teorema de los ejes paralelos obtenemos: 


l 
T= 5 Igo? 


G) (5.4) 


Los términos traslacional (T,) y rotacional (Ta ) que forman al escalar T se reducen a un solo 
término, + Ipo? si trabajamos con Q en vez de con C. 


Como ejemplo consideremos de nuevo un cilindro en rodamiento (vea la Figura 5.3): 


1 l 
T=T,+ To = ¿ MV¿ + y Leo? 
l 1/1 
=- 2 A es 2 2 
z Miro) + zG mr Je 


Hemos visto que dos terceras partes de la energía cinética del cilindro están asociadas a la 


parte traslacional de T y una tercera parte a la parte rotacional. Ahora, si usamos Dobtene- 
mos toda la T en un sólo término: 


término de 
transferencia 


Como un segundo ejemplo dei uso de la Ec. (5.4) consideremos la barra delgada que osci- 
la alrededor del pivote en A, como muestra la Fig. 5.4. La energia cinética de B puede evaluar- 
se de dos maneras: 


l l 
T = 7100? T => mv¿ + y Leo? 
| 1j1 rfe \ j 
E r] 2 =m(20) +z(me)o 
m/?w? a ql 1 
Í sl m/?*w a+ 
_ mo? 
6 


Figura 5.4 
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Deducción del Principio W = AT. Trabajo y potencia en 
> Sistemas de fuerzas y pares. 


Volviendo ahora a la deducción del principio, calculamos primero la rapidez de variación (o 
derivada respecto al tiempo) de la energía cinética: 


dr dl A 
e daa 2 (zme "Wc + z eE . ak) 
1 1 a a s $ 
= 7 mlc * Ve + We’ ac) + z Ilek -wk + wk ak) 
Ú mm A 
2ac' Ve 2ak - wk 
Por consiguiente 
g= Mac" Ye + (Icak) - wk (5.5) 


Recordando que X.F = maç y que la componente z de XM¿es loa para cuerpos rígidos 
en movimiento plano, podemos escribir 


zi = IF > vc + EMe ` ok l (5.6) 


Pregunta 5.2 Como XMQ¿ puede tener componentes x y y (Ec. 4.13), ¿por qué es posible 
sustituir el vector total £ Mç en vez de sólo la componente z, o sea Içwk, en la ecuación 5.5? 


La siguiente meta es introducir en la ecuación las fuerzas y pares externos que actúan 
sobre el cuerpo Æ (Fig. 5.5). Nótense las abreviaciones rcp) = F}, ep2 = "z etc., de los vecto- 
res a los puntos de aplicación de F,, F,, etc. Suponemos que las acciones mecánicas externas 
sobre el cuerpo surgen de un sistema de fuerzas (F,, F}, . . .) y pares con vectores momento 
(Ci, C, . . .), como se muestra en la Fig. 5.5. Sean además (v,, va, . . .) las velocidades de 
los puntos materiales (P,, P}, . . .) sobre los cuales actúan instantáneamente las fuerzas. 

La resultante de las fuerzas externas es 


IF =F+FE4++-> (5.7) 
y el.momento de las F; y C respecto a C es 


IMe=r xR tnxx E +: tC ACG (5.8) 


Figura 5.5 
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Sustituyendo las Ecuaciones (5.7) y (5.8) en (5.6) resulta 
dT ` l ¿ 
a MERA deves x FE +1, x F +---) + wk 
+ (0, +C +) ok 
= (E, +E +e) eve + ok: (1, x F +r x F +o) 
+ Ci + Ca +++] - ok (5.9) 
Como el punto y la'cruz pueden intercambiarse sin alterar el valor de un triple producto escalar, 
aT - - 
rl + E +++) + ve + lok x 1,) F, + (ok x r,) F 
ho + [C +C oe ok i : (5.10) 
Pero las velocidades de P, y C están relacionadas: 
VP, =W = We + wk x Tı 
por lo que 


dT i n 
a Rth n te +C t Chia wk (5.11) 


El segundo miembro de la Ec. (5.11) se denomina potencia, o rapidez de variación de 
trabajos, del sistema de fuerzas y pares externos que actúan sobre el cuerpo. 


La potencia de una fuerza es 'su producto escalar con la velocidad (lineal) del punto sobre 
el que actúa; por otra parte, la potencia de un par es su producto escalar con la velocidad 
angular del cuerpo sobre el que ejerce su acción: 


Rapidez de variación del trabajo de una fuerza F, = F, * v, = potencia de F,- (5.12) 
Rapidez de variación del trabajo de un par C, = Ç * wk = potencia de C, . (5.13) 


Entonces una forma del principio de esta sección es 


Potencia = a ' (5.14) 
i ` 
o bien 
P=T 


Integrando, obtenemos otro principio*: 


t2 ' 
f Pdt = Tlt,) — Tlt,) = T, — T, 
1 


z 
| 


1 1 a 
= AT = 6 mvi + E] (5.15) 


+ e A > , ; : ep: i 
Algunas veces se usa (lj, tp) en vez de (/}, 17) para denotar el intervalo de tiempo; los subindices significan obvia- 
mente “inicial” y “final”. 
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en donde la integral de la potencia se llama trabajo W de las fuerzas y pares externos. Es el 
trabajo efectuado por las F; y los C; sobre el cuerpo entre los tiempos 1, y f,. Tenemos enton- 
ces un principio que puede enunciarse de la siguiente manera: 


. Trabajo efectuado por fuerzas y Incremento de la energía 


, páres externos sobre 43 cinética de 43 


Es esencial reconocer que nuestra deducción del principio del trabajo y de la energía ciné- 
tica depende crucialmente de que el cuerpo sea rígido. El trabajo de fuerzas externas sobre 
un cuerpo deformable en general no es igual al cambio en su energía cinética. Tal es el caso 
también cuando el cuerpo “*deformable”” está compuesto de varias partes individualmente rí- 
gidas. Sin embargo, hay un número de circunstancias especiales, usualmente fáciles de reco- 
nocer, para las cuales el principio es válido para tal sistema de cuerpos rígidos. Daremos un 
ejemplo en que lo anterior es cierto. Supongamos que tenemos dos cuerpos rígidos, 4, y 4, 
que forman un sistema y supongamos que los cuerpos están conectados por un pasador (o 
articulación) con fricción despreciable, como se ve en la Fig. 5.6. 

Sea F la fuerza ejercida por Ø, sobre ds, enel pasador y en consecuencia —F es la 
fuerza ejercida por dí, sobre Æ. Además, sea: 


v = velocidad común de los puntos de unión en los dos cuerpos 


Py, = potencia de las fuerzas que actúan en Æ, y que son también externas al 
sistema. i 


PĮ} = potencia de las fuerzas que actúan en Æ, y que son también externas al 
sistema. 


Ta, = energía cinética de 4, 
Tp, = energía cinética de 8, 
Si ahora aplicamos las Ecs. (5.11) y (5.14) a cada uno de los cuerpos, obtenemos 


dTa 


Pe, + (F): v = dt 


Figura 5.6 
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y 
dT, 
P, F-vy= 2 
E, + dt 
que por sumar dan 
d 
Pe, + Pe, = qe Ta + Tal 
o bien 
dT* 
> di 


en donde P es la potencia de las fuerzas externas ejercidas sobre el sistema, y T es la energía 
cinética del propio sistema. 5 


Con fricción en el pasador tendríamos también pares interactivos C y —C, y la suma de 
sus potencias de trabajo sería 


C: lwr, pe 0 y Jk 


que en general no sería nula*, Esta rapidez de trabajo neta de los páres de fricción sería nega- 
tiva lo que refleja el hecho que la fricción reduce la energía cinética del sistema. Podemos 
esperar que el principio del trabajo (de fuerzas externas) y de la energía cinética sea válido 
para un sistema de cuerpo rígidos, siempre que la interacción de los cuerpos no conduzca a 
la disipación de la energía mecánica por fricción ni a un almacenamiento de energía en un 
resorte. En caso,de duda, debe segirse el procedimiento que hemos indicado, o sea aplicar 


la Ec. (3.14) a cada uno de los cuerpos, sumar las ecuaciones y ver si se cancelan las rapideces 
de trabajo de las fuerzas interactivas. 


Cálculo del trabajo efectuado por diversos tipos de fuerzas y momentos 


Antes de poner en uso la Ec. (5.15) es esencial mostrar como calcular el trabajo W realizado 
sobre £? por un cierto número de tipos comunes de fuerzas y momentos. 


Tipo l: F, es constante. En este caso, como en el Capítulo 2, 


w= fr "vdt =F, fr dt (5.16) 
Tipo 2: Y, actúa sobre el mismo punto P, de dí durante todo su movimiento t, En este caso 
ts tf dr rsity) : 

W= nindas] pat | F, + dr, (5.17) 
t i ti ri(ti) 


en donde rop; = r, e i y f denotan inicial y final con relación a tiempos y posiciones. Es cier- 


. to, por supuesto, que la velocidad v,, que se combina con F, para producir potencia, es en 


cada instante la derivada de algún vector de posición. Si la fuerza actúa sobre distintos puntos 
materiales de Æ en tiempos diferentes durante un movimiento (como la fricción de un freno), 


la integral de línea f F, * drop, no tiene utilidad funcional y la integral general fr, "vdt 
debe usarse entonces. 


*““Desapareceria, por supuesto, si la fricción fuese lo suficientemente grande para impedir la rotación relativa tal 
Que W= (0 y,; el sistema se comportaria entonces como un cuerpo rígido único. 
t Lo que fue necesariamente el caso en el capítulo 2. 
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| Tipo 3: F, es debida a la gravedad. Este es un ejemplo de ambos tipos 1 y 2. Entonces si 
z es positiva hacia abajo obtenemos* 


W= | msk * droc = mgk - | droc 


Expresando la diferencial del vector de posicjón en términos de coordenadas cartesianas 
rectangulares, 


droc = dxcÂ + dycj + dzck 


y sustituyendo obtenemos un resultado sencillo para el trabajo de la gravedad: 


W= me Í ; dzc = MglZc, — Zc, = mgh i ` (5.18) 


Liar] 


como vimos en el Capítulo 2. Nótese que la gravedad hace trabajo positivo si el cuerpo se 
mueve hacia abajo. (Cabe recordar que una fuerza realiza trabajo positivo si tiene componen- 
- te en la dirección del movimiento del punto sobre el que actúa. Si no es así, efectuará trabajo 
negativo durante el movimiento de ese punto.) 


Tipo 4: F, es la fuerza normal ejercida en el punto de contacto sobre un cuerpo rígido que 
mantiene contacto con una superficie fija, esté el cuerpo rodando o resbalando. Nótese en 
la parte inferior de la Fig. 5.7 que la fuerza normal F, es perpendicular a la velocidad de P. 
O sea, : 


Tipo 5: F, es la fuerza de fricción ejercida en el punto de contacto cuando un cuerpo rígido 
rueda sobre una superficie fija (Fig. 5.8). Esta vez, la fuerza F, (que puede o no ser cero) ha- 
ce trabajo nulo porque siempre actúa sobre un punto de velocidad cero: 


w= fr yde =0 


Tipo 6: F, es la fuerza en un resorte lineal conectado a los mismos dos puntos P y Q de los 
cuerpos Æ y R durante un intervalo de sus movimientos (Fig. 5.9). Usamos la notación: 


Figura 5.8 


k = módulo del resorte (cuando se multiplica por el alargamiento da la fuerza en 
E el resorte lineal) 


= longitud sin alargamiento 


~Q ¿> 


= alargamiento (ô < ‘0 representa acortamiento) 
ü = vector unitario a lo largo' del resorte dirigido hacia el cuerpo B 


$ *  Notemos primero que el trabajo del resorte S sobre el cuerpo B es 


15] t2 
aaf pde = | — kô û - vp dt 
[i t 


* El trabajo hecho por cualquier fuerza constante F que actúe siempre sobre el mismo punto cuyo vector de posi- 
ción sea r es entonces: F . rup — rp). 


b g 
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R (at £,) 


R (at t,) 


£ (at t,) 


marco de 
referencia 
inercial 


Figura 5.9 


Aplicando 

Yop'= Yoo + |4 + óJú 
podemos derivar y obtener 

Vp = Vo + ón + |4 + óJú 
Por consiguiente, sustituyendo Vj 


15 
Wen => f —k dú s [vo + du + 14 + 5)ú] dt 
t 


--f köd =k | alo ros å ae 
ty t t 


1 1 1 


- Como la derivada de un vector unitario es perpendicular al vector en cuestión, la última inte- 


gral se anula y obtenemos: 


ő 


: :fÓ 
Wena = | ô dô 
õi 
Luego j . 
W, Weny = k ¡52 2 
send + sek — sen sistema de(4+R) T F (ôi ráji 03) (5.19) 


2 


Si Q está fijo en el'marco inercial de referencia, el trabajo de S sobre 47 únicamente está 
dado por el lado derecho de (5.19)*; sin embargo, si Q se mueve sólo podemos decir que el 
trabajo total sobre ambos cuerpos efectuado por S está dado por (k/2) (ô? = 32) 


+ 


*Su trabajo sobre Æ es entonces nulo. 
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Wael cable sobre s = fra * Vadt 


5 W del cable sobre 4, = fieras - vpdt 


‘Figura 5.10 Figura 5.11 


Observemos en el diagrama “*fuerza del resorte contra alargamiento” (Fig. 5.10) que el 
trabajo efectuado por el resorte es, de hecho, el negativo del cambio en la energía E almacena- 
da en él; al alargarse de ô a d,, 


= (área del triángulo OCB) — (área del triángulo ODA) 


k 
= (53% 


Tipo 7: Ahora consideramos el trabajo realizado por la fuerza en un cable inextensible 
unido a dos puntos P y O de los cuerpos 43, y Æ, durante un intervalo de sus movimientos 
(Fig. 5.11). El cable en consideración puede pasar sobre una o más poleas ligeras sin fricción 
colocadas entre los cuerpos, pero se supone que permanece ténso durante todo el movimiento 
El trabajo hecho por la tensión del cable sobre el sistema de 43, más B es cero, lo que 
E se muestra a continuación: 
Escribimos Vo y vp en términos de sus componentes paralela y perpendicular a la cuer- 
dao cable: 


Vo F Voy + Vos 
Vp = Vp, + Vr, 


Notando que las componentes perpendiculares Vo, Y Vp, tienen productos escalares nulos 
con ñ y ú, obtenemos para los trabajos de las tensiones: 


A e Uly a 
Waet cable sobre gı = de * Vo, dt = fr i e A. dt 


-Tdh 
y 


dh, 


| Waet cable sobre 82 = de Tú) + vp, dt = f-ra n a” dt 


-Päh 


cable 


cable: 
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Pero debido a la inextensibilidad del cable, d(4 + £) = 0, por lo que dh, = —dh y 


W por el cable sobre 42) f T dh, == W por el cable sobre 44) 


de modo que 


Woor el cable sobre ambos cuerpos) 0 


Tipo 8: Tenemos ahora un par C. En este caso, el trabajo del par en movimiento plano está' 
dado por 


157 da 151 il a 
w=| | Ck - Ok dt 
t t 


i (5.20) 
a 02 
= f Cô dt o [ C d0 
4 UN A 
Si C es constante, el trabajo del par es 
W = C[0, — 0,) a (5.21) 


O sea, el trabajo de C es la magnitud del par por el ángulo que gira el cuerpo. Igual que con 
el trabajo de fuerzas, el trabajo de un par es positivo si ‘‘ʻhace mover” en la dirección que 
actúa (o gira, en este caso). 


Ejemplos resueltos por el Principio W = A T 


Estamos ahora en condiciones de resolver algunos problemas usando el Principio del Trabajo 
y la Energía Cinética. Siguen algunos ejemplos. 


` 


Ejemplo 5.3 


Determinare la reacción del pasador en O cuando la barra uniforme 
ha descendido un ángulo de 45° desde el reposo. 


` Solución 


Primero encontramos la rapidez angular w,en la posición final (45°) 
usando el Principio del Trabajo y de Energía Cinética W = AT 

Si T, es la energía cinética en la posición final y el trabajo efec- 
tuado por la gravedad es mgh = mg [f/(2 VD, se tiene 


lo = lo 
O 
£ iyi 3g 
mg —= => ¿melo = o3 = E 1 
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Debemos ahora plantear las ecuaciones diferenciales que darán la 
reacción buscada. (Note que W = AT sólo da la solución para una 
incógnita escalar.) En la posición final tenemos: 


ZF = mac 


| Expresando esta ecuación en sus componentes tangencial y normal, 


1 1 N 
O, — mg —= 6, + (ms - 0) = mac 0): 
Pero 
0 a 
ac = ah + ak x toc — 0*toc 
y con k definido como é, x ê,» 
le 


l m 
ac => aê, +07, 
2 2 


de modo que para la componente según ê, de la Ec. (2), 


1 l 

Q= n =m 2 

donde hemos sustituido el valor de w+3 dado por la Ec. (1). Entonces 
la componente normal de la reacción es 


5 
O === 3 
A ia } 6) 


Luego, de la componente según €, de la Ec. (2), 


1 
mg=- 0, = m74 (4) 


| v2 2 i , 
También, como el punto O es un pivote de la barra, sabemos que: 


EMo = lou 


mg l 1 3g. 
— -= |- m? ja = a = —= (5) 
y2 2 E ) 2/21 
. Sustituyendo de la Ec. (5) en (4) obtenemos la componente tangen- 
cial de la reacción: A 
_ mg / 33 ` mg 


"Y "Lau ad 


La reacción del pasador es entonces 


5mg . mg ~ 


—= —t 
2/2 WNI 


O,ĉ, + Oê, = 


= [1.77ē, + 0.1778,)mg 


Ejemplo 


y 
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Un extremo del resorte lineal indicado en la figura está unido a una 
cuerda delgada inextensible que se encuentra enrollada ligeramente 
alrededor de una ranura estrecha de la rueda (masa = 1 slug, radio 
de giro respecto al centro = '1.5 pie). Si la rueda tiene rodamiento 
y parte del reposo cuando el resorte está alargado 1 pie, hallar la 
velocidad del centro de la rueda cuando el centro se ha desplazado 
2 pie. El centro de masa de la rueda coincide con el centro geométrico. 


-— 


ii 


f 49% 
l O 1 
E 
E apie y 


60 lb/pie 


Solución 


Notemos primero que la cuerda no está unida a ningún punto mate- 
rial especifico sobre la rueda. Sin embargo, al pasar el tiempo los di- 
versos “puntos de enrollamiento”” en el extremo de la porción recta 
de la cuerda (como el punto Q en.la figura) tienen, en cada instante 
que la cuerda está tensa, la misma velocidad que el punto coinciden- 
te de la rueda en O. Entonces la Ec. (5.19) da el trabajo efectuado 
sobre la rueda por el resorte. ' 
Por cinemática se tiene en todo momento (vea la figura): 


žc = 3w y žo = lw 


de modo que 


Xc = 3žo 
o bien 
Xc = 3Xo 


Entonces el acortamiento neto del resorte cuando C se ha desplazado 
2 pie hacia la derecha es de 2 pie; Otra manera de ver esto es dejar 
que C se mueva hacia la derecha una distancia xç. Esto compri- i 
me el resorte (si fuese capaz de ello) en la misma cantidad xç. Lue- 
go girese la rueda en sentido.horario alrededor de C en un ángulo 
0 = x/R = xç/3 radianes hasta que el punto correcto esté sobre | 
el suelo. (**Correcto”” significa el punto que estaría en el suelo si la 
rueda hubiese rodado normalmente hacia la posición final). La rota- 
ción enrolla una longitud de cuerda r0 = 20 = 2xp/3 alrededor 
del radio interior y *“recúpera”” Ye de la compresión. “Entonces 
2 Xc = +0) es la reducción en el tramo de un pie original de alar- | 
gamiento, dejando + pie, igual que antes. Por consiguiente 


a, 2 
ô =1pie y pao 
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Luego encontramos, observando que la gravedad no trabaja aquí, 
1 


w=aT=n -y 


60 H] a 1 añ 
7 [ur a (3) ] = z vê + LS 


Vc73 
vc = y 42.7 = 6.53 


= 6.53 = pie/s 


Notemos que cuando el centro se ha desplazado 3 pie, entonces 
= 1 = xoy todo el alargamiento ha desaparecido. En este mo- 
mento, el resorte deja de tener importancia en el problema. 


Ejemplo 5.5. 


Este ejemplo contiene una aplicación práctica en la industria de las 
antenas de lo referente al Principio del Trabajo y la Energia Cinéti- 
ca. El posicionador de la antena en el diagrama está provisto de un 
resorte que hace las funciones de un tope mecánico, tal que si el meca- 
nismo elevador excede su límite inferior, el movimiento de la antena 
(rotación pura alrededor del eje horizontal de elevación) será deteni- 
| do antes de que el reflector golpee otra parte de la instalación y se dañe. 


Los contrapesos colocan el «entro 
de masa de la parte rotatoria 
sobre el eje de elevación 


w; 


Eje de elevación 


Posicionador 


Reflector 


| El motor de elevación tiene una armadura rotatoria cuyò mo- 
mento de inercia es de 0.01 lb * pie * s? (o slug * pie?) e impulsa 
al reflector a través de un reductor de engranes con relación de 
700 : |. El momento de inercia, Jọ, combinado del reflector, de su 
contrapeso y de la estructura de soporte es de 12 000 slug * pie?. 
Se desea detener una rapidez rotacional de 30°/s durante un gi- 
ro de 3° que va del contacto al alto total. El radio desde el eje rota- 
cional de elevación al resorte de frenado es de 1.5 pie. El resorte tiene 
su longitud natural en el momento de contacto inicial y se puede 
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suponer que tiene un comportamiento lineal carga-deflexión. Se su- 
pone además que el motor se para pero se mantiene acoplado mecá- 
nicamente durante el proceso de frenado. Determinar: 


a. El módulo requerido del resorte. 

b. La máxima fuerza inducida en él. 

C. La posición rotacional cuando recibe su máxima fuerza. 

d. Las aceleraciones angulares del reflector y de la armadura del 
motor en la posición de máxima fuerza. (¿Son esas las acele- 
raciones máximas?) 


Solución 


Como el resorte es lineal su fuerza máxima se evalúa con el módulo 
del resorte por la deflexión máxima. Esta es también la posición para 
la cual el movimiento está completamente suspendido. En tal posi- 
ción la energía cinética se ha vuelto cero y el resorte ha almacenado 
la energía mecánica; el principio de W = AT da 


0 
e = AT = Egh — Low 


Note que el punto O es (D para el cuerpo en rotación y que la grave- 
dad no trabaja entre el contacto y el alto. 


Pregunta 5.3 ¿Por qué no trabaja la gravedad? 


Los valores de ôs» lo y w mues i en la ecuación se calcu- 
lan como sigue: 


Ty = momento total de inercia en el eje de rotación 


ZimotorjO + Lirenecior, contrapeso, estructura)O 


0.01 x 7002* + 12,000 = 16,900 slug » pie? 


T 
w; = 30 x Tso 7 0.524 rad/s 


3 x — x 1.5 = 0.0785 pie 


òr 180 


(Nótese que sobre el muy pequeño ángulo de 3° la compresión del 
resorte es aproximadamente la longitud de arco R0 .) 


low? _ 16,900 x 0,524? 


ks == 
ò 0.0785? 


= 753,000 lb/pie 


*El lector puede demostrar que los momentos de inercia se reflejan a través de un engranaje o tren de engranes, 
de la entrada a la salida, con la relación de transmisión elevada al cuadrado; el par o momento de rotación se incrementa 
(mientras que la velocidad disminuye) con un factor dado por la relación de lös engranes. 
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La fuerza máxima en el resorte es kô, = 753 000 x 0.0785 = 59 a 
100 Ib. La posición rotacional está 3° más allá del contacto, o sea 
la posición de alto total. La aceleración angular del reflector es 


También 


ZMo 1.5 x 59,100 


- = 5.25 rad/s? 
lo 16,900 ds 


di = 

i Por tanto 

y la de la armadura, 5.25 x 700* = 3680 rad/s. i 
Estas son las aceleraciones máximas pues aquí la fuerza (y el 

par) son máximos. Para terminar, adviértase que el par del motor y 

la fricción, omitidos en este problema para simplificar, limitan el 

rebote en el caso real. 


F + vg = FlE gob) cos 45.1° 


Figura 3 , W= fía cos 45.1°11.85r de 
t 


Ejemplo 5.6 — a S , A a] f 


0 


F 075105 
.= (52 cos 45.1°)(1.85) z] 


Este ejemplo ilustra el trabajo realizado por fuerzas y pares de los = 340 pie-lb 
tipos 1, 2 y 8 de las páginas precedentes. La fuerza F (52 1b) se aplica 
al cilindro uniforme C en reposo de la Fig. 1. (Este tipo de fuerza 
podria ser aplicado por una cuerda sobre un eje, como se sugiere en 
la Fig. 2). Si la fuerza F continúa actuando con la misma magnitud 


y dirección conforme el cilindro rueda, determinar: 


Un segundo método más sencillo es notar que F en Q puede mo- 
verse hacia C, usando el concepto de resultantes, como en la Fig. 4. 


La fuerza Q se reemplaza por la fuerza y el par en C que producen 
el mismo efecto sobre el cuerpo rígido. 


4 y 
a. El trabajo realizado por F en el tránsito a la posición punteada. 
b. La velocidad de C y la velocidad angular del cilindro en la 
posición punteada. 


Figura 4 


"Puesto que en C la fuerza actúa siempre sobre el mismo punto del 
cuerpo (lo que no sucedía en Q) podemos escribir 


n mn | | W = trabajo de F en Q = (trabajo de F en C) a 
| | + (trabajo del par sobre C) 
Wa = (F cos 22.6%)x¿ + (Fr sen 22.4%) 0 = (0.923 F)5 l 


+ (0.191F)10 i 


Resolveremos la parte (a) de dos maneras. Primero, la definición del a . 
> pariete) s 6.53F = 340 pie » lb (igual que antes) 


| trabajo de F es 


| w= | xa 


en donde Q es el punto de C en contacto con F en cualquier momen- 
to. La geometría en la Fig. 3 da un ángulo de 45.1? entre F y vo 
ya que i 


Nótese que el trabajo de un par constante en movimiento plano es 
simplemente el momento del par multiplicado por el ángulo girado 
por el cuerpo. ` 


, Para la parte (b) se iguala el trabajo con el cambio en la energía 
cinética de C: ` 


| a= (> = 22,5" | ` | 
r+ 1/2 > | 


*Véase la nota de página anterior. 


2 
l 1/1 1\/ ve, Y 
340 = 24vh + =(=- 4. || CL 
oy zG 4J\172 


340 
w=] =.10.6 pi 
Cy 241 0.6 pie/s 


1 “1 
W=AT= ¿ave + 5 koj- o0 (T inicial = 0) 
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La gravedad, la fricción y las fuerzas normales no trabajan en este Vemos entonces que RO = /ġ. Integrando obtenemos, 
problema, por las razones dadas en los tipos 3, 4 y 5 del texto ante- 
rior a los ejemplos. 


RO = tọ 


en donde la constante de integración es cero si escogemos Q' = 0 cuan- 
do Y = 0, Por lo tanto cuando ọ = 1/2, podemos encontrar la 
orientación del cuerpo 4: ls 


Ejemplo 5.7 


0 = ángulo que gira el cuerpo 4 en el marco de referencia (que 
es el de un observador estacionario en el cuerpo 3) 


, 


La longitud. no alargada del resorte en la Fig. les / = 0.3 m. La 


velocidad angular inicial del cuerpo 4 en la cima es w, = 2,5'P tt O6 a a 

rad/s. Hay suficiente fricción para impedir el resbalamiento de 4 ; h =R p= oI x 3” 3T 

sobre /í en todo instante. Determinar el módulo del resorte que ` E ` 

ocasionará que 4 se detenga en la posición q = 90°. : ` Entonces la posición final de C es a la izquierda de Q (Fig. 3). Pode- 


í mos expresar el trabajo de la gravedad W, porque conocemos aho- 
ra el desplazamiento h de C: i 


R=0.1m El radio inercia (o de giro) respecto al eje d : 
Z Ze ES de 0.07 m; masa = 80 kg W, = (mgh), + (mgh) = 35(9,81) (0.3) + 80 (9.81) (0.6) 
= 574 J 
7 
X ; C está ahora aquí 
eo q 


D A 

` 5, : 
(Barra delgada ` BA CC estaba inicialmente aquí; la 
uniforme de longi- e ` recta OC (cualquier toda otra 


gitud / = 0.6 m y 
masa = 35 kg) 


recta en el cuerpo ..) giró- 
3r rad en sentido horario 


3r rad 


Figura 3 
A 


Posición final de 4 El trabajo efectuado por el resorte lineal está dado siempre por 


(k/28? — 52): 


ES 


#8 (Cilindro fijo; marco inercial 


; ik k 
para el problema) W, = z (97 — 84) = F (0.220? — 0.380?) 
= —0.0480k J 
Figura 1 i i en donde k es nuestra incógnita y los alargamientos inicial y final se 


calculan como sigue: 


Solución 4=£+0 (longitud no alargada + alargamiento inicial 
= longitud inicial del resorte) 


Parte del trabajo W en este problema es realizado por la gravedad. 
Para expresar este trabajo debemos determinar dónde se encuentra 
el centro de masa C cuando 4 alcanza su posición final. Por cinemá- 
tica encontramos que la velocidad del centro geométrico Q de 4 es de manera que los alargamientos son: 


expresable. de dos maneras (Fig. 2): 3 gra vr À Sa 
j; = .2- + 0 — 0.3 =0. — 0.300 = 0.220 m 


ly = L + ó, 


0 : 
a Ya = + ROÈ,. 
1. Como un punto de 4, vo yo e, ô = (0.48 + 0.2) — 0.3 = 0.680 — 0.300 = 0.380 m 


| 
| | Para el cálculo de la energía cinética necesitamos los momentos de 
| : inercia; primero consideramos el cuerpo A: 
| 


Ic = mk 2= 80(0.07?) = 0.392 kg - m? 


i 0 
2. Como un punto de D, vy = v% + Ape,. 
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» T. T= loo? (váli ' 1 Aplicando el Principio del Trabajo y la Energía Cinética obtenemos,' 
Usaremos la **expresión breve” para T, esto es, T = ¿Igo? (váli- 
da siempre que w # 0 en movimiento plano). Necesitamos entonces W = AT 


i *. Nótese que cuando es un punto diferente de un cuer- 
IQ; € los”. Nótese que cuando (D) cd puse A 
po en las posiciones inicial y final, el valor de Ig, es generalme: 
distinto en las dos configuraciones, como en este problema, 


574 — 0.0480k = 0 — [4.34 + 0.365) 


* 


En y = 1/2: 
i Q) está ahora 
aquí y ya no es el D i 
centro instantáneo +; Q 


k = 12,100 N/m 


Este valor es equivalente a 829 lb/pie de módulo en el sistema de uni- 


A l dades U.S., ya que 1 lb/pie equivale a 14.6 N/m. 


aaao 


Pregunta 5.4 ¿Qué sucede si k es mayor o menor que el valor 


) calculado? 


Figura 4 : © Figura 5 


Usando las Figuras 4 y 5, A veces es útil combinar el Principio del Trabajo y la Energía Cinéti- 


y * a ca con una o más ecuaciones diferenciales de movimiento a fin de 
lo = le + md} > los = le + md; obtener la solución deseada, Este ejemplo implica tal combinación. 
= 0.392 + 80/0.1? + 0.05?) = 0.392 + 80/0.1 — 0.05)? El cilindro pequeño C parte del reposo en 0 = 0, en la posición 
i A punteada (ver el diagrama) y comienza a rodar sobre el cilindro ma- 

= 1.39 kg - m? = 0,592 kg : m 


yor. Evaluar el ángulo 0, en el cual se inicia el resbalamiento, y mos- 
trar que el cilindro menor siempre deslizará antes de que abandone 
la superficie si existe un coeficiente de fricción finito. 


Las energías cinéticas de 4 que necesitamos son 


o 1 1 
' T? = 7 loi? = 7 (1.39)2.5* = 4.34 J 


Solución 

TA = L lo. 0 = 1 (0.592)0? =0] (pues la velocidad angular De acuerdo con el diagrama de cuerpo libre mostrado, las ecuaciones 
2 2 final debe ser cero) de movimiento son 

Para la barra D, se tiene que /g, es el mismo en cualquier posición 


mv  mr?a? 
| por ser Qel punto O, de articulación en el marco de referencia. Usando 


XF, = mgcos0 — N = mac = = — 1 
: s aS RFT R+r tu) 
= Rw, se obtiene 
ve = : EF, = mg sen 0 — f = mac, = mi, = mra (2) 
p Sl ¿AMAN 
i -zoa =r Too. ) mr? 
EMe = fr = la = — a (3) 
1/35 x 0.6?\/0.1 x 2.51? 2 
=7 3 0.6 


Justamente antes del resbalamiento, la fuerza de fricción x= HN mien- 
tras aç es igual aún a ra y v¿es todavía igual a rœ . Entonces las 
ecuaciones sé pueden escribir como 


Il 
o 
wm 
© 
an 

= 


l mN ( Yo, Y ha a 
T? = z0} E al e) =0 (puesto que Vo, = 0.law,, = 0) 


2,32 
mr” w, 
Oe mg cos 0, — N = - [la] 
R+r i 
mg senU, — uN = mra, [2a] 
| 
mr? 
BNr ==, (3a) 
*Ya que w; = 0, no tenemos aquí que calcular lor pero lo hacemos para ilustrar el procedimiento en general. | 


+ 
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Estas ecuaciones pueden suplementarse con la ecuación del trabajo. 
y la energía cinética para el cuerpo C, formulada entre 0 = 0 
y 0=0;: ` ` 
1 3 1/3 Soi 
W, = mg[R + r][l — cos 0,) = > Ipo? = > |5 mr? Jo; (4) 
2 212 
Las Ecs. (1) a (4) contienen cuatro incógnitas: N, 0, , w? y a,; las tres 
últimas son el ángulo, la velocidad angular y la aceleración angular, 


todas ellas en el instante en que comienza el resbalamiento. La solu- 
ción para determinar 0, da la ecuación 


7u cos 0, — 4p = sen b; 


Sustituyendo sen 0, por v1 — cos? 0, , elevando al cuadrado y re- 
solviendo la ecuación cuadrática resultante en cos 0, , se obtiene 


$ 2 z l 
= cos (22 + V33u? + ) 


0, 
1 + 49u? . 


s 


cuya gráfica se muestra en el diagrama adjunto. 


0, 


s 


Asíntota 


cos” (4/7) = 55.2? 


La curva en el diagrama da el ángulo de resbalamiento en fun- 
ción del coeficiente de fricción; este no es el ángulo en que el cuerpo 
C deja la superficie. Nótese que si quisiéramos el ángulo en el que 
el cilindro pequeño sale de la superficie del cilindro grande, suponiendo 
que no ocurre resbalamiento, estaríamos tratando de resolver un pro- 
blema sin solución cuando el coeficiente de fricción es finito. La curva 
muestra claramente que para que C alcance el ángulo cos”(4/7) se 
requiere un coeficiente de fricción infinito. Puesto que la solución 
al problema de “dejar la superficie sin resbalamiento”” es precisamente 
cos” (4/7), entonces con independencia del coeficiente de fricción (en 
tanto que sea finito), C tendrá que deslizar antes de dejar la superficie. 

Suponiendo ahora que el cilindro: € deja la superficie sin haber 
resbalado, obtenemos la solución (más simple): 


` Oen la salida 
Ec. (1) > mg cos 0, -f = 


mr?w? 
R+r 


1/3 0 
Ec. (4) = mg(R + r][l — cos 0,) = ¿| jor 
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Eliminando; ww, se obtiene 


0, = cos” 4/7] = 55.2” 


Como se ha hecho notar, esta solución sólo es válida para un coefi- 
ciente de fricción infinito entre los dos cilindros. Si € fuede una par- 
tícula (sin energía cinética rotacional) con superficie lisa, obtendríamos 
(Ej. 2.13) 0, = cos7!(2/3) = 48.2*. adviértase la diferencia entre las 
dos soluciones. ' 


Dos Subcasos del Principio del Trabajo y la Energía Cinética 


Hay un subcaso importante del Principio del Trabajo y la Energía Cinética que ya vimos en 
el Capítulo 2. Usando 


d 
2F = — (mv, 
d (mvo) 
obtuvimos 
157 t2 l vete.) 
EF - vc dt =m | Ve * Ve dt = > mv? (5.22) 
"i t 2 vet) i ` 


Este principio establece que el trabajo hecho por la fuerza externa resultante, consideran- 


do que actúa en eł centro de masa, es igual al cambio en la parte traslacional de la energía 
cinética: i 


E «ve di = AT, ' (5.23) 
La, integral de la Ec. (5.6) es 
a dT : : 
EF +» vdt + | EM¿: wk dt = q e = AT = AT, + AT, (5.24) 


Restando (5.23) de (5.24) obtenemos otro resultado más: 


[zme - wkdt = AT, = a(z ra?) 


ENS 
JEF. vid + fEMadd = OR + al lea!) , 


E le i J ad 
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o bien 


f EMc d0 = AT, (5.25) 


Este segundo subprincipio establece que el trabajo efectuado por los momentos externos 
(respecto a C) sobre el cuerpo, al girar éste en el marco inercial, es igual al cambio en la parte 
rotacional de la energía cinética. Podemos usar el Principio “total” W = AT o alguna de 
sus dos ‘‘subpartes” (ver el diagrama anterior). i 


p empo 5.9 


Como ilustración de los dos subcasos del Principio del Trabajo yla 
Energía Cinética se considerá el cilindro de masa /” girando hacia abajo 
en el plano inclinado mostrado en el diagrama. Si el cilindro se libera 
dede el reposo, encontrar la velocidad vc de su centro de masa en 
función de la distancia xç recorrida por C. 


Solución 


Vemos en el diagrama de cuerpo libre que las fuerzas normal y de 
fricción no trabajan porque al rodar el cilindro sobre el plano, siem- 
pre actúan sobre un punto en reposo. Esto es, 


[omar =o y [ent =o 


Aplicando el principio W = AT, vemos que sólo realiza trabajo la 
componente de la fuerza de gravedad W que actúa paralela al plano:. 


idas edit tt 
(mg sen fi) + vcî dt = 7 mv + zee (1) 


Puesto que W siempre actúa sobre el mismo punto (C) de € y como 
dxç/dt = vc = Ro, 


L ay EN E j 
mgsen pidr =F Hive + q PR FE (2) 


La velocidad del centro de masa es por lo tanto 


Ve = Vel = pam ker A E] 
l 


y 
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Ahora, si aplicamos la Ec. (5.23): , 
1 . 
fe * ve dt = a(z mv) (4 
En este problema la fuerza resultante que actúa sobre C es | kl 
EF = W + f+ N = mg(senfí + cos fj) — fi—Nj 


y la Ec. (4) queda expresada como 
1 
mesenpáro— | feat = mu (5) J 


Vemos que, como era de esperar, la fuerza de fricción (aunque | 
no efectúa un trabajo neto) retarda el movimiento del centro de 


masa C y hace girar el cilindro, como puede verse a partir del otro 
subcaso de W = AT: 


À ; 
fano-o dt = Az Lew? l l6) | 
— ama 

Me d0 
Je, l 
Ridh = 7 MR w : 7) 
y 
d(RO) i/i a\ra 
, [A de [rea = (emo) (8) 


La suma de las Ecs. (5) y (8) da en efecto la Ec. (2): la ecuación del 
trabajo total W = AT. 


Energía potencial, fuerzas conservativas y conservación 
de la energía mecánica total 


En la Sección 2.3 introdujimos el concepto de energía potencial y potencial. Cuando el traba- 
jo efectuado por una fuerza sobre un cuerpo es independiente de la trayectoria seguida por 
éste al moverse de una configuración a otra, se dice que la fuerza es conservativa y el traba- 
jo es expresable como el decremento en una función escalar € (potencial o de energía poten- 
cial). Así cuando un cuerpo se mueve de una configuración en el tiempo f, a una segunda 
configuración en el tiempo t,, el trabajo efectuado por una fuerza externa conservativa es 


W = plt;) — plt,) 
o simplemente 
W= q, — Pz 


Si todas las fuerzas externas que realizan trabajo sobre un cuerpo rígido son conservativas 
y ( es ahora la suma de los potenciales de esas fuerzas, la Ec. (5.15) da 


A=0.=W=AT=T,-—T, 
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O bien 
T+0=T +9 
O bien 


T + q = constante 


que expresa la conservación de la energía mecánica total, es decir, la suma de las energías 
q as . 1 k 
cinética y potencial. 


En el Capítulo 2 y en partes anteriores a esta sección podemos fácilmente identificar dos 


fuerzas conservativas comunes: (1) la fuerza constante que actúa siempre sobre el mismo pun- . 


to material de un cuerpo y (2) la fuerza ejercida sobre un cuerpo por un resorte lineal unido 
en un extremo al cuerpo y en el otro a un punto fijo en el marco inercial de referencia. 

En el caso de la fuerza constante un potencial es (q = —F + r, en donde r es un vector 
de posición para el punto de aplicación. Cuando la fuerza es la ejercida por la gravedad (peso) 
sobre un tuerpo cerca de la superficie de la Tierra, 


p = mgh 


en donde h es la altura del centro de masa del cuerpo. 
Para el resorte lineal recordemos que p = (k/2) 5?, en que k es el módulo del resorte 
`y esel alargamiento. Es importante observar que cuando un resorte está unido a (o fijado) 
entre dos cuerpos en movimiento (respecto al marco inercial , entonces (k/2) 8? es un po- 
tencial para las dos fuerzas en el resorte tomadas en conjunto (Ec. 5.19); o sea que aunque 
ninguna de las fuerzas que actúan en los cuerpos es conservativa en sí, el trabajo neto realiza- 
do sobre los dos cuerpos por las dos fuerzas, es expresable como un decremento en el poten- 
cial, = (k/2) Ó?. Esto es de utilidad en el análisis de problemas en los que se tienen dos 
o más cuerpos interactuantes. Ya hemos indicado antes en esta sección que el trabajo de las 
fuerzas externas sobre un sistema de cuerpos rígidos no es, en general, igual al cambio en energía 
cinética del sistema; esto se debe a que puede haber trabajo neto realizado sobre los cuerpos 
rígidos por las fuerzas iguales y opuestas de interacción. Supongamos que el sistema está for- 
mado por dos cuerpos unidos por un resorte, y que las fuerzas en el resorte son las únicas 
fuerzas internas que efectúan trabajo neto sobre el sistema. Podemos entonces escribir W = AT 
para cada cuerpo rígido. Al sumar esas ecuaciones resulta: 


(Trabajo de las fuerzas externas al sistema) + (Trabajo de las dos fuerzas en el resorte) 


= (Cambio en la energía cinética del sistema) 


Si las fuerzas externas al sistema que efectúan trabajo son conservativas, podemos sumar 
las energías potenciales asociadas a ellas con las de la pareja de fuerzas que actúan en el resor- 
te y concluir que 


T + Q = constante. , 
Lo anterior significa que en este caso la energía mecánica total del sistema se conserva. 
Un ejemplo de fuerza no conservativa es la fricción por resbalamiento. No se puede en- 
contrar un potencial para la fricción ya que el trabajo (negativo) que ésta realiza depende de 
la trayectoria seguida por el cuerpo sobre el cual actúa. En este caso debe usarse W = A Es 
expresión más general que el Principio de Conservación de la Energía Mecánica. 
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Ejemplo 5.10 A 


Demuestre que la misma ecuación para el módulo del resorte en el 
Ejemplo 5.7 se obtiene usando el Principio de la Conservación de la 
Energía Mecánica. (Vea el diagrama.) 


(Barra esbelta 
uniforme de longi- 
tud / = 0.6 m y 
masa = 35 kg) 


8 (Cilmdro fijo: marco inercial 
para el problema) 


Solución 


Los potenciales para la gravedad y el resorte son 


e kò? 
P, = +M,8Zc, + MaEZe, Pres = zZ 
Entonces si medimos zç desde O se tiene Ii 


+80(9.81)[+-0.6) + 35(9.81)/+0.3) — p,, = —mg(0] 


» Pri = 
. = +471 + 103 
= +574] ' =0 


Para el resorte, usando ¡ y f para las configuraciones inicial y final, 


se tendrá 
-k/0.22)? k(0.38)? - 
Presi: = -= = 0.0242k ] Pres, = DA = 0.0722k ] 


Sumando los potenciales (p = p, + Pspr) obtenemos 


Pı = 574 + 0.0242k] ` p, = 0 + 0.0722k] 
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Por tanto 
at= +T; 
574 + 0.0242k + 4.71 = 0.0722k + 0 
o, reordenando, 


574 — 0.0480k = —4.71 


= Problemas/Sección 5.2 


SA Encuentre la energía cinética del sistema de cuerpos 
Bi, Bi y BB, enel instante en que la rapidez de 45, es de 
4 pie/s (Fig.P5.1) 


8,(32.2 lb, ke = 1 ft) 


[A] 8,(82.2 1b) 


B,(96.6 1b) 
Figura P5.1 


5.2 Vea la Fig. P5.2.(a) Explique por qué la fuerza de 
fricción f no trabaja sobre el cilindro rodante 4 siel pla- 
no 3 es el plano de referencia. (b) Sin embargo si J es 
la superficie superior de un bloque móvil (en líneas puntea- 
das) y el marco de referencia es ahora el suelo G, ¿traba- 
ja dí sobre f ¿Por qué o por qué no? 


Figura P5.2 


5.3 Al aplicar la fuerza F de 10 N a la cuerda en la Fig. 5.3, 
el cilindro comienza a rodar hacia la derecha. Cuando C se 
ha desplazado 5 m, ¿cuánto trabajo ha realizado F? 


Las energías cinéticas son T, = 4.34 + 0.365 = 4.71 J y T,=0. 


Esta es la misma ecuación final que obtuvimos de W = AT en el 
Ejemplo 5.7 


Figura P5.3 
5.4 El tronco suspendido en la Fig. P5.4 se usa como arie- 
te. ¿De qué ángulo 0 soltarse desde el reposo al tronco 


para que folpee la puerta en Y = 0 con una velocidad de 
25 pie/s? 


Figura P5.4 


5.5 La barra de 20 kg en la Fig. P5.5 tiene una velocidad: 
angular de 3 rad/s horaria en la configuración horizontal 
mostrada. En esa posición la fuerza de tensión en el resorte 
es de 30 N. Después de girar 90° en sentido horario, la velo- 
cidad angular se ha incrementado a 4 rad/s. Determine el 
módulo k del resorte. a 


5.6 Una esfera uniforme de SOlb (radio = 1 pie) se libera 
desde el reposo en la posición mostrada en la Fig. P5.6. Si 


3 rad/s | 0.7 m: 


Figura P5.5 


la esfera rueda (sin resbalar), encuentre su máxima rapidez 
angular. . 


6 pie 
Figura P5.6 di 


5.7 La rueda desbalanceada con radio de' 2 pie y peso 
de 64.4 lb mostrada en la Fig. P5.7, tiene un momento de 
inercia respecto a su centro de masa de 6 slug » pie?. En la 
posición 1, con C encima de O, la rueda tiene una velocidad 
angular horaria de 2 rad/s. La rueda pasa luego a la posi- 
ción 2, donde OC está en posición horizontal. Determine la 
velocidad angular de la rueda en la posición 2. 


w = 2 rad/s 


Figura P5.7 


5.8 Calcule el módulo del resorte que permitirá a la barra 
de 2 kg en la Fig. P5.8 llega a la posición . 9 = 90° con 
velocidad angular nula, si pasó por la vertical (donde el 
resorte tenía un alargamiento de 0.05 m), a 2 rad/s. Ə 


5.9 La barra 43, está articulada sin fricción en el soporte 
A así como en el punto 4, al cuerpo B (Fig. P5.9). El 
extremo D resbala sobre una superficie lisa horizontal. Si D 
parte del reposo en @ = Oo , determine las velocidades 
angulares de las barras justo antes de que ambas alcancen 
la posición horizontal. 


5.10 El auto prehistórico mostrado en el Fig. P5.10 es im- 
pulsado por la piedra descendente m conectada a la rueda 
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Masa m NS 
de cada z 
aj G barra 


Figura P5.9 


principal (cilindro de masa M) por una liana, como se mues- 
tra. Si los pesos del mareo, polea y rueda frontal son peque- 
ños comparados con Mg, encuentre la velocidad Ve del carro 
en función de y, si no hay resbalamiento y el movimiento 
empieza desde el reposo con y = O en t = O. Suponga 
que m se mueve sólo verticalmente con respecto al mareo 
del carro. ` 


Figura P5.10 


5.11 Un,carruaje con peso de 4000 lb tienè cuatro ruedas 
en forma de discos sólidos que ruedan sobre la superficie in- 
clinada (Fig. P5.11). Cada rueda pesa 322 lb y tiene 3 pie 


Figura P5.11 
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de diámetro. El carruaje tiene una velocidad de 5 pie/s en 
la posición mostrada. Determine el módulo del resorte si el 
carruaje se detiene al comprimirse el resorte 6 plg. 


5.12 Dos barras delgadas OA y AB están soldadas entre sí 
para formar un cuerpo rígido (Fig. P5.12). Tal cuerpo está 
articulado al techo en O y se suelta desde el reposo en la po- 
sición dada con el resorte sin estirar. Encuentre la velocidad 
angular del cuerpo cuando OA pasa por primera vez por la 
posición vertical. 


N 
k = £ 300, 
Figura P5.12 


Los siguientes cinco problemas deben resolverse consecuti- 
vamente. 

, 
5.13 Un cilindro con masa de 6 kg tiene aplicada una fuer- 
za de 20 N, como se muestra en la Fig. P5.13. Encuentre la 
velocidad angular del cilindro cuando ha rodado un ángulo 
de 90° partiendo desde el reposo. 


Figura P5.13 | 


5.14 Repita el Problema 5.13 si se corta una ranura en el 
cilindro y se enrolla una cuerda alrededor de la misma, con 
la fuerza de 20 N aplicada ahora al extremo de la cuerda, 
como se muestra en la Fig. P5.14. Desprecie el efecto de la 
ranura delgada en el momento de inerċia del cilindro. 


Figura P5,14 


5.15 Suponga que en el Problema 5.14 se quita parte 
del material del cilindro desplazando el centro de masa C del 
centro geométrico Q, como se muestra en la Fig. P5.15. La 
remoción reduce la masa a 5.5 kg y el radio de giro con res- 
pecto al eje por C normal al plano de la figura, al valor k, 
= 0,286 m. Repita el problema. 


Figura P5.15 


5.16 A los datos del Problema 5.15 se agrega un par cons- 
tante antihorario de 2 N - m, que actúa como muestra la 
Fig. P5.16. Repita el problema. 


Figura P5.16 


5.17 A los datos del Problema 5.16 se agrega un resorte uni- 
do a una cuerda enrollada alrededor de una segunda ra- 
nura, cerca del borde del cilindro como se muestra en la 
Fig. P5.17. El resorte tiene un módulo de 6 N/m y está ini- 
cialmente estirado 0.2 m. Repita el problema. 


Figura P5.17 


5.18 El cilindro de 5 lb en la Fig. P5.18 rueda sobre el pla- 
no inclinado. Si la velocidad de su centro de masa C es de 
5 pie/s en la posición de partida, encuentre vç en la posi- 
ción inferior. 


5.19 El resorte en la Fig. P5.19 tiene una longitud no esti- 
rada de 0.8 m y un módulo de 60 N/m. La rueda de 20 kg 


i 10 ft = 
k = 2 lb/pie 
<Ò 


Longitud sin estirar 
= 4&4 pie 2 plg. 


12 ft 
Figura P5.18 


se suelta desde el reposo en la posición superior. Encuentre 
su velocidad angular cuando pasa por la posición inferior 
punteada si su radio de giro kç es de 0,2 m. 


Figura P5.19 . 


5.20 La barra & en la Fig. P5.20 se encuentra inicialmen- 
te en reposo en la posición vertical y en ese instante el resorte 
no se encuentra estirado, La pared y el piso son lisos. Al punto 
B se le da un pequeño desplazamiento hacia la derecha des- 
viándose un pequeño ángulo AO. 


a. Dibuje un diagrama de cuerpo libre de la barra ligera- 
mente desplazada y úselo para demostrar que la barra 
comenzará a resbalar si k < mg/2 í. 

b. Encuentre la velocidad angular de £? como función 
de O para tal resorte. 


8 (masa m; longitud /) 


Barra rígida 


A Módulo k 


10 kg (each) 


Figura P5.20 Figura P5.21 


P 


j 
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5.21 Encuentre el módulo k del resorte que ocasionará que 
el sistema se detenga momentáneamente en () = 0 después 
de soltarse del reposo en () = 50° si: (a) el alargamiento ini- 
cial ò; en el resorte es cero; (b) el alargamiento inicial es 
de 0.2 m (Fig. P5,21). Sugerencia: Use la simetría. 


5.22 La rueda en la Fig. P5.22 tiene una masa de 5 slug y 
un radio de giro respecto al eje z que pasa por C, de 0.7 pie. 
El resorte tiene un módulo de 20 Ib/pie y una longitud natu- 
ral de 4 pie. La rueda se libera desde el reposo y rueda sin 
resbalar sobre el plano inclinado. Encuentre cuánto se des- 
plazará el centro de masa C. 


5.23 La rueda en la Fig. P5.23 pesa 200 N y tiene un radio 
de giro de 0.3 m respecto al eje z¿. Se suelta desde el repo- 
so con el resorte estirado 4 m., Si no hay resbalamiento, en- 
cuentre cuánto se desplaza el centro C del cilindro 


a. hacia arriba, y 
b. hacia abajo en el movimiento que se establece. 


Figura P5.22 4 


Figura P5.23 
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5.24 Demuestre que si el cuerpo rodante en el Ejemplo 5.8 
es una esfera en vez de un cilindro, resbalará según el ángu- 
lo 0, que satisface la ecuación 


2: sen O, 
n= 17 cos 0, — 10 
5.25 Use W = AT en el Problema 4.97 (b) para encon- 


trar la velocidad de C cuando se ha desplazado 3 m hacia 
abajo en el plano. 


* 5.26 En el Problema 4.138 use el Principio del Trabajo y 
la Energía para obtener un límite superior para la rapidez 
angular de la barra en su movimiento subsecuente al corte 
de la cuerda de la derecha. 


5.27 Un disco delgado de masa 7n y radio a está articulado 
sin fricción en A a una barra delgada de masa m/2 y longi- 
tud 3a (Fig. P5.27). La barra está articulada en B. Si el cuerpo 
se mantiene en equilibrio en la configuración mostrada y lue- 
go se suelta, encuentre la velocidad del punto A cuando el 
sistema pasa por la vertical. 


Figura P5.2 


5.28 Repita el problema anterior si la articulación en A se 
reemplaza' por soldadura. 


5.29 La rueda de 10 lb mostrada en la Fig. P5.29 está unida 
en su centro a un resorte de módulo igual a 20 lb/plg. El 
radio de giro de la rueda respecto al centro es de 2.5 plg 


Figura P5.29 


*Los asteriscos señalan a los problemas más difíciles. 


a las 


La rueda parte del reposo y tiene rodamiento con el resorte 
estirado 1 plg. Encuentre: (a) la magnitud máxima de la fuerza 
en el resorte; (b) la rapidez máxima del centro de la rueda 
durante el movimiento que se establece. 


5.30 Con los datos del Problema 4.120 use W = AT para 
encontrar la rapidez X¿ de la placa en función de la distan- 
cia xç que ha recorrido hacia la derecha. Use el resultado 

= xt) para verificar su respuesta; derive y elimine £ 
para producir el mismo .resultado že = XAxo. * 


5.31 La Fig. P5.31 muestra una puerta de incendio en el 
techo de un edificio. La puerta 45, de 4 pie de ancho, 6 pie 
de longitud y 4 plg de espesor, es de madera (30 lb/pie3) y 
puede girar alrededor de un pasador sin fricción en O. Un 
brazo 43, en voladizo, de peso despreciable, está unido rígi- 
damente a la puerta y soporta un peso de 150 lb en su extre- 
mo libre. Durante un incendio el eslabón 43, se derrite y la 
puerta se abre girando 45°. Calcule la velocidad angular de 
la puerta justamente antes de que el peso de 150 lb golpee 


. al techo: (a) sin nieve en el techo; (b) con nieve (l lb/pie?) 


sobre el techo. 


W = 150 lb 


Figura P5.31 


5.32 El bloque 45, en la Fig. P5.32 se mueve hacia abajo a 
5 pie/s en el instante en que el resorte está comprimido 6 plg. 
El coeficiente de fricción entre el bloque 43, y el plano es 0.2 
y el radio del cilindro Æ es de 0.5 pie. Los pesos de Bb, 
y 4s,son 161, 193 y 322 lb respectivamente. 


a. Encuentre la distancia que 4%, cae desde su posición 
inicial antes de que su velocidad sea nula. 

b. Determine si el cuerpo 43, comenzará o no a moverse 
de regreso hacia arriba. 


k = 80 lb/pie 83 


Figura P5.32 


5.33 El sistema en la Fig. P5.33 consiste de un cilindro B 
(100 kg) y de una placa 45, triangular equilátera (20 kg); ambos 
están articulados en el centro de masa C, del cilindro. Los 
otros dos vértices de la placa están conectados a resortes; el 
izquierdo (S,) permanece vertical en la ranura. (El resorte 
Syse muestra sólo en su posición inicial). Los alargamien- 
tos iniciales de los dos resortes (en la posición mostrada) son 


0.2 m para S, y 0.04 m para S}. Los módulos son 40 N/m . 


para S, y 10 N/m para S). Si el sistema se suelta desde el 
reposo en la posición dada, encuentre la velocidad de C, 
cuando el vértice B alcanza su punto más bajo en la ranura. 
Considere que hay suficiente fricción para impedir que 43, res- 
bale sobre el plano. El momento de inercia de una placa 
triangular equilátera de lado S respecto al eje zç es ms?/12. 


8, (100 kg) 


Figura P5.33 


5.34 El centro de masa C de una rueda de 2 kg en roda- 
miento y de radio R = 15 cm, está localizado a 5 cm de su 
centro geométrico Q (Fig. P5.34). El resorte está unido a C 
y no se muestra en la posición 2; su longitud natural es de 
0.3 m y su módulo de 3 N/m. El radio de giro es kç = 0.09 

` m. Encuentre la rapidez angular en la posición 2 (un cuarto 
de vuelta desde la posición 1). 


w, = 10 rad/s 
A 


h—os m—>| 


Figura P5.34 


* 5.35 Las tres barras mostradas en la Fig. P5. 35 están articu- 
ladas entre sí con vértice también articulado al suelo. La lon- 
gitud de la barra £ es 2b = 0.4 m y la densidad del material 
de todas las barras es de 7850 kg/m?. Sus áreas de sección 
transversal son de 0.002 m?! Encuentre la velocidad angu- 
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lar del cuerpo combinado cuando ha girado 90° desde el re- 
poso si: (a) H = 2b; (b) H = V3 b; (c) H = b. 


Figura P5.35 


5.36 El centro de masa de una placa triangular uniforme 
está a dos tercios de la distancia desde cualquier vértice al 
lado opuesto: El momento de inercia de una placa trian- 
gular equilátera es ms?/12 con respecto al eje zç. Para la 


placa mostrada en la Fig. P5.36, con masa de 30 kg y lado A 


igual a 2 m, encuentre su velocidad angular cuando alcanza 
la posición punteada, en donde C está abajo de O. El resor- 
te tiene longitud natural de 0.5 m y módulo de 20 N/m; la 
placa se suelta desde el reposo. 


Figura P5. 36 ` 


5.37 La barra en la Fig. P5.37 pesa igual (W) que el aro 
al que se encuentra soldada. El cuerpo combinado se suelta 
del reposo sobre el plano inclinado en la posicién mostrada. 
Si. no hay resbalamiento, determine la velocidad de Q des- 
pués de una revolución del aro. 


Figura P5.37 


5.38 Los cilindros /3, y /5,en la Fig. P5.38 se sueltan desde 
el reposo y giran sin resbalar en el punto de contacto. Una 
cuerda está enrollada alrededor de un cubo en cada cilindro; 
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los cubos tienen efecto despreciable en el momento de inercia. 
Hay fricción suficiente para impedir que la cuerda resbale 
sobre la polea. Encuentre la velocidad del centro de masa de 
la polea /%, después de que el cuerpo Æ, ha descendido 10 pie. 


Figura P5.38 


5.39 Un cilindro de 5 lb es levantado del reposo por una 
fuerza P = 20 lb (Fig. P5.39). Encuentre el módulo del re- 
sorte que hará que el cilindrb se detenga después de que su 
centro se ha levantado 2 pie. ¿Volverá a bajar? El resorte 
está inicialmente sin alargamiento. 


Figura P5.41 


k = 200 N/m 


Figura P5.40 


Inicialmente no estirado 


Figura P5.42 


5.40 El cuerpo ds, en la Fig. P5.40 rueda hacia la derecha 
a lo largo del plano y tiene un radio de giro con respecto a 
su eje de simetría de Kc = 0.5 m. El correspondiente radio 
de giro de 8, es de 0.12 m. El resorte está estirado 0.6 m en 
el instante en que w= 5 p rad/s. Encuentre w, después de 
que C se ha desplazado 1 m a la derecha. (Cy es un par apli- 
cado externamente a B.) 


5.41 El cilindro y el bloque pesan cada uno 100 lb, Están 
conectados por una cuerda y se sueltan desde el reposo sobre 
el plano inclinado, como se muestra en la Fig. P5.41. El 
resorte, conectado al centro C del cilindro, está inicialmente 
alargado 6 plg. Encuentre la velocidad del bloque en el ins- 
tante en que el resórte adquiere su longitud natural; hay su- 


ficiente fricción entre el plano y el cilindro para impedir que 
este resbale. 


5.42 La rueda ¿B, de 20 lb en la Fig. P5.42 tiene un radio 
de giro de 4 plg con respecto al eje Zc- Un cable enróllado 
alrededor de su radio interior pasa bajo y sobre dos peque- 
ñas poleas y se une al bloque Æ, de 50 lb. El resorte tiene un 
módulo de 3 Ib/pie y está obligado a permanecer horizon- 
tal. Hay suficiente fricción para impedir que 43, resbale 
sobre el plano. (a) Si el sistema se suelta desde el reposo, en- 
cuentre la rapidez angular de d3, después que el bloque des- 
ciende 1 pie. (b) ¿Sería diferente la respuesta si el bloque 42, se 
reemplaza por un mecanismo que mantiene la fuerza en el 
cable constante a 50 lb? ¿Por qué sí o por qué no?. 


Co = 150 Nem 


48, (30 kg) 


8, (10 kg) 


* 5.43 Labarra 4, y el disco ¿%, en la Fig. P5.43 tienen pesos 


de W, = 5 lb y de W, = 6 lb. La longitud de la barra 
es de 8 plg, el radio del disco es de 4 plg, la excentricidad 
del centro de masa del disco es de 2 plg desde O y el radio 
de giro de la masa de Æ, con respecto al eje zç es de 3 plg. 
Se desea conectar un resorte entre el punto O y un punto 
fijo de manera que el disco y la barra se detengan (en la po- 
sición punteada) después de que Æ; gire 90% en sentido ho- 
rario a partir del reposo. El resorte tiene un módulo de 25.5 
lb/pie y una longitud natural de 4 plg; inicialmente el resor- 
te debe colocarse sin alargamiento. Encuentre el alargamiento 
final del resorte y con este resultado determine donde conectar 
el extremo fijo de él. (Hay dos puntos posibles.) - 


Figura P5.43 


«5.44 Los cuerpos en la Fig. P5.44 tienen masas m, = 0.3 
slug, m, = 0.5 slug y m3 despreciable. Un resorte se conec- 
ta en A y está estirado 25 plg en la posición punteada cuan- 
do todo está en reposo. Encuentre el módulo del resorte si 
0, = 2 Ð rad/s cuando 43, está en posición horizontal. 


deslizamiento 


Figura P5.44 


5.45 Una barra vertical se encuentra descansando en equi- 
librio inestable cuando empieza a desplomarse (Fig. P5.45). 
El extremo A resbala a lo largo de un piso liso. Encuentre 
la velocidad del centro de masa C en función de L, g y su 
altura H sobre el piso. 
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Figura P5.45 


Figura P5.46 
Polea ligera 


Cuerda 


Figura P5.48 


5.46 La polea 43, pesa 100 lb y tiene un radio de giro cen- 
troidal kc = 7 plg (Fig. P5.46). El disco de la polea dE, pe- 
sa 20 lb. Encuentre la velocidad del peso 4% (50 Ib) después 
de haber descendido 2 pies desde el reposo. (Suponga que 
la cuerda no resbala sobre las poleas.) 7 


5.47 En el Problema 4.115 determine la velocidad de la es- 
quina B del medio cilindro cuando el diámetro AB está en 
posición horizontal por primera vez. 


5.48 El cuerpo Æ se traslada en la ranura sin fricción 
(Fig. P5.48). El disco 4%, (radio R) esta articulado al bloque 
d en sus centro de masa común en G. El cuerpo 45, y el 
cuerpo Æ, tienen masa, cada uno, de mm; el cuerpo dy tiene 
masa 2 m. El sistema se suelta desde el reposo a una distan- 
cia D sobre el piso. Encuentre: (a) la aceleración inicial de BB, 
y G; (b) la velocidad de 2# cuando éste golpea al piso; úsese 
W= AT. 
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5.49 La barra B, delgada y uniforme pesa 10 lb (Fig. P5.49). 
La rueda de 15 lb es un disco circular.. La superficie horizon- 
tal tiene fricción suficiente para impedir el resbalamiento, El 
resorte en la posición indicada no tiene alargamiento. La 
barra Æ, se suelta desde el reposo y el bloque ligero 43, res- 
bala en la ranura lisa. Despreciando la fricción en los pasa- 
dores, determine: (a) la velocidad angular de la barra cuando 
A golpea el resorte con B, en posición horizontal; (b) la de- 
formación máxima del resorte, (El módulo k del resorte es 
de 10 Ib/plg.) 


Figura P5.49 


5.50 Las masas de cuatro cuerpos se muestran en la Fig. P5.50. 
El radio de giro de la rueda ds, con respecto a su eje es 
kc = 0.4 m. Inicialmente hay 0.6 m de relajamiento en la 
cuerda entre 43, y el resorte lineal. (Módulo k = 1000 N/m, 
y el resorte está inicialmente sin alargamiento). Determine 
cuánto descenderá el cuerpo Ba. 


+ = 1000 N/m 
z I 
Figura P5.50 


5.51 El cilindro 4 en la Fig. P5.51 se está desplaza hacia 
arriba sobre el plano con Yc = 0.3 m/s en el instante en que 
el resorte tiene un alargamiento de 0.2 m. Si 2no resba- 
la en ningún momento, determine cuánto se desplazará hacia 
abajo el punto C en el movimiento subsecuente. Nofa: el re- 
sorte conectado a la cuerda no puede trabajar en compresión. 
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Figura P5.51 


5.52 Resuelva el Problema 4.78 para evaluar vc como fun- 
ción de xç usando W = AT, 


5.53 En el Problema 4.60 encuentre la velocidad angular 
de la barra cuando () = 90°. 


5.54 Resuelva el Problema 4.75 (a) con W = AT. 


5.55  Resuelva el Problema 4.120 (b) para ve como función 
de xç usando W = AT. - 


*5.56 Resuelva el Problema 4.72 con ayuda de W = AT. 
Ignore la sugerencia. 


5.57 El radio de giro de la rueda y el cubo 7 en la Fig. P5.57 
con respecto a su eje de simetría es kc = 2.5 m. Los resor- 
tes están sin alargar en una posición inicial de reposo, cuan- 
do se aplica la fuerza de 50 N. 


a. Encuentre cuánto se desplaza hacia la derecha el centro 
de masa en el movimiento que se establece, suponien- 
do suficiente fricción para impedir el resbalámiento. 

b. Cuando 4% se detiene instantáneamente en su punto 
más a la derecha, ¿qué incremento se requiere en la 
fuerza de 50 N y qué coeficiente mínimo de fricción 
es necesario para mantenerlo ahi? 


k, = 100 N/m 


Masa = 30 k 
Pz B 


Cuerdas 
enrolladas 


k, = 100 N/m/ 


Figura P5.57 


5.58 La barra delgada no uniforme en la Fig. P5.58 (masa 
m y kc = L/2) está sostenida por dos alambres inextensi- 
bles. Si la barra se suelta desde el reposo en 0 = 0, encuen- 
tre la tensión en cada alambre en función de 0. 


5.59 El sistema representado en la Fig. P5.59 se suelta 
desde el reposo con un alargamiento inicial en el resorte de 
2 pie. Hay suficiente fricción para impedir el resbalamien- 
to en iodo instante. Determine si 45, dejará la superficie ho- 


Figura P5.58 


Figura P5.59 


rizontal durante el movimiento subsecuente. Note que la 
cuerda se afloja si el alargamiento en el resorte tiende a vol- 
verse negativo. 


5.60 El sistema se suelta desde el reposo en la posición mos- 
trada en la Fig. P5.60. La fuerza P es constante e igual a 
60 lb y la cuerda está enrollada alrededor del radio interior 
de 43, . Note que el centro de masa de B está en C. Encuentre 
la fuerza normal ejercida sobre 4%, por el plano (después de 
usar W = AT para obtener (0) en el instante en que Bha 


+ girado 90° Ə . El resorte se encuentra inicialmente sin alarga- 


miento y hay suficiente fricción para impedir el resbalamiento. 


64.4 lb; ke = 4 plg 


Figura P5.60 


5.61 Los dos eslabones idénticos 2, y #,en la Fig. P5.61, 
cada uno de masa m y longitud £, están articulados entre 
sien A, y Æ está articulado al suelo en B. El extremo Cde B 
resbala en la ranura vertical. La fricción es despreciable y 
el sistema se suelta desde el reposo. Encuentre la velocidad 
del punto C justamente antes de que el punto A alcance su 
punto más bajo. 
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-Figura P5.61 


5.62 El cuerpo de masa 2 m en la Fig. P5.62 está compues- 
to de dos barras idénticas delgadas uniformes soldadas 
entre sí. Si se desprecia la fricción en la articulación O y el 
cuerpo se libera desde el reposo en la posición mostrada, 
encuentre la magnitud de la fuerza ejercida sobre la barra 
por el'apoyo cuando el cuerpo ha girado 90%, - 


Figura P5.62 


¿—. 


5.63 La cuerda conecta el cilindro ranurado 4, al cilindro 
d, como'se muestra en la Fig. P5.63. Suponga que ningún 
cuerpo resbala después de liberar al sistema del reposo. El 
resorte está inicialmente libre de alargamiento y es rígido y 
guiado, de modo que puede tomar compresiones. Encuen- 
tre la velocidad angular de 4%, después de que su centro C se 
ha desplazado 1 m. 


20 cm 200 N 


Cuerda 


Figura P5.63 
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5.64 La barra homogénea d, de 12 pie y 32.2 lb de peso mos- 
trada en la Fig. P5.64 tiene libertad para moverse sobre las 
guías horizontal y vertical como se muestra. El módulo del 
resorte es de 8 Ib/pie y éste se encuentra sin alargamiento 
en la posición mostrada. La barra 2 se libera del reposo en 

( = n /2 moviéndola ligeramente para que empiece a mo- 
verse. (a) Determine la velocidad angular de la barra cuando 
alcance la posición horizontal, (b) ¿Cuál es la aceleración 
angular de la barra en esta posición (0 = 0)? 


Figura P5.64 


5.65 La rueda de 50 Kg en la Fig. P5.65 debe considerarse 
como un cilindro de radio R = 0.2 m. Si se encuentra ro- 
dando hacia la izquierda con vc = 0.07 m/s en un instante 
inicial en que el resorte no tiene alargamiento, encuentre: 
(a) la distancia recorrida por C antes de que Ve sea instan- 

* táneamente cero, (b) el coeficiente mínimo de fricción que 
impida el resbalamiento. 


Su k = 12N/m 


Figura P5.65 


5.66 El cilindro en la Fig. P5.66 rueda con % = 2 5 rad/s 


*. en la posición inicial () cuando el resorte no tiene alarga- 


miento. Los otros datos son: 


m = 2 slug 

r= Y pie 

k = 3 lb/pie 

H= 0.2 

/,= longitud natural del resorte = 9 pie 


Encuentre la posición final de C(xc) en la que el cilindro se 
detiene (por un instante) o bien comienza a resbalar; ¿qué 
ocurre primero? Sugerencia: Suponga un caso y revise el otro. 
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Figura P5.66 


5.67 La barra esbelta uniforme en la Fig. P5.67 (masa = 5 
slug, longitud = 10 pies) se libera desde el reposo en la posi- 
ción mostrada. Despreciando la fricción, encuentre la fuer- 
za que el piso ejerce sobre el extremo inferior de la barra 
cuando el extremo superior está a 6 pie arriba del suelo. Su- 
gerencia: Use primero un diagrama de cuerpo libre y las ecua- 


ciones de movimiento Para deducir la trayectoria del centro 
de masa. 1 : 


5.68 En la Fig. P5.68 los extremos de la barra están obli- 
gados a moverse en las ranuras vertical y horizontal sobre 
rodillos lisos como se muestra. La barra, originalmente ver- 
tical, es empujada ligeramente en su extremo inferior para 
iniciar el movimiento. Encuentre las reacciones sobre la 


barra en A y B justamente antes de que se encuentre en po- 
sición horizontal. 


5.69 Una barra delgada uniforme de peso W está articulada 
sin fricción a un soporte fijo en 4 y descansa sobre un blo- 
que en B (Fig. P5.69). El bloque se retira súbitamente. En- 
cuentre: (a) la aceleración angular inicia] y las componentes 
de reacción en A; (b) las componentes de reacción en A 
cuando la barra alcanza la posición horizontal. 


Figura P5.67 


Figura P5.69 


5.70 Dos barras en forma de arcos de 90% están articuladas . 
eñ P y se sueltan desde el reposo en la posición DRN 
(Fig. P5.70) sobre un plano liso. Encuentre las velocidades 
angulares de las barras cuando sus centros de masa pasan 
por sus puntos más bajos. Sugerencia: Por simetría el punto 
P siempre tiene sólo componente vertical de velocidad; esto 
implica que ningha barra realiza trabajo sobre la otra, por- 
que (también por simetría) la fuerza entre los elementos 
tiene sólo componente horizontal normal a la velocidad de 
P. Más generalmente, en tanto que el pasador sea liso, el tra- 
bajo efectuado entre sí por dos cuerpos articulados en mo- 
vimiento será uno negativo del otro, pues las velocidades serán 
iguales mientras que las fuerzas serán opuestas. 


Articulación lisa 


Figura P5.70 


* 5.71 Una barra delgada se coloca sobre una mesa como se 
muestra en la Fig. P5.71. Comenzará a pivotear alrededor 
del borde E, y a cierto ángulo 0, , comenzará a resbalar. 
Halle tal ángulo, que dependerá del coeficiente de fricción 

H y de k. Sugerencia: Use las tres Ecuaciones de movimien- 

to.junto con W = AT. Elimine a y œ obteniendo expre- 
siones para f y N. La ecuación f = pN permite entonces 
encontrar 0,. Resuelva la ecuación resultante para ¿1 = 0.3 
y k = 0.25. 


kL 
ia 


EC 


Figura P5.71 


1 
:200 kg 


Figura P5.72 


5.2 


+ 


2, 
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5.72 El sistema en la Fig. P5.72 consiste del cuerpo 4%, de 
12 lb, de la polea (disco) 4%, de 6 lb, de la placa 4% de 8 lb 
y del cuerpo 4, de 10 lb. El sistema se libera desde el reposo 
en la posición dada. El cuerpo 4%, cae a través de un aguje- 
ro en la ménsula, Æ, que detiene al cuerpo £. Calcule cuánto 
desciende Æ, desde su posición original. 


5.73 Verifique que W = AT satisface los resultados del 
Problema 4.154. Primero note que sólo el par de fricción efec- 
túa un trabajo neto sobre el sistema compuesto de By Ba, 
y verifique que: 

W = Won a + Wen h 


= f-o — wlw, dt + f on —w,]o, dt 


—k io, — a}? de 


= — 46.1 lb-ft 
Luego muestre que un resultado idéntico se obtiene para A'T: 


0 
AT =T,—=T,= T} + Tf — TO - TP 


5.74'El cilindro 4%, en la Fig. P5.74 está unido a un resor- 
te y se suelta desde el reposo. Suponga que hay suficiente 
fricción entre 4%, y el plano para impedir la resbaladura duran- 
te el movimiento, y que la ranura alrededor de la cual está 
enrollada la cuerda tiene un efecto despreciable en el momen- 
to de inercia del cilindro. Calcule la velocidad de B cuando 
la longitud del tramo desenrollado de cuerda está'completa- 
mente vertical (o sea cuando C tiene todavía que desplazar- 
se 0.3 m para estar directamente sobre E). Suponga también 
que el peso 43, se mueve sólo verticalmente, es decir, que la 
cuerda no empieza a oscilar. 


° k= 300 N/m 


Cue, de > $=3m 


Figura P5.74 
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5.3 Principios del impulso y la Cantidad de Movimiento 
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Ecuaciones del Impulso i 

y la Cantidad de Movimi Í 
el cuerpo rígido en movimiento plano SE oid pang 
El Principio del Trabajo y la Energia cinética es muy útil cuando 
términos de posiciones y velocidades. Cuan 


. if A 
[aav fias fasa] a AL = mw, — mv, (525) 


integr: E i 
La E > fEFar se llama impulso (o más concretamente impulso lineal) impartido al siste. 
ma por las fuerzas externas. El ector AL esel cambio en la cantidad de mo imiento (o ia 5 
f v v e- 


tu) (o más específicam nte, canti ento lineal o impetu | 

h e € ntidad de movimi i Í i i 

inital a í p! ineal) el sistema entre 
P 1 . 


gido en movimi F 4 ; 
la Ec. (5.26): lento plano necesitamos sólo las componentes x y y de 


| EF, dt = AL, = Almx¿) = MÁ, — Mic, (5.27) 
i EF, dt = AL, = Álmic) = myc, — my, l (5.28) 


Existe también un principio análogo para las cantidades Mala De la Ec. (2 42) 
EM¿ = Ho 


de modo que 


. f j l 
Í IMe dt = Í Éc dt = Í dHe = "e| = Ho — He, = AHe (5.29) 


Esta ecuación puede escribirse en una forma conveniente 


plano recordando de la Ec, (4.4) para la cantidad de mod e idos en movimiento 


ovimiento angular que: 

= Em C a? k 
He = [Loi + 15,0) + IE wk i i 
En cuerpos simétricos, para los cuales los productos de inerci 


XMck, está ecuación se expresa como 


He = Iok 


a desaparecen y Me = 
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Por consiguiente, 
[emek dt = AH¿ = Ali. wk] 
o bien 


f EMc dt = All¿¿c) = (17.00), — (1600); (5.30) 


La integral [EMe llama el impulso angular impartido al sistema por las fuerzas y pares ex- 
ternos y A(IS,œw) es el cambio en la, cantidad de movimiento angular’ (o ímpetu angular), 
considerando ambos conceptos respecto a C. , 

Hay un punto sutil pero importante relativo a la Ec. (5.30) que debemos entender aquí. 
Notemos en la Ec. (5.29) que el impulso angular es igual al cambio en el momento angular 
para cualquier cuerpo (deformable o rígido); por ello el uso de la Ec. (5.30) sólo requiere que 
el cuerpo de interés se comporte rígidamente al principio (1) y al final (1) del intervalo de 
tiempo (i; t). En esos instantes la cantidad de movimiento angular es He = 1£ wk, aunque 
esta simple expresión para Hç no se aplique entre t; y ty Un buen ejemplo es el de un patina- 
dor que recoge sus brazos para incrementar su rapidez angular, como veremos luego en el 
Ejemplo 5.14. š 

En resumen, para el cuerpo rígido en movimiento plano tenemos los siguientes dos prin- 
cipios a nuestra disposición: ` 


1. Impulso y cantidad de movimiento lineales: 


| EF dt = A(mv¿] 


de donde obtenemos: 


y 
coeficientes de i: f EF, dt = mlXc, — Xc,) . (5.31): 
. fi 
- Y 
coeficientes `de, j: l EF, dt 
t 


mlyc, — Ye.) (5.32) 


en donde las direcciones de x, y, z están fijas en el marco inercial. 


2. Impulso y cantidad de movimiento angulares: 
Y . 

i XMc- dt = IŞ, œ; — IS, 0; : (5.33) 
i . 

Si los productos de inercia no son cero, se tendrá: 


f EMc, dt = (Io), — (Lol, . (5.34) 


yz 


fem, dt = (IE o}; — (ISo); (5.35) 
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Pregunta 5.5 ¿Son los“ejes coo; 
que los de las Ecs. (5.31) y (5.32)? 


Ejemplo 5.11 


Un cilindro tiene una cuerda e 


nrollada (ver el diagrama) y se suelt 
desde el reposo. Determinar la e E 


velocidad de C en función del tiempo. 


Solución 


Escogemos la convención de signos indicada en el diagrama, ya que 
el cilindro gira en sentido horario cuando C desciende. Aplicando las 
ecuaciones de impulso y y cantidad de movimiento angulares en 
las direcciones Y y 0 (nótese que XF, = 0 implica ¥c = 0 por lo 
que xc = constante = 0) se obtiene: 


f EF, dt = mlYe, = Ye) 


(1) 


t 
{ EM¿ dt = Ilw; — w; 


0 


t 
l 
7 AS 
| ra- za wp (2) 


' 
l 
Í Tdt = zo 


o 


Notemos que S Tat es una incógnita en sí y debe tratarse como tal. 
(En este problema el uso de las ecuaciones de movimiento señalarían 
que FT = mg/3, por lo que la integral es de hecho igual a Ti; pero 


algunas veces T depende del tiempo, en cuyo caso Tft sería un valor 
incorrecto para la integral.) ` 
t 


Eliminando | Tat se obtiene 


o 


, 1 
mgt — My¿ = 3 miro, 
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rdenados asociados a las Ecs, (5.34) y (5.35) los mismos 


Cuerda 
á Masa m 


Figura 1 


Ejemplo 5.12. 


y . 


m 


(cada una 
de las 4) 
y 
y 
Ps 
eN 1 y 
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Sin embargo, c = rw, porque el cilindro rueda sobre la cuerda de 
manera que 


1 
t=(1++>2)yo 
g ( Je 


lo cual da 
. 2 
Je = 78t 


El cilindro cae con ** 3 de g” debido al efecto retardador de la fuer- 
za en la cuerda. 


El carro mostrado en la Fig. 1 tiene masa M sin considerar sus cuatro 
ruedas, cada una de las cuales es un disco con masa m72. Las ruedas 
delanteras y su eje están conectados rigidamente, y lo mismo sucede 
con las ruedas traseras. Si los ejes son lisos, calcular la velocidad de 
G (el centro de masa del carro) en función del tiempo. El sistema parte 
del reposo. Suponga que hay suficiente fricción para impedir que las 
ruedas resbalen. 


Solución 


Primero consideramos el diagrama de cuerpo libre (Fig. 2) de un par 
de ruedas (las frontales o las traseras). Cómo las ruedas frontales y 
traseras están obligadas a tener la misma velocidad angular en todo 
momento, los productos fr (al frente y atrás) deben producir los mis- 
mos valores de Ja*s; por consiguiente, la fuerza de fricción es la misma 
en las ruedas traseras que en las frontales; y como los centros de 
masa de las ruedas deben siempre tener velocidades idénticas, las fuer- 
zas que actúan hacia abajo del plano en cada par (al frente y atrás) 
deben ser iguales también. Esas resultantes son A, + mg sen $ — f, 
por lo que la reacción A, es también la misma en cada par de ruedas. 


i 

Pregunta 5.6 ¿Son A, y N también iguales para las ruedas trase- 
ras y frontales? i 
—_———_—_—__ _——— _—______— 


De acuerdo con el diagrama de cuerpo libre, podemos escribir 


las siguientes ecuaciones de impulso y cantidad de movimiento (lineal 
y angular): - 


t 
Í EF, dt = mc, — že, 


o 


f (A, + mgsenġ — f) dt = mic, oa (1) 
o 
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l t 
Í EM¿ dt = lelos — œ) = lola — 0) 
0 
(i 1 . 
Í fr dt = — mr?w (2) 
o 2 6 


Podemos también considerar un diagrama de cuerpo libre del carro 
en traslación (Fig, 3) y escribir sus ecuaciones de impulso y cantidad 


de movimiento 9lineales) en la dirección x: Mg 
t 
Í EF, dt = Ml, — ka) le > 
o bs a 
La ss 
(—2A, + Mg sen ġ} dt = MIx6 — 0) (3) 
2 Bn 
| Notemos que Ci y C, los centros de masa de las parejas de rue- Figura 3 
das frontales y traseras son también puntos del carro; erittonces 
ža = o = Xy. Utilizando esta relación y sumando la Ec. (3) a dos 
veces la (1), eliminamos el impulso desconocido de la reacción 'A,: 
t > 
I [(M + 2m)g seng — 2f] dt = (M + 2m)x¿* (4) 
0 a 
Igualmente, sumando la Ec (4) a dos veces la (2), resulta una ecua- 
ción libre de la fuerza de fricción desconocida: 
žc e 
-~ si 


l [M + 2mlg send dt = (M + 2m)X¿ + miro) 
o 


Efectuando la integración y dejando para Žo obtenemos Figura 4 


[M + 2mJgt sen q 
a 
M + 3m. 


Observemos en este resultado que si las ruedas son muy ligeras 
comparadas con el peso del carro (m << M) entonces Žo = gt sen $, 
que es la respuesta para el problema de la Fig. 4. Es decir, ruedas 
ligeras sobre ejes lisos hacen que el carro se mueva comọ si estuviera 
sobre un plano liso. 


že 


Ejemplo 5.13 


La fuerza P actúa sobre el cilindro Č en rodamiento, comenzando 
en £ = 0 con € en reposo (Fig. 1). La fuerza P' varia con el tiempo 
en segundos de acuerdo con: 


t z da P 
Ps5 sen N (positiva hacia la izquierda, como se indica) 


*Esta es la ecuación de impulso y cantidad de movimiento lineales para el sistema total (no rígido) de carro más 
ruedas. 


Figura 3a 


8 


40 N 
Figura 3b 


Figura 1 4: 
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El cilindro Č y el cuerpo 4 pesan, respectivamente 100 y 40 N. Obte- 
ner la velocidad de G (centro de masa de 4.) cuando t= 10 s. Se 
desprecia el efecto de los ejes en la Fig. 2 (y del agujero destinado 
a recibir a la fuerza P) en el momento de inercia de C. 


Solución 


Usando los diagramas de cuerpo libre (Figs. 3a, b), podemos escribir 
las ecuaciones de impulso y cantidad de movimiento. En la Fig. 3a 


se tiene, sobre C: 


- 0 
fer, dt = mic, — msi, 


o bien 
10 t 100 . i 
f [5 sen; =f-T|dt = gsr = 10.2Xg, (1) 
o f 
También sobre (*: 
0 7 
fame dt = It, — rof 
o bien 
19 1 100 
f (0.2f + 0.57] dt = È Sar OSP lo, = 1.270, (2) 
o L 
En la Fig. 3b se tiene, sobre 8: 
0 
[ora = Mg, — mn, 
- O bien 
10 40. x 
f (40 — T) dt = 9817 = 4.08yg, (3) 
o $ . 
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Restando la Ec. (3) de la (1) Obtenemos, después de integrar la fun- 
ción seno, 


10 ° 
A Í fdt — 40(10) = 10.2%c, — 4.08), (4) 
0 


Para obtener otra ecuación independiente que también esté libre 
de la integral de la tensión T desconocida, sumamos la Ec. (1) a dos 
veces la Ec. (2): 


(5) 
Multiplicando la Ec. (4) por 0.6 y restándola de la Ec. (5), resulta: ! 


40 A N 
T +240 = 4.08%, + 254o + 2457c, 46) 


Por cinemática se relacionan ahora Xcn Jay y wp; el punto más 
bajo de € tiene la misma rapidez que G debido a la inextensibilidad 


Sustituyendo estos valores en la Ec. (6) se obtiene 


* 253 = Ja,[4.08/0.667) + 2.54/3.33) + 2.45] 


, 253 
dE 


= 18.6 m/s 


Entonces la velocidad del centro de masa de Bent = 10s (cuando 
la fuerza cambia de dirección) es 


Ve = 18.6 | m/s 


Las ecuaciones (1), (2) y (3) de este ejemplo son simplemente las primeras integrales de 
las ecuaciones de movimiento estudiadas en el Capítulo 


Como este impulso es igual al cambio en la cantidad de movimiento en la dirección x, tendre- 


mos un cambio nulo cuando Z.F,=0 y entonces la cantida 
esa dirección entre £, y tf ' 


0 = mix, — žc 


de la cuerda (Fig. 4) ža 
žc = 0.20 . í 
Condiciones žo = 0.30, ) = di Figura 4 á 
cinemáticas: i j žc, = 0.2%; = 0.66776, g 
Aa =g Í 


ža 


d de movimiento se conserva en 


o bien 
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(5.36) 
MX, = Mžc, 
> ds T L 
También se tendrá conservación de la cantidad de movimiento en la dirección y (o en cual 
"am 


i tante 2F,. 
i ra) si se anula la fuerza resul n . i 
jaa odas si la componente en z de EM¿ es cero entre t; y t} entonces el impulso an 
gular desaparece y se tiene conservación de la cantidad de movimiento angular: 


o bien (5.37) 


imétri = = k; no 
En el movimiento plano de cuerpos simétricos (1€ e I$, -A beca He - € wk; 
indi de escribirse simpleme 
se necesita entonces el subíndice z y la Ec. (5.37) pue À 


(5.38) 
lco): = (Ic0) y 


. . K . . o 
Veremos ahora un ejemplo bien conocido de la conservación de la cantidad de movimient: 


angular. 


Ejemplo 5.14 


Una patinadora gira en círculo alrededor de un punto sobre el hielo 
(Ver el diagrama) y recoge sus brazos para incrementar gu rapidez 


angular. 


a. ¿Se conserva la cantidad de movimiento 
angular? 70 

b. ¿Se conserva la energía cinética? f 

C. Explique las ganancias o las pérdidas si las res- 
puestas son no. r 


Solución 


(a). Antes de que la patinadora recoja sus brazos, podemos conside- 
rarla como un cuerpo rigido para el cual Ha = 1 0,. Lo mismo es 
cierto después de que los ha recogido y Hoy = h w. Si desprecia- 
mos el pequeño par de fricción en los patines y los pequeños momen- 
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hech 


tos causados por la resistencia del aire, entonces la respuesta es sí 
porque Z Mc es cero entonces. Se tendrá que 


1,0, = 1,0, 
Por consiguiente, 


5 L 
w =79%>0, 


: (la rapidez angular crece pues /, > B) 


(b). Las energías cinéticas son: 


1 1 
aS AM E 
T 3 lw} = 5 noit) > 
Entonces la energia cinética no se conserva. 
(c). Se ve que el cambio de energía cinética es positivo: 
L “f 
AT=T,-T, => ¡0/2 — 
2 ESA I; l 
— pr) 


> 0 puesto que 1, > 1, 


Como las fuerzas y pares externos no han realizado trabajo* 


S es claro 
que este incremento de energía cinética está acompañado d 


e un de- 


cremento en la energía interna del.cuerpo de la patinadora, cuando 
sus músculos trabajan (ningún trabajo externo) al recoger sus brazos 


(no rígidos). Ya que la ener 
de la Termodinámica), 
el proceso, | 


gía total siempre se conserva (Primera Ley 
la patinadora ha perdido energía interna en 


PSU 5.15 


Dos gimnastas idénticos, L y R, de masa mm están en equilibrio colga- 
dos de una cuerda estacionaria en la posición mostrada en la Fig. 1. 
La cuerda pasa sobre la polea £ cuyo momento de inercia con res- 
pecto al eje que pasa por O normal a la figura és Z, Los gimnastas 
empiezan a ascender sobre la cuerda con rapideces relativas a ella de 
Putri, hacia arriba y Yves, hacia abajo. Cuando el gimnasta R alcanza 
el extremo de la cuerda, descubre que está a la misma altura de la 
que partió, ¿Cuánto se ha movido hacia arriba.o hacia abajo el gim- 
nasta izquierdo respecto (a) a la cuerda, (b) al suelo? 


*Excepto posiblemente una Pequeña cantidad de trabajo 


O por la gravedad si C cambia ligeramente. 
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Figura 1 


Figura 2 
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Solución 


Si escogemos como sistema a £, R, la cuerda y 4%, entonces 2M, = 0, 
conservándose así la cantidad de movimiento angular respecto a O. 
(Nótese que los momentos de las fuerzas de gravedad respecto a O 
se cancelan y que las reacciones en el pasador y el peso de 42 pasan 
por O.) Por lo tanto, 


Ho = Hg = 0 (puesto que inicialmente todo (1) 
. .está en reposo) 
Después de iniciado el movimiento, el momento angular respecto a 
O de 8 es simplemente I£w,k, ya que O es un pivote de 44. Para L 
y R, la situación es diferente y es necesario analizarla. Los gimnastas 
no son cuerpos rígidos y recurriremos a la Ec. (2.38) para expresar 
sus cantidades de movimiento angulares respecto a O. Para L con ve- 
locidad v, en el marco inercial (el suelo) y centro de masa C, se tiene 


Hb = HE, + Toc, X MY, 


Suponemos ahora que el gimnasta es una partícula; esto es equi- 
valente a despreciar Hg, (cantidad de movimiento angular del gim- 
nasta respecto a su centro de masa) al compararlo con el término 

“r x mv”. Esta suposición es razonable porque los movimientos del 
cuerpo que no son de traslación son causados por partes (principal- 
mente por los brazos) en movimiento relativo bastante cercano al 
centro de masa. Entonces, 


Hö = roc, X MV, = Top X Mv, 
y análogamente 


HÖ = Toca X MVg = rog X MVg 
== aa 
Pregunta 5.7 ¿Por qué es toc X MV = Fog X mvg? 
TE a a SO III 
Si localizamos (Fig. 2) las posiciones de los gimnastas en el espacio 
con las coordenadas y, y Yp, se tiene que 


Hó = top X mv, = —rÎ x my,] = —mry,k 


HË = rog X MYg = rÎ x mypj = mrýrk 
Nótese que si los gimnastas se mueven en direcciones verticales opues- 
tas en lados opuestos de la polea, 'sus cantidades de movimientos an- 
gulares respecto a O tendrán la misma dirección. Note también que 
aunque las “*partículas”” L y R se trasladan en el espacio, tienen can- 
tidades de movimientos angulares respecto. a puntos como el O que 
no se encuentran en su línea de movimiento. 
Sustituyendo las tres cantidades de movimientos angulares en 
la Ec. (1), encontramos: 
Ho, = 0 
Hő + H$ + H =0 (2) 
0 


Iwsk — mry,k + mrřrk = 
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Sabemos que la cuerda se mueve en sentido antihorario alrededor 


de la polea. Por consiguiente, llamando deuerda 2 SU rapidez, tene-» 
mos (Fig. 3): : 5 F 
Y cuerda 
ams Yeuerda $ á . 5 e 
> T” YE = Yera = Y cuerda 5 Y Yr= TY ra + Veuerda : , 


Posición inercial del extremo de 
la cuerda en 1 = 0 


Sustituyendo estas expresiones en la Ec. (2) y simplificando el resul- 
tado, obtenemos la ecuación: g Figura 3 


Dicierta F mr?|— cer + Peuerda E Ýr rel + Yerda] =0 (3) 


Integrando 


[I + 2mr?}Y euer — mr e — mty y = C, 


Pero C = 0 ya que Y cuerda = Jl ra = Jra = Oen t = 0. Ahora 
en el tiempo en que R está en el extremo de la cuerda Yp 14 = H y 
Yeuerda = H, por lo que. 


MY, = (I + 2m1?)H — mr?H = |I + mr?)H > Yi ral 


I+ mr? 
(2) 
mr 


Por lo tanto, 


I+ mr? 


El gimnasta L se mueve hacia arriba ( z 
mr 


)a en relación a la 


cuerda y ma el espacio a partir de su posición original. 


Podemos verificar el Ejemplo 2.18 volviendo a la Ec. (2) del ejemplo precedente y haciendo 


que 7 — 0 (nótese que hasta ahora nada se ha dicho acerca de los movimientos relativos): 


0 
Jos — MUY, + miz = 0 
O bien 


ÝL = Ya 


Consideraremos ahora un ejemplo en el que (excepcionalmente) la cantidad de movimiento 
angular y la energía cinética se conservan. 


Ejemplo 


mg =2(9.81)N 
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5.16 


El casquillo C de 2 kg en el diagrama gira junto con la barra RP de 
1 m de longitud y masa de 3 kg, que está montada sobre cojinetes 
con fricción despreciable. La rapidez angular crece hasta que se rom- 
pe la cuerda (su resistencia a la tensión es de 60 N) y. en ese instante 
el momento externo deja de actuar. Determinar la velocidad angular 
de X y la velocidad de C (centro de masa de €) cuando el casquillo 
sale de la barra. j 


Solución 

La cuerda proporciona la fuerza que causa la aceleración centrípeta 
(hacia el interior) hasta que se rompe. Para ese instante calculamos 
la velocidad angular de C: 


IF, = mac, 
T= mho} 
60 = 2(0.3)w% 
w, = 10 rad/s 


En el diagrama de cuerpo libre anexo, N, y N, son las resultantes ver- 
tical y horizontal de las presiones sobre la pared interior de Č ejerci- 
das por & 

Cuando la cuerda se rompe en el tiempo fp el casquillo € se des- 
plaza hacia afuera además de girar con Æ; esto se debe a que ya no 
hay ninguna fuerza hacia el interior que le impida “salirse por la tan- 
gente”. Entre los tiempos f, y f (cuando abandona a Æ) tenemos lo 
siguiente para el sistema (C más %): 


1. Conservación de la cantidad de movimiento angular Ho res- 
pecto a Zo (porque las fuerzas externas no tienen momento 
respecto a Zo). 
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2. Conservación de la energía cinética T (porque no se efectúa 
trabajo neto sobre el sistema). Nótese que las fuerzas norma- Impacto o choque 
les entre el casquillo y la barra, iguales en magnitud pero y i i Í ió 
opuestas en dirección, actúan sobre puntos con iguales com- . EA En la Sección 2.4 estudiamos el impacto o choque de un par de partículas. En esta sección 
ponentes de velocidad en la dirección de esas fuerzas; por ello extenderemos el estudio a dos cuerpos en colisión ¡en movimiento plano. i 
su trabajo neto es cero, ; I] Las grandes fuerzas que se presentan durante el impacto de dos cuerpos 45, y ds obviamente . 


deformian a éstos. Debido a las vibraciones y a las deformaciones permanentes que se produ- 
cen, parte de la energía mecánica se disipará en la colisión. Sin embargo, a menudo es posible : 

tratar un cuerpo como rígido antes y nuevamente después del impacto para obtener informa- 
Ho, = Ho, ción valiosa. En los problemas de choque o colisión suponemos que: 


La condición 1 da 


o, = He, + [roc X Mov), 4. Las velocidades y las velocidades angulares pueden cambiar mucho en el corto inter- 


valo del impacto At. 
2. Las posiciones de los cuerpos no cambian apreciablemente. 


A Nas 
Igo; + Igo, = Igo, + Ig, + [( + s) x mæ] 
i N z 


3. Las fuerzas (y momentos) que ho aumentan mucho durante el intervalo A se des- 
fasta que Üa cuerda | precian (como las de gravedad y las de resortes). Tales fuerzas se denominan no im- 
se rompel O es un | pulsivas; las grandes fuerzas de contacto se llaman impulsivas. Son las fuerzas y 
punto de ambos cuerpos. j momentos impulsivos los que producen los cambios repentinos en las velocidades li- 
3 neales y angulares. 
Por tanto . l b y ang , 
A | En el Capitulo 2 se introdujo el coeficiente de restitución como medida de la capacidad 


de los cuerpos en colisión de rebotar entre-sí; seguiremos usando este parámetro en esta 
sección, en donde ahora las velocidades relativas de acercamiento y alejamiento son las de 
, EN? los puntos de impacto de 45, y /9,. Necesitaremos entonces la cinemática de cuerpos rígidos pa- 
I¢ = 0.00267 + (s + 5) osme | . ra relacionar esas velocidades con las de los centros de masa de los cuerpos. Mencionaremos 
P nuevamente que el coeficiente de restitución e no es la mejor de las propiedades. físicas por 
medir; depende de los materiales, de la geometría y de las velocidades iniciales. Pero en tanto 
se considera a e con las reservas del y estemos conscientes de sus valores extremos e = 0 (los 
cuerpos se quedan pegados) y e 1 (no hay pérdida de energía), la definición de e proporciona 
una ecuación aproximada, muy necesaria que permite resolver muchos problemas de impac- 
| to. Consideraremos ahora dos formas de la ecuación de impulso y cantidad de movimiento 
ör = DADAS angulares que son aplicables al principio y final del impacto entre cuerpos en movimiento pla- 
no que pueden considerarse rígidos, excepto durante la colisión. ' 
Si el cuerpo tiene un`pivote O, recordamos que 


3(12 | | 
(0.00267 + 0.180)10 + = 10 = 0, + 0.002670m, + (1.05)?2c, | 


1.83 + 10 = of(1 + 0.00267 + 2.21) ; 


La componente-de vç perpendicular a la barra Æ es vç = 1.05 ' 

wp = 3.87 m/s. La componente radial la obtenemos a partir de la con- 
servación de la energía cinética (condición 2): | H Ioi + Ioj + Lok 
£ 5 5 Ho = 1x¿01 y 0) T izz 3 


: erpendicular a & 
y R inicialmente TARS 


3(0.183 + 110? =4(1)3.69? + ¿(2)lv2, + 3.872] + 3(0.00267)3.69? 


59.2 


6.81 + vè, + 15.0 + 0.0182 


Vey = 6.11 m/s 


Como la energía cinética inicial era de 59,2 J y como ` 


2(2)16.11?) 


Y Oda 


vemos que 63% de la energía original se ha manifestado en movimiento 
del casquillo hacia el exterior. 


1 1 3 i 3 
7 loo} = y Igo + 7 Mevey + vá) + z Iw} Corl O fijo en el marco inercial, 
Neyi : | Mo = Ho 
Des O) pata E componentes de vç paralela | 


Entonces podemos reemplazar C por O en la Ec. (5.33) de impulso y cantidad de movimiento 


angulares para tales casos en que se tienen pivotes. La ecuación resultante respecto al eje de 
rotación es 


y l ` 
[' EMo dt = Hoş — Hoi = 12w; — w)* (5.39) 
ti . 
Esta fórmula tiene un valor considerable en los problemas de impacto porque las reacciones 
impulsivas en los pivotes no tienen momento respecto a O y por ello no aparecen en la ecuación. 


Nótese que si O = C, la Ec, (5.39) es igual a la Ec. (5.33) escrita respecto al centro de masa. 
Otra ecuación útil resulta de 


EM), = He + (rpe x mac) . (5.40) 


i 
*Enfatizamos nuevamente que la cantidad de movimiento angular Hp (o bien Hg) no es igual a su *“forma de 


cuerpo rigido" I% wk (o bien £ wk ) durante el impacto, pero esas sustituciones pueden hacerse en tj, antes de la coli- 
sión, y en y después. 
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En forma escalar está ecuación es 
€ i 
EM» = I0 + [fpc X mac), 


en donde P es un punto arbitrario. Si establecemos que P es ahora un punto fijo O del marco 
inercial J, podemos integrar esta ecuación y obtener 


Y š 
f ZMo dt = [Hes — Hei) + Iroc x mv. lí 
t 


4 (5.41) 
= (or + [toc x mvel.M/ 


—_—_———_—= A A 
Pregunta 5.8 ¿Por qué el ladoo derecho no es la integral del segunddo miembro de la 
Ec. (5.40) si O está en movimiento? 


Usaremos ahora estos principios para resolver un par de ejemplos. 


Ejemplo 5.17 


Una flecha de longitud L viaja con velocidad v, y choca contra una 
pared oblicuamente rígida lisa como muestra la figura. El extremo 
A no penetra sino que resbala a lo largo de la pared, sin fricción o 
rebote. Hallar la velocidad angular de la flecha después del impacto. . 


Solución 


La única fuerza impulsiva que actúa sobre la flecha durante su im- 
pacto con la pared es la fuerza normal N mostrada en el diagrama 
de cuerpo libre. Notamos que la fuerza de gravedad en el corto inter- 
valo de tiempo no es impulsiva: 


Ar F e 
| mgdtj = mg Atj 
t 


Ls á q SS mg 
Esto es despreciable en magnitud si Af es muy pequeño, ya que mg A 


no crece mucho durante el impacto. Para la fuerza normal no es tal 
el caso ya que 


de 
[ N dt|—î) = —N prom Ati 
1=0 
y esto no es despreciable, pues N crece ““impulsivamente”” durante 
el corto intervalo Aż con un valor promedio Norom» En lo que si- 
gue eliminaremos los subíndices y denotaremos el impulso de — Ni 
como —N Ati. 

La ecuación de impulso y cantidad de movimiento es entonces: 


-N Ati = m{Vex — Yo sen Bli + mlVc,, — V, cos Bj 
O bien Í 


-N At 
m 


= Ves, — Vo sen PB 101) 
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Vey = Vo cos fP (2) 


en donde notamos que la cantidad de movimiento se conserva en la 
dirección y durante el impacto. , 
El Principio de Impulso y Cantidad de Movimiento Angulares da 
mL? 


L ` 
N At cos $ = 2 or (4) 


La componente x de v,, es cero porque no hay rebote. Por lo tanto, 
Ve = Vexi + Vey) = Vay + wk X tc 

Usandó rac = L/2(—sen Pi — cos BT) encontramos que la compo- 

nente en x de esta ecuación es: 


L 
Vex = < cos f} (3) 


Tenemos cuatro ecuaciones con las incógnitas Vey» Vey py N 
At. Resolviéndolas encontramos que 
a 6v, senf cos f - 


== A 
Or OS LE 3 cos? fi 


Nótese que un impacto directo (B = 1/2) detiene por completo a la 
flecha con p= 0 y, de la Ec. (4), también vey = 0. 


Ejemplo 5.18 


Un recipiente de acero de 770 ton para un reactor nuclear está siento 
transportado hacia abajo sobre un plano inclinado 6.5% sobre una ` 
plataforma arrastrada por tractores (vea+a fotografía). Determinar 
la velocidad máxima con que puede transportarse el reactor sin que 
se vuelque si llegase a golpear, y pivotear, alrededor de un obstáculo 
rígido con la arista frontal de la base del recipiente. 


(Cortesía de la American 
Rigging Co.) 
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Solución 


El recipiente Æ del reactor se volcará si queda energía cinética des- 
pués de que pivotee alrededor de la arista frontal O (ver el diagrama) 
y el centro de masa Č alcanza su punto más alto B, directamente so- 
bre O. Se determinará entonces la velocidad que ocasionará que C 
alcance a B; cualquier velocidad mayor causará el volcamiento. 


1540 kip 


(2 = 32.5 pie ————>1 


6.5% pendiente * 


y = 3.7192 punto de voleto 
4 === 
r = 10 pie 
C = posición del centro B = posición del centro de masa en 
de masa en el instante el punto en que no hay regreso 


A de contacto en O 


Comenzamos la solución con algunos cálculos geométricos y tri- 
gonométricos preliminares basados en el diagrama. Se tiene que 6.5% 
de pendiente equivale a y = tan”! (0.065) = 3.719*,* La altura de, 
volcamiento A, está dada por la distancia OC: 


h, = OC = OB = /10? + 32.5? = 34.00 pie 


También 


32.5 
ô = tan '|——] = 72.90° 
tan ( 10 ) 72.9 


B =ô + Y = 72.90” + 3.72% = 76.62? 
La altura inicial /⁄; de C, sobre la línea horizontal que pasa por O, es 
h; = [OC] sen f 


= {34.00} sen 76.62? ='33.08 pie 


*Usamos cuatro cifras significativas en este ejemplo. 
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y así la distancia vertical que recorrerá C para alcanzar a B es 


Ah = h, — h; = 34.00 — 33.08 


0.92 pie 


Quedan ahora dos partes principales separadas para la solución 
de este problema. Primero tenemos que considerar que durante el im- 
pacto de 4 con el obstáculo en O se pierde energía mecánica; por es- 
to no podemos usar el principio del trabajo y la energía cinética en 
el breve lapso del impacto. Sin embargo, es aplicable el principio de 
conservación de la cantidad de movimiento angular respecto a O. La 
razón es que las fuerzas impulsivas (en las direcciones x y y) que cau- 
san los cambios repentinos en la velocidad del centro de masa ve y 
en la velocidad angular œw, actúan en O, por lo que EM = 0. 


` Por consiguiente, 


EM, = 0 = Ĥo > Ho = vector constante 
o bien * 
Ho = Hor (1) 


Usaremos la Ec. (2.38) para expresar Ho; esta es la mejor fórmula 
para H; en problemas de traslación, porque entonces Hg, = 0. Sin 
embargo, para H,, se tiene w . Como el recipiente no rebota en O, 
podemos considerar a este punto como fijo tanto en 4? como en 
el marco inercial durante y después del corto lapso del impacto. Esto 
significa'a su vez que H,, es simplemente Lo00yk después del im- 
pacto. La Ec. (1) es entonces 


0 m 
i + Toc X MWc; = lok (2) 
Como 
+ Es a 
Loc = +ri + 7) yY a=- 


el primer miembro de la Ec. (2) es simplemente 


£ myak l (3) 


Según el teorema de los ejes paralelos para momentos de inercia se 
tiene, i 


£ 2 
lo = lc + md? = mx + (2) + J 


El recipiente es esencialmente un casco grueso; considerando enton- 
ces que 


Ic = mk x vaai l (4) 
iii Sis E 
vemos que (5) 
mi? 3 i 
l =- +7 mr’ ' (5) 


3 2 
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Sustituyendo las Ecs. (3) y (5) en la (2), obtenemos 


y la velocidad angular después del impacto es 


A 3; 
= IAF 9? © 


Estamos listos ahora para proceder a la segunda parte de la solución. 

Entre el principio del pivoteo (inmediatamente después del im- 
pacto) y el arribo al punto B, el sistema se analiza fácilmente con el 
trabajo y la energía cinética: 


. 


W=AT=7T,-T, 


Para obtener el menor valor posible de V¿ para que no haya volteo, 
hacemos T; = 0. El único trabajo realizado en esta fase del movi- 
miento del recipiente es el de la gravedad, por lo que 


en donde opes ahora una rapidez angular inicial para esta etapa final 
del problema y O es aún un pivote de 4. Por lo tanto, 


Va fito 8h a ? 
—mg Ah = ¿m5 + z! lr (7) 


o bien 


4g Ah(21? + 9r?) 
y AAA 


_ pa x 652 +9 x 10?) 
3.x 65? 


= 9.4 pie /s 


Hay varias observaciones que hacer respecto al ejemplo anterior. La primera es que se 
puede demostrar (con base en un análisis que implique al coeficiente de restitución) que más: 
energía se pierde cuando no hay rebote en O que si tiene lugar el rebote. La pérdida de energía 


para el caso e = 0 (que acabamos dé analizar) es 


AE =T,- T; 


en donde i y f se refieren a los instantes justamente antes y después del impacto. Sustituyendo 


(para el caso en que no hay rebote) obtenemos 


“4 1 1 P 3 Biva N 
, AE =- mvĝġ; — > lọw? =- m| vż, — 2 Yci 
g aTa + la 


-dimli 9/6 
gn 21? + 9r?). 
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Para / = 65 pie y r = 10 pie, obtenemos 


AE =  mv2(0.322) 
y 

Casi un tercio (32.2%) de la energía mecánica original se pierde durante el impacto si 
no hay rebote en la arista O y sólo se pivotea alrededor de ella. De gran importancia aquí 
es el hecho de que no sabemos cuánto rebote ocurrirá realmente en la situación física, y por 
consiguiente, cuánta energía se perderá. Esto significa que 9.4 pie/s puede no ser una respues- 
ta conservadora desde el punto de vista de la'ingeniería, para la rapidez segura. Si el terreno 
es plano (y = 0), por ejemplo, se puede demostrar que: 


1. La velocidad correspondiente al pivoteo, como en este ejemplo, es de 11.9 pie/s. (De- 
be pivotear más para que pueda ir más rápido antes del impacto.) 

2. A esta velocidad inicial y con un rebote sin pérdida de energía, el recipiente se volcará 
fácilmente aunque la arista que recibe el impacto retrocederá. 


Se puede obtener una velocidad conservadora segura para el recipiente en el plano incli- 
nado suponiendo que no se disipa energía durante el impacto y que toda la energía cinética 
inicial del recipiente se usa en inclinarlo alrededor de O. Esta consideración da 


1 
—mg åh = -7G 


Va = V 2g Ah = 7.7 :pie:/s 


En este caso práctico, los Ingenieros decidieron no exceder una velocidad de 3 pie/s, en vista 
de la importancia de la obra y de los riesgos implicados. 

Fijaremos ahora nuestra atención en un nuevo tópico. Además del centro de masa C exis- 
te otro punto especial (pero de mucho menor importancia) de interés asociado a un cuerpo 
rigido /en movimiento plano, un punto que se diferencia de C en que depende no sólo de 
la distribución de la masa de 4% sino también del movimiento del cuerpo. Este punto se en- 
cuentra a lo largo de la resultante de los vectores ma de todos los elementos de masa del cuer- , 
po; se denomina centro de percusión y es de utilidad en ciertas aplicaciones, como en los 
ensayos de impacto: ' 

Antes de estudiar la teoría relativa al centro de percusión, ilustraremos primero su exis- 
tencia y mostraremos su utilidad por medio de un ejemplo. Si un joven golpea una pelota 
de beisbol con un bat y no traslada sus manos demasiado, podemos modelar esta situación 
como se muestra en la Fig. 5.13 y preguntarnos donde debe golpear la pelota al bat para elimi- 
nar la reacción transversal R, del mismo sobre las manos del joven. Si golpea la pelota en 
el lugar justo, apenas si sentirá la reacción en sus manos. Suponiendo que el bat es rigido al 


Figura 5.13 
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principio (t = 0) y al final (+ = Af) del breve lapso de impacto, los dos principios de impulso 
y cantidad de movimiento (o ímpetu) se usan de la siguiente manera. La ecuación de im- 


pulso e ímpetu lineales para el bat en la dirección y es: 


Ar , 
i (R, — B) dt = mlyc, — Ye.) (5.42) 
9 
La ecuación de impulso e ímpetu angulares es 
Ar mi? [j d 
f —Bd dt.= lolo; — w;) = 7 lay — w; (5.43) 
10 


Para que no haya reacción en las manos se tomia R, = 0, haciendo y, = //2]wen t = 0 y 
en A ; multiplicando la Ec. (5.42) por d se obtiene 


Ar md’ a 
-f Bd dt = E lw; — wil (5.44) 
o 
Dividiendo la Ec. (5.44) entre la (5.43) resulta 
d 1 
l=s-==>=d= 2 f 
2 3 3 


Entonces si la pelota golpea al bat a dos tercios de la distancia de O al extremo del tolete, 
la reacción transversal será cero. 

En este ejemplo el punto en el que el bat es golpeado (a d =2//3) por la pelota, es el 
centro de percusión. Para demostrat esto, por lo menos para el caso en que el bat es rígido, 


recordamos que en el Capítulo 2 vimos que para cualquier punto P (en movimiento o no, fijo 
en Æ o no) siempre podemos escribir 


: EM, = ÍR x adm 


en donde R es el vector de posición desde el punto P a un elemento diferencial de masa. Como 
la integral de los vectores (R x a dm) sobre el cuerpo representa de hecho el momento resul- 
tante respecto a P de los vectores ma sobre la masa de 4, esta integral desaparece para todos 
los puntos P* que estén sobre la recta en la cual se encuentra la resultante de los vectores ma 
y, por consiguiente, ZMp. = 0 para esos puntos. a 
Sabiendo que Z Mp. = 0 para el centro dé percusión, podemos ahora deducir la ecua- 
ción general para la distancia de un pivote O al centro de percusión P* en el movimiento plano 


(Fig. 5.14): 
JO mac 
EMo = ZM. + (rop. X y). 
alle + mróc) = Top-miroca) 


mk + mrĝc = Mtop-Loc 


Por tanto 
2 
Na 
tor = Loc += ; (5.45) 
. Toc 
y vemos que para el bat 
r ¿ ¿E by (igual qu tes) 
=> =- e antes 
E ta a Sa 
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Figura 5.14 
l 

Nótese de la Ec. (5.45) que el centro de percusión está siempre más alejado del pivote que 
el centro de masa. Haremos una observación final sobre el centro de percusión. Si considera- ' 
mos los elementos adm de Æ como un conjunto de vectores, su resultante puede expresarse 
(para un cuerpo rígido en movimiento plano) en el centro de masa (Fig. 5.15), donde 


faam = mac 


f x adm = XM¿ = Iak 


De manera idéntica a como se reduce una fuerza y un par a su forma más simple, pode- 
mos reducir esta resultante de los vectores ma, como se muestra en la Fig. 5.16, donde la dis- 
tancia D es Ic a. /(ma¿). Notamos qùe existe una recta // de puntos a lo largo de la 
resultante de los vectores ma que hace ambigua la localización de un solo punto P*. Sin 
embargo, el concepto del centro de percusión se usa generalmente en conjunto con proble- 
mas en que el cuerpo tiene un pivote O (como en el ejemplo previo). En dichos problemas 
P* es el punto bien definido por la intersección de la recta //con la recta OC, como se ve 
en la Fig. 5.16. 


| 
| 
] 
j 
i 


Figura 5.16 ; i 
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Ejemplo 5.19 


Solución 


m(0.5) + m/1.1) = 2mroc 


Toc = 0.8 m 


giro con respecto a C se obtiene de 


mli) m(0.1?) 
. 12 2 


+ m/0.3?) + 


= 0.268m = 2mk2 


kż (0.366)? 
for = toa += 08 4 EE 
or oc Toc 0.8 


= 0.968 m 


pasador en O, como ya vimos. 


.5.75 El tambor 4, tiene un radio de giro de 1 m con res- 
pecto a un eje horizontal que pasa por O y una masa de 
800 kg. El cuerpo 45, tiene una masa de 600 kg y una veloci- 
dad de 20 m/s hacia arriba cuando se encuentra en la posi- 
ción mostrada en la Fig. P5.75. Encuentre la velocidad de 
d3, 3 s después. 


. . Figura P5.75 


5.76 El tambor hueco mostrado en la Fig. P5.76 pesa 161 
lb y gira alrededor de un eje fijo horizontal que pasa por O. 


Localizar el centro de percusión P* para un péndulo P que consiste 
en una barra y un disco, cada uno de masa m. (Vee el diagrama.) 


El centro de masa de / está a una distancia rọç de O, dada por 


(Nótese que,con masas iguales, C se encuentra a la mitad de la dis- 
tancia entre los centros de masa de la barra y del disco). El radio de 


+ m/0.3?) 


Entonces k¿ = 0.366 m y la Ec. (5.45) da la posición de P*: 


t 2 . . .. . 
Golpeando al péndulo en P* se elimina la reacción horizontal en el 


Problemas/Sección 5.3 


El diámetro del tambor es de 2.4 pie y su radio de giro con 
respecto al eje es de 0.8 pie. La rapidez angular cambia de 
30 rpm Ð a 90 rpm 5 durante un cierto intervalo de tiem- 
po. Determine el intervalo. 


360 Ib - plg Gra =_—=>10 lb 


Figura P5.76 


5.77 La fuerza senoidal P se aplica a la cuerda en la 
Fig. P5.77 durante medio ciclo. Si el cilindro (inicialmente 
en reposo) no resbala, encuentre su velocidad angular al ter- 
minar la aplicación de la carga (en 1 = to). 


P = Wsen(rt/t,) 


O<t=t, 


Figura P5.77 


5.78 Una cuerda sin masa que rodea una polea sin fricción 
de masa M sostiene dos monos (uno con masa M y otro con 
masa 2 M). El sistema se libera desde el reposo en £ = 0, 
como se muestra en la Fig. P5.78. Durante los siguientes 
2s, el mono B desciende 15 pie sobre la cuerda para agarrar 
un cacahuate sin masa en el extremo P. El mono A se sostie- 
ne firmemente en la cuerda-durante esos 2 s. Encuentre el 
desplazamiento de A durante el intervalo de tiempo. Consi- 
dere a la polea como un cilindro .uniforme de radio R. 


15 pie 


P (cacahuate) EÐ 
Figura P5.78 


5.79 La fuerza F en la Fig. P5.79 varía según la expresión 
F = 0.02 ° newtons, con £ en segundos. Si hay suficiente 
fricción para impedir el resbalamiento del cilindro sobre el 
plano, halle la velocidad de C en (a) t = 3 s; (b) £ = 10s. 
El cilindro empieza a moverse desde el reposo en t = 0. 
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¿0 kg 


Figura P5.79 Figura P5.80 


50 lb 


Figura P5.81 


Figura P5.82 


5.80 El cilindro en la Fig. P5.80 tiene masa m = 3 slug y 
radio de giro kg = 5 pie con respecto a C. Hay suficiente 
fricción para impedir el resbalamiento sobre el plano. Una 
cuerda está enrollada alrededor del radio interior y una ten- 
sión T = 40 lb se aplica paralelamente al plano; como se 
muestra. Use los principios del impulso y la cantidad de mo- 
vimiento para encontrar la velocidad de C después de 3 s, 
si el movimiento comienza desde el reposo. 


5.81 El cuerpo redondo de 161 lb rueda hacia arriba en el 
plano con w = 5 rad/s pen el instante mostrado en la 
Fig. P5.81. El radio de giro de la masa- del cuerpo con res- 
pecto al eje que pasa por el centro de masa C normal a 
la página es de 0.7 pie. Encuentre el tiempo requerido para 
que el centro de masa alcance su punto más alto. 


5.82 El cilindro 4,, girando a 200 rpm >, es detenido al 
aplicarle la fuerza de 50 lb al brazo del freno &,, como se 
muestra en la Fig. P5.82. La fricción en el cojinete O pro- 
duce un par resistente constante de 7 lb - pie y el coeficien- 
te de fricción en el punto de tontacto A entre 45, y /%,es 
H = 0.3. (a) Encuentre el tiempo requerido para detener 
el cilindro y (b) el número de revoluciónes giradas por Æ, du- 
rante el frenado. 


5.83 Sobre el engrane actúa un par C cuya magnitud está 
dada por la fórmula C = (6 + 0.8 t) N + m, con f en s 
(Fig. P5.83). Si el sistema parte del reposo en f = 0, encuentre 
la velocidad del bloque /% cuando (a) t = 3 s; (b) £ = 10s. 
El radio de giro centroidal del engrane es de 0.25 m. Resuel- 
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Figura P5.83 


va los problemas siguientes haciendo uso de los métodos del 
impulso y cantidad de movimiento lineal y angular. 


5.84 Problema 4.114. 
5.85 Problema 4.67(c). 
5.86 Problema 4.66. 
5.87 Problema 4.109, 
5.88 Problema 4.108. 
5.89 Problema 4.97(b) 


5.80 Un tubo rueda (desde el reposo) hacia abajo sobre un 
plano inclinado (Fig. P5.90). Usando las ecuaciones de 
movimiento, calcule: 


a. Xq en el tiempo £ 
b. žc después de que C se mueve la distancia Xc 


Figura P5:90 


Luego use el trabajo y la energía para verificar la respues- 
ta a la parte (b) y el impulso y la cantidad de movimiento 
para verificar la parte (a). Finalmente calcule el mínimo H pa- 
ra impedir el resbalamiento. 


5.91 Un cuerpo £ con peso de 805 Ib y radio de giro de 
0.8 pie respecto a su eje zç (Fig. P5.91) está articulado en 
su centro de masa. Se aplica un par horario de magnitud e' 
lb - pie a 43 a partir de £ = 0, Encuentre la velocidad angu- 
lar de Æ cuando  = 3 s. j 


5.92 Si la ranura (para la cuerda) en el cilindro en la 
Fig. P5.92 (de masa 10 kg) tiene un efecto despreciable so- 


Figura P5.91 


Figura P5.93 


Figura P5.94 


Figura P5.95 


bre Ic, calcule la velocidad del centro de masa C en función 
del tiempo; 0 = 60° 


5.93 Una esfera uniforme (radio r, masa m) rueda sobre 
el plano en la Fig, P5.93. Si la esfera parte del reposo en 
t = 0 cuando x = L, encuentre M1). 


5.94 La cuerda en la Fig. P5.40 está enrollada alrededor 
del cilindro que se suelta desde el reposo sobre el plano in- 
clinado 60° mostrado en la figura. Encuentre la velocidad 
de C en función del tiempo £. 


* 5.95 El cuerpo C de 50 lb en la Fig. P5.95 puede conside- 
rarse como un cilindro masizo con radio de 2 pie. El coefi- 
ciente de fricción entre € y el plano es p = 0.2. Se aplica 
una fuerza P = 10 lb verticalmente a una cuerda enrollada 
alrededor del cubo. Encuentre la velocidad del centro E 


en el tiempo 10 s después de comenzado el movimiento a 
partir del reposo. 


* 5.96 Un niño hala una rueda con una fuerza de 5 lb por 
medio de una cuerda unida al eje de la rueda (Fig. P5.96). El 


1 1b (cada una de las 8) 


a Llanta delgada (3 1b) 


Figura P5.96 


coeficiente de fricción entre la rueda y el suelo es 4 = 0.2. 
Encuentre el Iç de la rueda y empléelo para determinar la 
velocidad de C en el tiempo 3 s después de comenzado el 
movimiento a partir del reposo. 


* 5.97 Dos cables están enrollados alrededor del cubo del carre- 
te de 10 kg mostrado en la Fig.. P5.97, que tiene un radio de 
giro de 500 mm respecto a su eje. Se aplica una fuerza cons- 
tante de 40 N al cable superior. Encuentre la velocidad del 
centro de masa C en el tiempo 5 s después de comenzado el 
movimiento a partir del reposo si (a)  = 0.2; (b) u = 0.5. 


* 5.98 El carro &, recibe una velocidad inicial v; hacia la de- 
recha en f = 0. La barra /3, está articulada a /5, en el centro 
de masa G de éste, como se muestra en la Fig. P5.98a. 
El centro de masa C de 43, se mantiene fijo en el instante 
1 = 0 en que el carro empieza a moverse y se suelta inme- 
diatamente después. Cierto tiempo después (Fig. P5.98b), Ba 
tiene w, = 0 después de haber girado 90° en sentido hora- 
rio. Si M = m, encuentre la velocidad de G en ese instante. 
Use W = AT y un principio de impulso y cantidad de 
movimiento. 


Masa m, 
longitud / 


Figúra P5.98a Figura P5.98b 
5.99 Dos gimnastas en A y B, cada uno de peso W están 
agarrados a la parte izquierda de una cuerda que pasa sobre 
una polea cilíndrica (peso W, radio r); el lado derecho de 
la cuerda sostiene un contrapeso C igual a 2W (Fig.P5.99). 
Inicialmente el gimnasta A está a una distancia d abajo de 
B; A trepa la cuerda para unirse a B. Determine el desplaza- 
miento del contrapeso C cuando A alcanza a B. 


5,100 El disco 4%, y la barra eje en la Fig. P5.100 giran li- 
bremente a 40 rpm. El disco 43, (inicialmente sin girar) se 
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Figura P5.97 


Figura P5.99 


desliza a lo largo de la'barra y golpea a 43, ; después de un 
breve periodo de resbalamiento, los dos cuerpos se mueven 
juntos. Encuentre el momento promedio de fricción ejerci- 
do sobre ¿3 por 45, si el resbalamiento dura 3 s. 


8,(15 1b) 


Figura P5.100 


CN 
5.101 Dos discos giran en las direcciones mostradas en la 
Fig. PS.101. El disco superior baja hasta que entra en contacto 
con el inferior (alrededor del borde). Encuentre cuánto tar- 
dan los dos discos en alcanzar una velocidad angular común 
y determine la magnitud de ésta. Finalmente, determine 
la energía perdida. Demuestre que si 7, = 1, y %1=— %,, la 


362 Capítulo 5 Métodos especiales para el movimiento plano de cuerpos rígidos 


Coeficiente de 


“g fricción = y 
e h, m, 


Figura P5.101 


varilla: 0.09m (cada brazo) 


— Cilindro: 0.28m; r = 6 plg 


T Cilindro: 0.07 m(cada uno); f = 1.5 plg 
)) 


Cada pie con una masa concen-1.( 
da de 0.03 m 


Figura P5.102a 


(sin resbalar) lleva una masa M en cada extremo. El sistema 
se suelta desde el reposo como se muestra; la masa derecha 
lleva una arandela o rondana de masa M. Al moverse el sis- 
tema, la masa izquierda recoge otra rondana también de masa 
M en el mismo instante en que la masa derecha deposita la 
suya. Encuentre la velocidad de la masa derecha justamente 
después de este intercambio de rondanas. 
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* 5.105 Un pájaro de masa m, volando horizontalmente con 
rapidez vo perpendicularmente a un tronco tirado, aterriza 
y permanece en él (Fig. P5.105). El tronco (masa M, longi- 
tud / )se encuentra sobre un estanque congelado. Encuentre 
la velocidad angular del pájaro y del tronco al moverse jun- 
tamente. (Responda en términos de m, M, £, y vo). Supon- 
ga que el pájaro aterriza en el extremo del tronco. 


* 5.106 Un bloque hemisférico de masa M y radio a, cuyas 
superficies son lisas, descansa con su cara plana en contacto 
con una mesa horizontal lisa. Una partícula de masa m 
se coloca en el punto más alto del bloque y es perturbado - 
ligeramente. Demuestre que en tanto la partícula permane- 
ce en, contacto con el bloque, el radio vector de la partícula 
forma un ángulo () con la vertical tal que 


aÑ?|M + msen?0) = 2g(M + m)[l1 — cos 0} 
5.107 La barra en la Fig. P5.107 está soldada al extremo 
del cilindro que se encuentra descendiendo en traslación pu- 
ra. La barra golpea las mesas con velocidad vy y el cilindro 
empieza a girar respecto a la barra sin rebotar. 


a. Encuentre la velocidad angular del cilindro cuando 
C está en su punto más bajo 


solución predice que 100% de la energía se pierde (como 
debe ser). Determine cuál de las tres respuestas (tiempo, Wp 
pérdida de energía) son iguales si los dos discos se traban 
instantáneamente en vez de resbalar. 


5.102 La Fig. P5.102a muestra la distribución aproximada 
de la masa de un patinador. Calcule el porcentaje de incre- 


Figura 5.104 


. Encuentre el porcentaje de energía perdida durante 
el impacto, o sea 


Energi. Vi 
T me miey x 100 
Energía anterior 


mento en su velocidad angular respecto a la vertical si reco-. 


E 


+ 


Figura P5.102b 


5.108 Un paquete (Fig. P5.108) consiste en una caja más 
su contenido descrito en el Ejemplo 4.12. En el momento 
del impacto el paquete tiene una vg; = 50 | pie/s y se en- 
cuentfa en traslación. Si no hay rebote, halle la velocidad 
angular de la caja y la velocidad de su centro de masa G jus- 
tamente después del impacto. i 


Figura P5.103 


ge sus brazos como se muestra en la Fig. P5.102b. Suponga 
que sus brazos se enrollan alrededor del circulo de 6 plg de 
radio de la parte superior de su cuerpo. 


* 5.103 Un mono hambriento de masa m observa un racimo 
de plátanos de la misma masa (Fig. P5.103). Trepa con velo- 
cidad variable relativa a la cuerda (ligera). Determine si el 
mono alcanza los plátanos antes de que éstos pasen por 
encima de la polea de radio R, si 


a. La masa de la polea es despreciable ( << m). 
b. La masa de la polea es fin, en donde f >0 y el radio 
de giro con respecto a su eje es k. 


Si cualquiera de las respuestas es afirmativa, dé la relación 
entre d y H para la cual es posible alcanzar los plátanos. 


* 5.104 Un disco circular de masa M gira sin fricción alrede- 
dor de Q (Fig. PS.104). Una cuerda que pasa sobre el disco 


Cilindro sólido 
(m, / = 2r, r) 


Barra a 
Ó 


(en el impacto) 


Figura 5.107 . (con el impacto) 


2 pie 
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5.109 La placa en la Fig. P5.109 soportada por juntas es- 
féricas (universales) en sus esquinas superiores, es golpeada 
repentinamente como se muestrá con, una fuerza que pro- 
duce un impulso J normal a la pláca, Encuentre la energía 
cinética producida por el impact 


XP sani 


Q 


+ Figura 5.109 


5.110 Repita el problema anterior pero suponga ahora que 
la placa inicialmente está libre. Demuestre que la diferencia 
en las energías de los dos casos es J?/(2M). 


5.111 Una bala (Fig. P5.111) de masa m, golpea un blo- 
que homogéneo cuadrado de masa m,, siendo m, > my. La 
bala viaja con velocidad inicial vy y se incrusta en el bloque. 
Después del impacto el bloque pivotea alrededor de la arista 
A. ¿Cuál es la rapidez máxima |v¿] de la' bala para que 
el bloque no se vuelque completamente? 


=m 


Figura P5.111 


5.112 El cilindro 4 (radio = 10 cm y longitud = 40 cm) 
gira hacia abajo desde una posición de equilibrio en O = 0 


y golpea a la partícula P de masa igual a 5 kg (Fig. P5. 112). 
El coeficiente de restitución es e = 0.5 y durante el impacto 
la partícula tiene una velocidad vp = 2 — m/s. Encuentre 
el ángulo a través del cual Æ girará alrededor de su pivote 
O después del impacto. 


Figura 5.112 


:5.113 Una placa triangulat equilátera con masa de 2 slug 


y lados de 2 pie se suelta desde el reposo y desde su posición 
superior (Fig. P5.113). Gira hacia abajo y golpea al cilindro 
estacionario. El coeficiente de restitución para el impacto es 
e = 1/2. Calcule el tiempo que transcurre después del im- 
pacto hasta que el cilindro deja de resbalar sobre el plano. 


Figura P5.113 . 


5.114 Un bloque se desliza hacia la derecha y golpea un pe- 
queño tope con velocidad de 20 pie/s (Fig. P5.114). 


12 ft 


Figura P5.114 
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a. Si el coeficiente de restitución es cero, encuentre la 
pérdida de energía causada por el impacto. 

b. ¿Cuál es la velocidad minima requerida para volcar 
el bloque se vuelque después de la colisión? 


5.115 Un cubo homogéneo de lado a y masa M se desli- 
za sobre una mesa a nivel y sin fricción con velocidad vo 
(Fig. P5.115). Golpea un pequeño tope sobre la mesa en A 
de altura despreciable. Encuentre la velocidad del centro de 
masa justo después del impacto si el coeficiente de resti- 
tución es igual a 1. (El momento de inercia centroidal de un 
cubo respecto a un eje paralelo a una arista es Ma?/6.) 


A 


Figura P5.115 


5.11€ Sólo hay una altura sobre la mesa en la que una 
bola de billar puede ser golpeada por el taco sin que aquella 
resbale por un cierto tiempo después del impacto (Fig. PS.116). 
Encuentre este valor de H en términos de R, para el cual la 
bola rueda inmediatamente. 


Figura P5.116 


5.117 Calcule el error que se cometió en el Ejemplo 5.18 
en el calculo de 16 al suponer que el recipiente era un casco 
(de modo que IS, = mf? /12 + mr?/2). Use el peso, la 
altura, el radio exterior y la densidad para calcular el espe- 
sor del recipiente; luego calcule un valor más preciso de Je 
y compárelos. 


5.118 Una barra uniforme de longitud L se deja caer y se 
traslada con un ángulo 0 respecto a la vertical como mues- 
tra la Fig. P5.118. Si el extremo A 'no rebota después de gol- 
pear al suelo con velocidad vo encuentre: (a) la pérdida de 


energía durante el impacto de A con el suelo; (b) la veloci- . 


dad con la que el otro extremo B golpea al suelo. 


5.119 Una barra uniforme AB de longitud L y masa M 
se mueve sobre un plano horizontal liso con vc = Vpi 
y w =(yk, cuando el extremo B golpea una clavija P 
(Fig. P5.119). Si g= 2 VoL y el coeficiente de restitución 
e = 1/6, encuentre la pérdida de energía.cinética. 


Figura P5.118 


As 


BUP ; 


Figura P5.119 


5.120 El bloque sólido de 80 lb golpea una pared rígida lisa 
(Fig. P5.120) y rebota con un coeficiente de restitución de 
e =0.2. Antes del impacto el bloque tenía w; = 1.2 5 rad/s 
y Ye = 0.81 + 0.6j pie/s. Encuentre la velocidad angular 
del bloque inmediatamente después del impacto. 


Figura P5.120 


5.121 La barra en la Fig. P5.121 se encuentra cayendo li- 
bremente en un plano vertical. En un cierto instante está en 
posición horizontal con sus extremos A y B con las veloci- 
dades indicadas. Si el extremo A queda repentinamente fi- 
jo, demuestre que la barra comenzará a levantarse alrededor 
de A siempre que V; < 2 v}. 


Figura P5.121 
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5.122 En el problema anterior demuestre que la pérdida de 
energía al detenerse instantáneamente el punto A es indepen- 
diente de v,. 


5.123 La barra en la Fig. P5.123 gira hacia abajo desde la 
posición horizontal punteada y golpea a la masa m. La barra 
tiene masa M y longitud /: La colisión tiene lugar con un 
coeficiente de restitución nulo. Si el coeficiente dé fricción 
entre m y el plano es 4 , encuentre la distancia que m se mo- 
verá antes de detenerse. Considere a m como a una partícula. 


Figura P5.-123 


5.124 Una esfera de madera con peso igual a 0.644 lb gira 
hacia abajo desde una posición en que la barra está en posi- 
ción horizontal y golpea al bloque. (Fig. P5.124). El coeficien- 
te de restitución es e = 0.6. El bloque pesa 3.22 lb y está 
inicialmente en' reposo. Encuentre. la posición del bloque 
cuando queda permanentemente en reposo. (Suponga que 
la esfera se elimina del problema después del impacto y que 
el resorte no puede rebotar más allá de su posición original 
no alargada). 


/ 


ipie E 
HEPES ad k = 1 lb/pie 


Figura P5.124 


5.125 Una esfera de 4 lb se suelta desde el reposo en la po- 
sición mostrada en la Fig. P5.125 y se observan dos cosas; 
(1) la esfera queda inmediatamente en reposo después del 
impacto; (2) el bloque de 5 lb se desliza 3 pie antes de dete- 
nerse. Teniendo en cuenta esas observaciones encuentre los 


coeficientes de restitución (entre la esfera y el bloque) y de 
fricción (entre el bloque y el piso). 


Figura P5.125 


* 5.126 El cuerpo rígido formado por la esfera y la barra 
en la Fig. P5.126 se suelta del reposo en la posición horizon- 
tal. Gira hacia abajo y en su punto más bajo golpea a una 
caja. Encuentre qué distancia se desliza la caja antes de dete- 
nerse, si el coeficiente de restitución es e = 0.5. Los datos son: 


1. Barra: longitud = 1 m; masa = 3 kg 

2. Esfera: radio = 0.2 m; masa = 10 kg 

3. Bloque: b = 0.3 m; H = 0.35 m; masa = 5 kg 
4. Coeficiente de restitución entre bloque y plano = 0,3. 


Suponga que la esfera golpea al bloque sólo una vez. 


Figura P5.126 


5.127 El sistema en la Fig. P5.127 está girando con w;= 2 
rad/s cuando se suelta el casquillo. Todas las superficies son 
lisas y el disco está fijo a la barra; la barra eje vertical ligera 


termina en cojinetes que le permiten girar libremente. Los 
datos son: 


m3=¿islug 4 = 2 pie 
m, = 1 slug f, = 4 pie 


m; = ¿slug 


Figura P5.127 


El casquillo se mueve hacia afuera y golpea al disco sin rebo- 
tar. Encuentre: (a) la rapidez angular de la barra justamente 
antes y después del impacto; (b) el porcentaje de energía perdi- 
da durante el impacto. Los radios de Æ, y /Y,son pequeños 
comparados con sus longitudes. Trate a /s,como partícula. 


5.128 Dos ruedas dentadas (engranes) que pueden tratarse 
como discos uniformes de radios a y b y masas M y m respec- 
tivamente están rotando en el mismo plano. Inicialmente no 
están en contacto y tienen velocidades angulares o), y wres- 
pecto a ejes fijos que pasan por sus centros. Sus ejes se 
mueven entonces ligeramente quedando acoplados los engra- 
nes. Demuestre que la pérdida de energía es 


Mm 
4M + mi law, + bw)? 


5.129 La esfera />, tiene masa m y radio r y rueda con una 
velocidad de su centro de masa vo —> sobre un plano hori- 
zontal (Fig. PS.129). La esfera /%, golpea centralmente a otra 
esfera idéntica /%, que se encuentra en reposo. El coeficiente 
de fricción entre una esfera y el plano es ¿1 , y en esferas es 


despreciable. El impacto es aproximadamente elástico [e = 1). 


a. Encuentre vop y (9,de cada esfera justamente después 
del impacto. 

b. Encuentre v¿ de cada esfera después de que estas 
comienzan a rodar uniformemente. 

c. Analice el caso especial en que 4t = 0, 


8B, Bı 


Figura P5.129 


*5.130 La barra doblada de 30 kg de la Fig. P5.130 cae des- 
de la posición punteada, sobre el cilindro en rotación que 
gira inicialmente a 3000 rad/s >. Si la barra no rebota (coe- 
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0.1 m—» 


0.35 m—- 
Figura P5.130 


ficiente de restitución igual a cero), encuentre el tiempo 
requerido para que el cilindro se detenga después del impacto. 


* 5.131 En el Ejemplo 5.18 suponga que la arista frontal in- 
ferior del recipiente 4” rebota después del choque con velo- 
cidad evc;, donde e es el coeficiente de restitución (< e <). 
Use las ecuaciones de impulso y cantidad de movimiento en las 
direcciones x, y y la ecuación de impulso y cantidad de movi- 
miento angulares para encontrar las dos componentes de la 
velocidad del centro de masa y la velocidad angular de 4? 
después del impacto. Compare los resultados de žep Jery 
0, para e = l con los de e = 0. Demuestre que no se pierde 
energía cuando e = l; es decir demuestre que 


l bo. 
2 as Ll 52 rf 
7 mvg, = 3 mlxé, + Yil + 5 1,05 
* 5.132 Demuestre que las ecuaciones de movimiento del re- 
cipiente en el problema anterior después del impacto' son: 


mic = —mg sen y © W 

my = N — mg cos y (2) 
5 f 

1,0 = z N sen () — rN cos 0. (3) 


donde N es la reacción normal en la arista Q (Fig. P5.132). 
Observe que hasta que ocurre otro impacto, el centro de masa 


Figura P5.132 


'—— 0.05 m 
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tiene una componente x constante de aceleración. Use la 
cinemática para demostrar que 


t as 
Ye = |r cos 0 — 7 sen 0)0 


; 1 
— Or send + zs O l4 


Aplique las Ecs. (2) y (4) para eliminar N de (3) obteniendo 
así una ecuación diferencial en 0 que describa el movimiento 
rotacional de /? y note su complejidad. 


5.133 Demuestre la proposición 1 cerca del final del Ejem- 
plo 5.18 para el caso en que el plano está a nivel (y =0)y 
e = 0. Sugerencia: Advierta cuidadosamente que el ángulo 
del plano no afecta a la Ec. (6), pero lo que sólo se necesita 
alterar Ah en la Ec. (7) para obtener el nuevo resultado. 


5.134 Demuestre la proposición 2 de cerca del final del 
Ejemplo 5.18. Otra vez, el plano está a nivel en este proble- 
ma pero ahora e = 1. Sugerencia: La componente xç de la 
velocidad es constante después del impacto, ya que con Y 
todas las fuerzas externas (mg y N) son verticales. Para en- 
contrar esta velocidad Xy, use (oy y la velócidad de la aris- 
ta de choque Q justamente después del impacto ( wyes la 
misma que con Y = 3.719% del Problema 5.131 con e = 1; 
Vo €S Vc; hacia la izquierda). Luego use 


A ES 
W=AT= z mx¿, + F mý¿, 


1 
5 lew} — ~ mv 
tge 7 ve, 


para mostrar que C alcanza la parte superior con energía 
sobrante. 


5.135 Demuestre que el cilindro en la Fig. P5.135 al sol- 
tarlo desde ẹl reposo llegará a la pared inferior. Encuentre 
la velocidad con la que C rebotará después del impacto y de- 


termine la energía perdida. Todos los datos se muestran en 
la figura. 


e= 05% 
(coeficiente de` `- 
restitución) 


Figura P5,135 


* 5.136 Una esfera rueda con rapidez vç sobre una superfi- 
cie horizontal y golpea un obstáculo de altura H. ¿Cuál es 
la altura máxima que H puede tener para que la esfera salve 
el obstáculo? Considere que el coeficiente de restitución es 
cero durante el impacto de la esfera con la arista O, La res- 
puesta será una función. de g, r y Yc; de hecho, H/r puede 
encontrarse como una función del parámetro adimensional 
gr/vl (Fig. P5.136). 


Figura P5.136 


* 5.137 Usando una densidad para la madera de 673 kg/m?, 
determine el centro de masa C del bat en la Fig. PS.137, y 
luego su momento de inercia con respecto al eje zo, perpen- 
dicular al eje de simetría del bat. Use el teorema de los ejes 
paralelos para obtener 7 E y localice el centro de percusión 
del bat si éste gira alrededor de un punto fijo O. 


* 5.138 El martillo en la Fig. P5.138 golpea a la esfera y le 
imparte un impulso horizontal J. Determine la velocidad 
angular inicial de la esfera. 


5.139 Repita el problema anterior pero suponga ahora que 
la esfera y la barra están soldadas entre sí formando un 
cuerpo rígido. y 


75 mm. 


o q 


Figura P5.138 


Problemas para Computador al Capitulo 5 


— 
* 5,140 El sistema en la Fig. PS. 140 se suelta desde el reposo 
Li Sn la posición indicada. Con ayuda de una computadora ge- 

nere datos para elaborar una gráfica del ángulo 0 girado 

por la rueda 45, antes de detenerse en función de la relación 
de las masas M/m. Sugerencia: Demuestre primero, usando 


Problemas para Computadora, Capitulo 5 


Ww'='A que la ecuación que rige a 0 es 


(0=0ent =0) 


Figura P5.140 


Respuestas alas Preguntas! Capítulo 5 


P5.1 Por la definición del centro de masa. 

P5.2 Porque (EMc,i + EMc,j) * wk es cero. 

P5.3 Puesto que los contrapesos colocan el centro de masa sobre el eje de elevación, el cen- 
tro de masa no se mueve. j 

P5.4 Si es mayor, la barra no alcanzará la posición horizontal; si es menor, el sistema atra- 
viesa esta posición sin detenerse. . 

P5.5 Sí 

P5.6 En general, no. Depende de la posición de G relativa a C, y C}. 

P5.7 Porque rocr = Fog + Toer Y Focr X MYcr = 0 ya que rocr Y Ver son paralelos. 

P5.8 Si O no está fijo en J, entonces d/dt (roc X MVE) .= roc X Mac —Yo X mvc y el 
segundo término no es cero. 

_ — — Cuestionario de Rep asol Capitulo 5 


¿Verdadero o falso? 


Todas estas preguntas se refieren a cuerpos rígidos en movimiento plano. 


1. Si usted levanta un objeto de 2 lb a una altura de 3 pie desde el reposo y lo mantiene 
ahí, la gravedad ha hecho un trabajo de —6 pie » 1b, y usted uno de + 6 pie + lb sobre 
el objeto. ` » 


2. El trabajo de un par Ck sobre el cuerpo 8 es siempre Ck - Ok = C0 , en donde 0 es 
el ángulo a través del cual gira el cuerpo. 


3. El trabajo hecho por un resorte lineal es siempre k/2(97 — 67), en donde ô; y ô son el 
alargamiento inicial y final. (Si son negativos, representan acortamiento por comprensión.) 


4. Hay en realidad tres principios distintos de trabajo y energía cinética; dos de las 
ecuaciones se suman para dar el tercero. 


5. Los principios del trabajo y la energía cinética y del impulso y la cantidad de movi- 
miento (lineal y angular) resultan de integraciones generales de las ecuaciones de 
movimiento y carecen de términos de aceleración. 


[>] 


- No todas las fuerzas que actúan en un cuerpo tienen en general, que realizar, trabajo 
sobre él, 
7. La fuerza de fricción debajo de u 


na rueda en rodam 
si la superficie de contac 


niento realiza trabajo sobre ella 
to es curva y fija. 


8. La fuerza normal ejercida 


sobre una rueda en rodamiento Por una superficie ya sea 
que esté fija o en movimi 


ento, nunca efectúa trabajo sobre la rueda. 
El principio f XF dt = fi dt = 


10. El principio f EM, dt = 122007 — 10, 
11. 


9, 


MYVc, — MY, es válido para cuerpos deformables. 
es válido para cuerpos deformables. 

Todo problema que Pueda resolverse por W = AT, puede resolver, 
“energía cinética + energía potencial = 


= constante”. 
12. La fórmula T = Hgo? expresa toda la ener, 


miento plano, si el Cuerpo no se traslada, 


se también por 


gía cinética del cuerpo rígido en movi- 
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Capítulo 6 Cinemática de un cuerpo rígido en movimiento tridimensional 


6.1 


6.2 


Introducción . 


En este capítulo estudiaremos la cinemática de los cuerpos rígidos en movimiento general. Co- 
menzamos definiendo el vector velocidad angular œ en tres dimensiones, y luego se analiza- 
rán sus importantes propiedades, Veremos que este vector ya no tiene la simple forma k 
que tenía en el movimiento plano y que, en consecuencia, no es posible una extensión natural 
de este caso especial al movimiento general. También estudiaremos aquí la derivada de w + 
que es el vector aceleración angular. i 

Luego sigue el estudio de lo que con frecuencia se denominan ecuaciones de velocidad 
y aceleración en ‘“‘marcos de referencia móviles”, con una breve sección ilustrativa en la que 


la Tierra es el marco móvil. Se verá en la Sección 6.7 que las ecuaciones de velocidad y aceleración ` 


del cuerpo rígido pueden obtenerse a partir de esas ecuaciones generales. En la Sección 6.8 se 
estudiará la relación entre la velocidad angular y los ángulos de orientación del cuerpo. Con- 
cluirá el capítulo con un estudio de las matrices de rotación. 


Relación entre derivadas. El vector velocidad angular cm 


En esta sección consideraremos la relación entre las derivadas de un vector tomadas en dos 
marcos diferentes; estableceremos así una definición útil y concisa de la velocidad angular. Se 
aconseja al lector perseverar hasta que esta sección y la próxima se hayan entendido perfecta- 
mente. Aunque el concepto de velocidad angular en tres dimensiones inicialmente es difícil, 
debe ser estudiado con cuidado antes de considerar la cinemática y la cinética del movimiento 
general del cuerpo rígido. El vector de velocidad angular es la clave del tema. Hará más fácil 
la vida del estudiante del movimiento tridimensional (si trabaja con ahínco para entenderlo) 
o mucho más difícil (si no lo hace). s 

Sea Q un vector arbitrario: Podemos expresar Q en términos de sus componentes (Q, 
Q, Q¿) asociadas a direcciones fijas en un marco #3 por medio de la expresión 


Q =Q- if + Q- 515 + Q- Rk A 
= Qi + Q + Qk " 


en donde los vectores unitarios Ĝ, dy k) son paralelos en todo momento a los ejes respectivos 
de un sistema coordenado ortogonal fijo en Z. Consideremos ahora otro marco de referen- 
cia 4 en el que queremos derivar el vector Q (Fig. 6.1). Por ejemplo, podríamos desear en- 
contrar la velocidad de un punto en el marco _4, aun cuando la Posición del punto esté definida 
en 49 (digamos, por el vector Q). En este caso, parte de la solución requerirá que pueda ser 
posible derivar Q en 4 aunque se exprese éste en términos de sus componentes en £. 
Por consiguiente, ahora es la ocación de aprender a relacionar derivadas de un vector 
tomadas en dos marcos diferentes. Enfatizamos desde el principio que estos vectores son com- 
pletamente arbitrarios; no se requiere siquiera que estén relacionados con la dinámica; ni la 


3 
r 


Fig. 6.1 Vector Q y marcos 4 y 8. 
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derivada tiene que ser respecto al tiempo, aunque ésta es la variable independiente de interés 
para nosotros en dinámica, por lo que será la que usemos en el desarrollo siguiente. 
Si Q representa (Ec. 1.8) la derivada de Q con respecto al tiempo en <4, se tiene 


24 = 01 +04 + R+ 0/1+ 0, + ak (6.2) 


Los primeros tres términos del lado derecho de la Ec. (6.2) representan la derivada de Q en 
d3, por lo que se puede escribir 


A = “À + 10, + Q-A} + QÑ) l . (6.3) 


* Se ve claramente que los términos entre paréntesis en la Ec. (6.3) representan un vector que 


depende de Q y del cambio de orientación del marco 4 con respecto a 4, Procedemos ahora 
a obtener una expresión útil y compacta para este vector; en el proceso aparecerá el vector 
velocidad angular. 

Puesto que 


i“i=j]"j=k-*k=1 ' (6.4) 
resulta que + 


A E l (6.5) 


de manera que las tres derivadas de los vectores unitarios en la Ec. (6.3) son cada una perpen- 
dicular a los vectores unitarios respectivos*. 


. sl a 
Pregunta 6.1 ¿Será esto cierto para cualquier vector de magnitud constante (no necesaria- 
mente un vector unitario)? 
——— o o 5 


Lo anterior significa que hay tres vectores a, B y y para los cuales 


a 
=p 
Y 


J (6.6) 
-k =yxk 


Los productos vectoriales aseguran que Î, j, k sọn gada uno perpendicular a sus derivadas (Î L 


-Ji etc.) y las magnitudes de a, P y y dan a ~i, ~], -"k sus magnitudes correctas. 
En términos de sus componentes en #, podemos expresar a œ, f y y como 


a = ai E aĵ A ak 
B = BÂ + Bå + Bk- (6.7) 
Y1=»1 +) + yk 


*Esto supone que los vectores unitarios no son constantes en el marco de referencia _4/, Si dos de ellos son cons- 
tantes en 4), entonces los tres lo serán y la velocidad angular desaparece; si sólo uno es constante en —1, se tiene 
un caso especial que será considerado después. 
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Sustituyendo esas componentes en las Ecs. (6.6) se obtiene 
= 0,1 =- ak 
+= pk - på (6.8) 


“k = pi B 1%] 


y vemos que Q,, By» Y,» En este punto, permanecen arbitrarios. 


Pregunta 6.2 “¿Por qué permanecen arbitrarios? : 
VA AA 
Estamos tratando de relacionar las componentes de los vectores a, B, y para encon- 


trar una manera de expresar los tres términos últimos de la Ec. (6.3). Con este fin, notemos 
que en todo instante +, 3 f 


i-ĵj=f-k=k.i=0 
La diferenciación de la primera relación da 


Rijr-i=0 (6.9) 
Sustituyendo las dos primeras ecuaciones (6.6) en (6.9) se obtiene, 
la x îl- +x =o ` (6.10) 
Intercambiando el punto y la cruz en cada término (el triple producto escalar no varía) conduce a 
a k= piken i (6.11) 
de modo que l 
ATA (6.12) 


Igualmente, de 


î-k=0 y k-î=0 (6.13) 


obtenemos respectivamente (como se puede verificar fácilmente), 
Bx = Y Fo Y = Ay i (6.14) 


Las únicas componentes no imp' adas en las Ecs. (6.12, 


O à ) y (6.14) son a, ue son 
arbitrarias. Si las escogemos de la siguiente manera, j xr hoha 


PB => =0, l i (6.15) 
Y =0,= b 


entonces los tres vectores son idénticos y llamamos al vector resultante común wy y: 


a =B =} = wga - (6.16) 


6.3 
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Si ahora multiplicamos escalarmente las tres ecuaciones (6.8) respectivamente por í, k, sei, 
obtenemos las tres componentes de y, y: 


= Otd 
= Vals. (6.17) 


= Olh 7 


El vector 0 yyy puede entonces expresarse como* 
Ona = (Ki + Pki + ijik (6.18) 


Llamamos al vector Dgo definido por la Ec. (6.18), velocidad angular del marco Æ con 


. respecto del marco _4, o más brevemente, velocidad angular de Æ en 4. Es claro que el 


vector velocidad angular depende estrechamente del modo en que el marco 4% cambia su orien- 
tación respecto a Æ. En la siguiente sección examinaremos algunas propiedades especiales de 
este vector. Vemos que Wy es único, lo que significa que no se perdió generalidad cuando 
hicimos = ps = Yx, B,= Y, = 0, y,= &, = f, en el desarrollo anterior de la velocidad 
angular. 4 


Propiedades de la velocidad angular esem 


A 


Regresamos ahora a la Ec. (6.3). Sustituyendo los valores de A, 5 y ak por los dados 
en las Esc. (6.6) y usando la Ec. (6.16) para reemplazar œ, B y y por O yyy» Obtenemos 


20 =%Q + Qr/0 gy, X î) + QylOna X + Q; (0 y, X k) (6.19) 


que puede expresarse, usando la Ec. (6.1) como 
AÀ = Q + wya x Q . (6.20) 


La Ec. (6.20) será de vital importancia en este Capítulo así como en el Capítulo 7 dedica- 
do a la cinética del cuerpo rigido en movimiento general. Nos permite calcular fácilmente la 
derivada de un vector en un marco si está éste expresado en términos de vectores base fijos 
en otro marco; el único precio que tenemos que pagar es añadir el producto vectorial y; X 
Q. Asi, la primera propiedad de œp es que nos permite relacionar (por medio de la 
Ec. 6.20) las derivadas de cualqùier vector en dos marcos diferentes. 

Queda por contestar la pregunta de si hay más de un vector que satisfaga la Ec. (6.20); 
recuérdese que en la sección precedente seleccionamos arbitrariamente los componentes œx, Br Ye 
para hacer 4 = f = y = w. Ahora procedemos a demostrar que el vector velocidad angu- 
lar es ciertamente único. Se realiza postulando que dos vectores yyy, Y pg, satisfacen 
ambos la Ec. (6.20) y luego mostramos que son necesariamente iguales.* Tenemos así que 


MÀ = À + Oyn X Q , (6.21) 
JA =“Q + wyn X Q . l i (6.22) 


*Esta es la definición de velocidad angular propuesta por el experto en dinámica T.R. Kane. Véanse sus libros 
Dynamics: Theory and Applications (Nueva York: McGraw-Hill, 1985), pág. 16, y Spacecraft Dynamics (Nueva York: 
McGraw-Hill, 1983), pág. 49. 

*Calculemos 00 gy. CON iy k tal como se describe en la Sección 6.2, y por ejemplo, y calcúlese ¿y ¿CON otra 
tríada de vectores unitarios fijos en /*, El problema de la unicidad está en determinar si las 0 ¿y g Sasi calculadas son iguales. 
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Por resta obtenemos 
lwan — Dg) X Q=0 (6.23) 


Finalmente, puesto que Q es arbitrario, la expresión entre paréntesis en la Ec. (6.23) debe 
desaparecer lo que demuestra que el vector velocidad angular es único ya que las dos wsson 
iguales entre sí. 

Nada se ha dicho en esta sección ni en la anterior sobre dinámica; es claro entonces que 
el vector velocidad angular es un vector mucho más general que uno que es simplemente útil 
para describir los movimientos rotacionales de los cuerpos rígidos. Hemos visto que el vector 
velocidad angular es.de hecho el que puede usarse para relacionar las derivadas en dos marcos 
de cualquier vector arbitrario. Además, aunque hemos usado el tiempo como la variable inde- 
pendiente, tales derivadas pueden tomarse con respecto a cualquier variable escalar. Final- 
mente, notemos en la Ec. (6.18) que define a (y, que la velocidad angular es un vector que 
relaciona dos marcos de referencia; por lo tanto, no tiene sentido hablar de la velocidad angular 
de un punto. 

Consideremos ahora varias propiedades adicionales dew, „que serán de utilidad en lo 
que sigue. Notemos primero que si dos marcos _4 y 49 mantienen una orientación constante 
(aun'si cada uno está en movimiento en un tercer marco C), entonces y, = 0*. Para probar 
esto basta observar que ningún vector unitario fijo en dirección en /3 puede variar con el tiempo 
en 4 si no hay cambio en la orientación entre 4 y 43. Entonces de la Ec. (6.18), Wwy =0. 

A continuación demostraremos que la velocidad angular de /3 en 4 es la negativa de 
la velocidad angular de 4 en æ.. Si sumamos la Ec. (6.20) a la ecuación 


£Q =-Q + 0 yx Q (6.24) 
obtenemos 
losy + nal xQ=0 (6.25) 


Nuevamente, puesto que Q es arbitrario, tenemos el resultado esperado: 
Oya = — 0 ye (6.26) 
Ahora probaremos el teorema de la adición, que afirma qùe 


Oca = Ocg + Ogy (6.27) 


Sabemos de la primera propiedad de wy que 


À = Å + og Q i (6.28) 
“Q =“Q + wex Q (6.29) 
Q = Å + My, xQ (6.30) 


Sumando las Ecs. (6.29) y (6.30) resulta 

Å = Q + lwyr + 0g,) xQ (6.31) 
y restando la Ec. (6.31) de la (6.28) queda 

lwes — Weg — Oz, xQ=0 i (6.32) 


*Qrientación constante significa que 4 y dí se mueven como si estuvieran rigidamente conectados entre si, ex- 
ceptuando una posible traslación de uno respecto al otro. 
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Por lo tanto, como Q es arbitrario 
Dep, F Ocg + Oy . (6.33) 


y el teorema queda probado. Puede parecer obvio al lector. que la Ec. (6.33) es verdadera, 
pero en la siguiente sección demostraremos que una relación tal no existe para las aceleraciones 
angulares. 

El teorema de la adición es un resultado extremadamente poderoso. Con él es posible 
establecer la velocidad angular, en un par de marcos a la vez, de un cuerpo que gira de manera 
complicada relativamente a un marco de referencia, Este teorema evita el uso de la defini- 
ción (6.18), que nos ha sido de utilidad, pero en la práctica se suplanta normalmente por las 
propiedades descritas en esta sección. i 

Notemos que si_4 y ¿3 se mueven en C y mantienen orientación constante entre sí, en- 
tonces wy ,= 0. Por consiguiente, según el teorema de la adición, 


Oye = Oya + Oye = Oye 


de modo que, como era de esperar, son idénticas las velocidades, angulares en ( de dos 
marcos 4 y Æ que mantienen orientación constante entre sí. 

Recíprocamente, si dos marcos _4 y / tienen velocidades angulares iguales en C se puede 
demostrar que su orientación relativa es constante. Usando el teorema de la adición, Was 
= 0; entonces con 1,1, k aún fijos en dirección en Æ, se tiene por las Ecs. (6.6) y (6.16), 


mo 
| 


=0 
=0 


-Ik = 04. xk=0 


i = 0g,, X 


—:) 


] = Oya X 


Por lo tanto, 1, í, k son constantes en A y la orientación de Æ en 4 es constante. 

Para dos marcos 4 y ¿3, las descripciones “orientación constante” y “0 yy, =0” son 
completamente equivalentes. Nótese también que el teorema de la adición puede extenderse 
a cualquier número de marcos repitiendo el siguiente procedimiento con dos marcos d la vez: 


Oya = 0 y + Dgo = 0 yg + Oye H Dejo 


Ahora demostraremos que cuando existe un vector unitario k, cuya derivada respecto al 
tiempo en cada uno de dos marcos 4 -y #3 se anula (esto es, “k = “k = 0), entonces 


Oy = Ôk l (6.34) 


en donde 0 es el ángulo entre un par de segmentos dirigidos f , y lp fijos, respectivamente 
en 4 y B, cada uno perpendicular a k. El ángulo se mide en un -pisno de referencia que con- 
tiene proyecciones de las dos rectas que se cortan en un punto P, como se muestra en la 
Fig. 6.2. El signo del ángulo 0 está dado por la regla de la mano derecha: si el pulgar se colo- 


k 


fk 


/ Paralelo a e A 


Fig. 6.2 Velocidad angular simple 


g 


E Paralelo a lp! 
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ca en la dirección positiva k en P, entonces la dirección positiva de $ es la de los dedos de 
la mano derecha al curvarse apuntando de l, hacia /,, como se muestra. 

El tipo de movimiento rotacional dado por la Ec. (6.34) se llama velocidad angular sim- 
ple. Un caso en que es válida la Ec. (6.34) es el del movimiento plano; sin embargo, nótese 


que hay más casos generales de velocidad angular simple en los que el cuerpo 43 puede tam:. 


bién tener un movimiento traslacional en 4 paralelo a k, donde sería incorrecta la designación 
, de movimiento plano. > 


Para demostrar la Ec. (6.34) usamos la Fig. 6.3. (El plano de referencia es el plano del 


papel y el vector unitario que es constante en 4 y 4 es k, perpendicular a la página.) Según 
esta figura podemos escribir 


î = â, cos 0 + â, sen O 
Î = —â, sen 0 + â, cos 0 ? (6.35) 
k =â, 


Por lo tanto, derivando las Ecs. (6.35), obtenemos 


4 = [—â, sen 0 + â, cos 0JÓ = Ój 
$ = |—á,cos 9 — á, sen 01Ó = —6% (6.36) 
k=0 


y la Ec. (6.18) da, al sustituir directamente las Ecs. (6.36), 
y, = 0 +05 + Òk i : (6.37) 


que es el resultado deseado. 
Una última propiedad interesante de Wy es que su derivada es la misma si se calcula 
en 4 o en 4, Usando la Ec. (6.20) y si Q es Wy p Obtenemos ó 


ER p 
Oy = Oyy H Oyy X Oyy = À "Oyy 


Este resultado no es válido para ningún otro vector diferente de çero, a menos que sea paralelo 
(o Oya ; 
Resumiremos ahora aquí las propiedades de Wy, que hemos examinado: 


1. Es ùn vector único que satisface la relación 


“Q = Å + wy x Q 


Figura. 6.3 Vectores unitarios trazados en 
el plano de referencia para la velocidad 
angular simple. 


Ejes (x, y, z) anclados en g 
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2. 0y,,= 0 es sinónimo de “la orientación de 49 y la de 4 no cambian”. Además, si 
4 y B mantienen su orientación constante, sus velocidades angulares en cualquier 
tercer marco son iguales. 


3. Oyy = —0 jjge 


4. Oy, = Ong + Oyy = (One + 0,3) + Ox) que puede ampliarse a cualquier 
número de marcos. 


5. Sik es constante en _4 y ¿3, entonces 
07, = Ok 
en donde 0 se definió previamente. 


es 
6. “Oyy = Oya 


Ejempio 641 


El cuerpo 4 enel diagrama gira en el marco € alrededor de la verti- 


S cal con rapidez angular constante œ, ; en #, el disco _4 rota alre- 
R dedor de su eje articulado con rapidez angular constante w, , relativa 
D Si a 8. (Las direcciones de rotación se muestran en la figura.) Deter- ' 
B minar la velocidad angular de 4 en €. 


Solución 


Los ejes coordenados que se idican están fijos en 42. Según el teorema 
4, de la adición,* 


Oy = 0 ye E Oy 
HG ei ba a) 
= 0,1 + wj 
Vemos en este resultado que expresar w «yu €n términos de sus compo- 
nentes en el marco intermedio X (“‘entre” y Q) #8 ha producido un 
resultado simple y conciso. Si hubiésemos escogido en vez de esto ex- 
presar w „ en términos de sus componentes en €, entonces (ver la 
figura) con I, J, K fijos en Gs 


1 = [cos wt)Î — (sen w, +) K 
j=5 
que, sustituido en la Ec. 0), daría: 
w 6 = lo, cos t)i + o ĵ — lw, sen cs) k 


Si hubiésemos escrito w ¡cen términos de sus componentes según sus 
direcciones (iy, jı» k,) fijas en _/, entonces con 


i=1, 


j = [cos «,t)j, — [sen otk, 


*Aunque la Ec. (6.18) permite siempre calcular directamente la velocidad angular, es por lo común más fácil esta- 
blecer el vector œ usando el teorema de la adición. 
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obtendríamos, usando nuevamente la Ec. (1): 
Oj = oi, + (w; cos 0, t)j, — (w sen wtlk, 


Vemos que al expresar w „en términos de sus componentes enA o 
en G se obtiene una expresión más larga que en 47; esas expresiones 
se vuelven aún más complicadas si w, ó w, varían en el tiempo. 


Pregunta 6.3 ¿Por qué? 


El lector debe notar que aunque son diferentes cada una de las 
tres representaciones anteriores de w „; en su forma, todas generan 
el mismo vector. 


Presentamos ahora un amplio ejemplo práctico del uso de las propiedades de œw. En este 
ejemplo tres cuerpos distintos están en movimiento en un marco de referencia y sus velocida- 
des angulares se relacionan usando los teoremas relativos a las velocidades angulares y a la 
adición de ellas. 


Ejemplo 6.2 


La unión (o junta) universal (o de Hooke) es un mecanismo que sirve 


para transmitir potencia entre dos barras ejes (o árboles) no colinea- 
les. La Fig. 1 muestra una junta universal en la que los ejes $, y $}. 
están fuera de alineación según el ángulo a. 

Cada árbol está montado en chumaceras fijas al marco de refe- 
rencia J. Los árboles cuyas líneas ejes se cortan en el punto A, es- 
tán rígidamente unidos a las horquillas o yugos Y, y Y, . Una cruceta 
rígida ( es el elemento de unión entre las horquillas. Una barrá de 
la cruceta (indicada por el vector unitario î,) gira en cojinetes fijos 
en 1, , en D, y en E), mientras que la otra barra (vector unitario í,) 
gira en cojinetes fijos en Y, , en D, y en E). Las barras o travesaños 


Eje de $, 


MA 


— Eje de.S, 
å, DY : 


Figura 2 
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de la cruceta C son idénticos; forman ángulo recto y cada una es 
perpendicular a su eje respectivo. 

La Fig. 2 muestra que 0, mide la posición angular de Sen J. 
Si S, (considerado como el árbol motor o impulsor) tiene velocidad 
angular ws; = 0,1,, y la velocidad angular resultantd de S, es 
0y,9 = 0, A, hallar la relación de «, a w, En términos de 0, y a; 
graficar w/w, contra 0, para a = 0,20, 40, 60 y 80 grados. Si 0, es 
el ángulo de rotación de S, investigar la relación de 0, contra 0, para 
los mismos cinco valores de g, 
—_—_—_———_—_____ a 
Pregunta 6.4 En la Fig. 2 nótese que ñ, no tiene comporiente en 
k. ¿Por qué no representa esto una pérdida de generalidad? 


K——_——— | 
Solución 


Usando el teorema de adición podemos relacionar las velocidades 
angulares de los cuatro cuerpos rígidos: 4%, (árbol S, más su horqui- 
lla Y), C, 8, (árbol S, más su horquilla Y) y 3: 


Wer = Oije E Ore, + Orya a) 


Puesto que 4, y d5, tienen ambos velocidad angular simple en 3, po- 
demos escribir 


Onja = 0,1, or 0,1, Way = 0,1, or Oañ, (2) 


Sabemos también de la Fig. 1 que la cruceta Č tiene velocidad 
angular simple en cada uno de los cuerpos 4, y 43, . Por ejemplo, el 
único movimiento que C puede tener con respecto a B, es una rota- 
ción alrededor de DE, (recta fija en ambos cuerpos). Lo mismo es 
cierto para el movimiento de C en 43, . Por lo tanto, 


Deje, = Orani, Orn = Op, = —0 4,6) (3) 


en donde Oem Y 07). con las magnitudes desconocidas de los vecto- 
res respectivos. í 

A continuación debemos expresar ñi,, fì», íi, y û, en términos de 
un conjunto común de vectores unitarios. Podremos entonces obte- 
ner tres ecuaciones escalares de (1) y expresar w, en función de 0. 
En la Fig. 2, tres vectores unitarios son obvios: 


ñ =5 
ña = sen xi + cos aĵ f (4) 
û, = —cos 0,1 + sen 0,k 


Para obtener û,, notemos que es perpendicular a ñ, y a û,. For- 
memos el producto vectorial û, x ñ, que da la dirección asignada 
de ñ, (nótese que ñ, X ñ, es opuesto); íi, X ñ, no es generalmente 


un vector unitario, por lo que para obtener ü, lo dividimos entre su 
magnitud: 


ú,xáñ —cos e sen 0,1 + sen a sen 0, — cos o, cos O,k 
¡X BM 1 1 TS 


Dri (5) 
[ú, x ña] . ycos*a + sena sen? 0, 


(3 


2 


` 
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Sustituyendo las Ecs. (4) y (5) en las Ecs. (2) y (3) y luego sustituyendo 
las expresiones resultantes de la velocidad angular en la Ec. (1), obte- 
nemos una ecuación vectorial que tiene las siguientes tres ecuaciones 
escalares componentes: 


Coeficientes del: w, sena = Rwz,e[—cos a sen 0,) 
ó + Weg [—cos 0,) (6) 


Coeficientes de Ì: w, cos « = Roz,p[sena sen0,) + w, 7) 


Coeficientes de k: 0 = RO pel — cos a cos 0) + Orm lsen0,) (8) 


en donde R = 1/ y/cos? a + sen? a sen? 0,. Eliminando Oce, Entre 


(6) y (8) resulta 


—«, tan a sen 0, 


9 
E (9) 


Diao = 
y la sustitución de (9) en (7) da: 


cos & 
A E E, a 
? cos? a + sen? a sen? 0, 


de manera que 


o osa ao 
w, l — sen? & cos? 0y 


La Fig. 3 muestra la gráfica del valor de œ, para un cuarto de 
vuelta de $, en el espacio. Nótese que como cos .0, está al cuadrado, 
las curvas se reflejan respecto a una línea vertical en 0, = 90° para 
90° < 0, < 180°; entre 180° y 360%, se tiene nuevamente una reflexión, 
esta vez de las curvas entre 0 y 180%. Obsérvese que para ángulos . 

o, muy grandes, el árbol S, debe girar muy rápidamente en y cerca 
de ð, = 0; cuando a = 90%; los cuerpos alcanzan una configura- 


Ly 


wj 


(grados) 
Figura 3 


Figura 4 
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ción en la que no pueden girar en absoluto; esto se llama traba de 
unión. Nótese además que un desalineamiento de unos 10° genera 
una variación en la rapidez de sólo aproximadamente 3° en 
una revolución. j 

Ahọra analizamos los ángulos de rotación 0, (de S,) y 0, (de $3). 
Como $; y S, tienen velocidades angulares simplesen 9J , se tendrá: 
œ = Åi y w,= Ó,, por lo que (de la Ec. 10): 


À, o 0, cos x an 


1 — sen?a cos? 0, 
Integrando (11) se obtiene 


cos a d,, 
1 — sen? a cos? (), 
tan 0 a 
= cn ,) a (12) 
COS & 
La constante de integración es cero si definimos 0, = Ò cuando 
0, = 0. Entonces 0, puede graficarse como función de 0, para los 
mismos valores representativos de q (Fig. 4). Si x = 0, entonces 
0, = 0, y la curva es una recta a 45%. Si a 0, note en las curvas 
que para 0 < 0, < 90%, el árbol S, ha girado más que $1; luego 


S, lo alcanzaen 0 = 90%, y de 0, = 90° a 180° el ángulo 0, de $, va 
retrasado respecto a 0,. 


0, + constante = f 


=> 
90 b, 
(grados) 
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1 


a aama 
Pregunta 6.5 Explique la razón de lo anterior usando la Ec. 12. 


= A AA A UU 


De 180° a 360°, el ciclo se repite y todo vuelve a la misma posición 


de partida ( 0, = 0, = 360%) al mismo tiempo. 


Problemas/Sección 6.3 


6.1 Verifique en el Ejemplo 1.1 que ”A es efectivamente 
Os X A, en donde y = 0(—k) (Fig. P6.1.) 


Figura P6.1 


6.2 Las velocidades angulares de 4 y £ en un marco de 
referencia J son, respectivamente, 101, rad/s y 7, rad/s. 
Encuentre la velocidad angular de £ en_4 expresada en 
términos de Î y Î (Fig. P6.2). 


Figura P6.5 


YA = 5ti+ (sen2t) j 


6.3 Un vector v está dado en función del tiempo por v = 
Pi + PÎ + tk m/s, en donde Ĝ, Î, R) son vectores unitarios 
cuyas direcciones están fijas en un marco 4. La velocidad 
angular de M en el marco K es wp = Â + (+ PR 
rad/s. Calcule la derivada de v en el marco K, esto es, *y: k 
(a) en función de (; (b) en £ = 1 s; (c) en £ = 2s. 


6.4 En el problema anterior determine *v. 


6.5 Observe los tres marcos 4, 8 y E y el vector A 
definido en la Fig. P6.5 en términos de sus componentes 
en, €; también Wy = IF + Pj y wy, = Sk. Encuentre 
JA ent = n/4s. 


6.6 En el Problema P1.155 se definen los vectores unita- 
rios tangente, normal y binormal de una curva en el espa- 
cio .S, Sea £ un marco que se mueve con respecto a S en 
forma tal que é,, €, y €, están siempre fijos en 4%. Use la 
definición (Ec. 6.18) de velocidad angular para encontrar la 
de # en $, Note que 


d [fa as dl) 
so [2oj- 0 


6.7 La antena 4 en la Fig. P6.7 está orientada con las 
siguientes tres rotaciones: 


1. Azimut, respecto a y fijo en Ç; Wa = 3É rad/s 


át rad/s 


y 6 
38 rad/s. | A OA 
: 3, W 


Soporte 
acimutal 


Figura P6.7 


d 2. Elevación, respecto a Zy fijo en un primer marco 
intermedio 3,; 03,9, = 1 rad/s f 
3. Una rotación de polarización respecto al eje x, de la 
antena (fijo en el segundo marco intermedio J, y 
en 4); 0 y5, = 4t rad/s 


Si la estructura está en la posición p =0en1=0, encuentre 
(y ent = T./2s. Use los siguientes vectores unitarios fiios 
en dirección en J,: Î paralelo a y, k paralelo a z; eî = j 
x k. 


6.8 Demuestre que el ángulo 0, de la unión o junta univer- 


sal en el Ejemplo 6.2 puede también obtenerse multiplicando , 


escalarmente k con ûz. 


6.9 Un aparato para simular condiciones espaciales permi- 
Z giros alrededor de ejes ortogonales, como se muestra en 
la Fig. P6.9. Determine la velocidad angular en el marco 


Figura P6.9 
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de la cápsula C que contiene a un astronauta. Exprese el 
resultado en términos de los vectores unitarios (i, j, k) fijos 
en la viga 8. Note que la rotación œ, es alrededor de un 
eje fijo en € yen 4, pero noen $; este eje es paralelo 
a yen t = 0 y œ, es una constante. G 


* 6.10 El cono exterior ¿3 en la Fig. P6.10 tiene el siguiente 


movimiento prescrito con respecto al cono interior fijo C: 


1. Los vértices permanecen juntos. 

2. La recta AB (un radio en la base fijo en Æ ) siempre 
se encuentra en algún plano vertical paralelo a` XY. 

3. El cono 8 resbala sobre (; o sea siempre hay una 
línea de contacto entre O y un punto del círculo 
base de C. 

4. El punto A de Æ gira alrededor del eje x en un 
círculo vertical con rapidez constante H 0. 


Use el teorema de la adición para demostrar que la velocidad 
angular de /3 en C está dada por 


Óltan? y cos? 0í — tan y cos 0) — sen 0 tan yk) 
Y 4 tan? y cos? 0 


Oye = 


6.11 En él problema anterior encuentre 0, si la proyec- 
ción de AB sobre el plano YX que pasa por A está siempre 
alineada con el radio (Fig. P6.11). 


6.12 Determine (y, en el problema anterior si el cono ex- 
terior rueda sobre el cono interior (Fig. P6.12). 


Figura P6.11 


Ra 


Figura P6.12 


Figura P6.10 


*Los asteriscos señalan los problemas más difíciles. 
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Barco S 


Mar £ 


(sin escala): 


Figura P6.13 


ey ra usual para estabilizar antenas marinas es 
Por medio de masas pendulares junto con el efecto giroscó- 
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Cabeceo: H10%en6s 
Balanceo; +30 engs 
Derrape: + 8° en 50s 


es (1) cabeceo, del marco € a un marco intermedio J, : 
; 


he barco S en el mar (marco fijo de la Tierra £) expre- 
a a según los ejes fijos al barco (x, y, z). Sugerencia: Por 
ejemplo, A (cabeceo) será de 10 7.7 180 sen 2 71/6 rad 


6.14 Formule la velocidad angul: 
pe ae pri gularde Zen $, expresada 


6.15 Exprese la velocidad angular de Jen £ usando los 


resultados de los dos Problemas precedente, y el teorema de 
ltados de 1 d ble; d t d 
S tes y el 


s 1 
Fig. P6.16b (Cortesía de Heath 
Company) 


puede girar 350% alrededor de z en 30 s con relación al 
marco de referencia J. El brazo puede girar 150° alrede- 
dor del eje y en 26 s. [Los ejes (x, y, z] están fijos en la cabe- 
za J.) La parte del brazo a la izquierda del punto E puede 
extenderse (y retraerse) hasta 5 plg en 30 s. La muñeca 1/ 
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tiene dos movimientos: puede pivotear hasta 180% respecto 
a y’ en 10 s y girar (alrededor de x’) hasta 350% en 4 s. Los 
ejes (1, y’, z’) están fijos en 4U/. Finalmente el asidor 
(tenaza) G pueden abrir (y cerrar) 3.5 plg en 3 s pero se 
supone aquí que es un círculo cerrado con un diámetro 
de 2.5 plg. Se muestran en la figura las dimensiones apro- 
ximadas. ` 
En este problema suponga que todos los movimientos 
del robot (excepto la apertura del asidor ocurren simultánea- 
mente respecto a ejes positivos, con sus rapideces promedio 
respectivas. Determine la veloçidad angular del asidor G 
relativaa J ,y exprésela en términos de vectores unitarios 


en .X en el instante en que 


1. El ángulo de rotación 0 del hombro es —60%: 


60°, 


pico de volantes giratorios. En la Fi 

- En la Fig. P6.13 el barco (mar- * 
s S) cabecea (alrededor de x), se balancea elea ra 
J) y derrapa (alrededor de z) en el mar narco € ). El mar- 


* 
2 pc fabricado por Heath Company tiene el bra- ` 
nico mostrado en la Fig. P6.16a 1 i 
. P6., y en la fotografi 
anexa. Su hombro S se extiende desde la cabeza A ais 


6.4 El vector aceleración angülar —— 


' 


Para aplicar lo que hemos aprendido sobre velocidad angular a la cinemática de cuerpos rígi- 
dos, necesitamos entender también el concepto de su derivada. La aceleración angular del marco * 


d3 respecto al marco 4 se define como 
Lea = Deja (6.38) 


(Nótese que según la última propiedad de y, „descrita en la sección anterior la derivada 


puede también tomarse en ds, pero generalmente en ningún otro marco.) 
Es importante notar que el teorema de la adición (Ec. 6.27) no se cumple para aceleraciones 


angulares. Obsérvese que 


Figura P6.16a 


! | dns Ms 
| Ue) = Oq = Vew + Oyy A 
= lOc + Oya 
= (Ocu + Oyy X Oee) + Aya 
teja = Ace E Any E Ogy X Ocg (6.39) 
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producto vectorial dė dos velocidades a 
impide generalizar el teorema para el caso de las a 


Ejemplo 6.3 


El cuerpo 4 en el diagrama rota en el marco € alrededor de un eje 
vertical con rapidez angular constante w. (Se muestran las direccio- 
nes de rotación.) Determinar la aceleración angular de 4 en G. 


Solución 


Como vimos en el Ejemplo 6.1, 
As we saw in Example 6.1, 


Og = Oye + Ogg = wi + oj 


| Luego usando la Ec. (6.20) y notando que œw ) ye Está expresada en tér- 


i j : Ejes (x, y, z) anclados 
minos de ejes anclados en 4, desplazamos la derivada* y obtenemos ” ©% Y, 2) anclados en g 


Cag = Ong = Ong + Ong x Doo 
=0 + o ĵx (m1 + w ĵ) 
= —0,0,k 


Obsérvese que el mismo resultado se obtiene usando la Ec. (6.39) con 


los marcos C, #8, y A reemplazados por los Ab y G, respecti- 
vamente. 3 


Pregunta 6.6 ¿Por qué es Òn = 0 en el ejemplo anterior? 


Ejemplo 6.4 _ 


Determinar la aceleración angular de la cruceta C relativa al marco 


3 en el Ejemplo 6.2, para el caso'en que 0, es constante. Exprese 


el resultado en términos de los vectores unitarios ñi,, û, y Y, = ñ, 
x û, fijos en 8. 


Solución 
Usando la definición (Ec. 6.38) y el teorema de la adición, 
Weg = De 
= Weg, + pp 
= Ogn, + Opg X Weg, + Omya 


**Desplazar la derivada” significa hacerla pasar de un marco de referencia en el cual es inconveniente la deriva- 
ción, a uno.en el'cual es favorable efectuarla. 
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Primero nos concentramos en el primer término del segundo 
miembro de la Ec. (1). En el Ejemplo 6.2 teníamos 


n s i 2) 
Oem = O, Tos V 1 — sici ûz i ( 


n donde usam a notación Są = Sen č, Ca = COS Ad, Ta = tana, 

e e usamos 1 tación Sa se y Ca Ci Ls 

Ss = sen 0, y Cı = COS 0,. También sabemos del Ejemplo 6.2 que 
1 


j, ce 0) 


= 7 
1 — sic 


Sustituyendo Ô, de la Ec. (3) en la (2) y derivando el resultado en 
B, (ûzes constante ahí) se obtiene, después de simplificar, 


p2 
rn = C1SaCa b1 ñ, (4) 
Oele, [1 = s2c?pr 


El segundo término en la Ec. (1) es 


6%, x ÒT,sı V1 — s2c?ú, 


que al simplificar queda 


018,001 s 


(5) 


“El último término en la Ec. (1) es: 


—207s2c,5,c1 n 


ke "NN a E (6) 
“0 ga = Qñ = i s37 EEE nz 


en donde hemos derivado la Ec. (3). 


La solución para «¡y es, por consiguiente, la suma de los vectores 
en las Ecs. (4), (5) y (6): 


2551 a s.c«07 
2 (1 


že = [caca + s¡ Y, — En - 24 

Notemos que hasta ahora en el Capítulo 6 no hemos mencionado 

velocidades ni aceleraciones. En tanto que las velocidades angulares 

de un cuerpo a otro sean simples, podemos efectuar un gran número 

de cálculos con las velocidades y aceleraciones angulares usando sim- 

i plemente las definiciones y propiedades de w y @... 


pr 


Problemas] Sección 6.1 _—_—_——ana_aa___—_—___________ 


ión angular 
6 a7 Sab a de las propiedades del vector velo- 6.18 En el Problema 6.6, encuentre la aceleración ang 
. abemos que un 
cidad angular es que O yg = "Oys, Demuestre que esto no de 8 en S. 
es una propiedad del vector aceleración angular dy. 
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Figura P6.19 


6.19 Las componentes de dos vectores de velocidad angu- 
lar se indican en la siguiente tabla como funciones del tiem- 
po. Los vectores unitarios ortogonales Â, i, k) están fijos en 
dirección en el marco ¿3 . Encuentre la aceleración angular 
de Cen 4 :(a) como función del tiempo; (b) ent = 0 S; 
(c) en t = 0.5 s (Fig. P6.19). 


I f È 
Oju 4t? 2 6 
De, sen t cos t 7t 


6.20 Los vectores velocidad angular y aceleración angular, 
We) y Uy 1» respectivamente, están expresados en términos 


de sus componentes en un tercer marco ¿2 por las siguien- 
tes ecuaciones; 


Oca = 011 + oj + ok ['que los vectores 


7 > í unitarios están fijos 
Ceja = 011 + 07) + ak en &) > 


Determine la restricción en el marco ¿”paraa cual % = 0; 
(i = 1,2, 3). 
02% La antena 4 en la Fig. P6.21 (Problema 6.7) está 
orientada con las siguientes tres rotaciones: 


1. Azimut, respecto a y fijo en G con Wa = 31, rad/s. 

2. Elevación, respecto a z; fijo en un primer marco in- 
termedio 3, con velocidad constante W3,9,= 1 rad/s. 

3. Una rotación de polarización respecto al eje x de la 
antena (fijo en el segundo marco intermedio Ty 
en 4) con wyg, = 4t rad/s. 


Si la estructura está en la posición $ =0ent= 0, encuentre 
Lyg EN t = 7/25, Use vectores unitarios fijos en dirección . 


en 3. 


A 


6.5 
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Xx 


Soporte 
acimutal 


Figura P6.21 


6.22. En el Problema 6.9 encuentre la aceleración angular 
de la cápsula C en G.- Considere a w, Y (0, como cons- 


*6.23 Enel Problema 6.13 encuentre la aceleración angular 
Sde Eent = 24s, 
6.24 Vea la Fig. P6.24. Los ejes x y, z están fijos en el cuerpo 

A que gira en J respecto al eje z con velocidad angular 
w,k.. El brazo B, unido rigidamente a 4, soporta un 
cojinete sobre el que gira Č con velocidad angular mi 
respecto a 4, Finalmente, el cuerpo ®© gira alrededor de 
la dirección î (que coincide con los ejes de simetría de € y D) 
ĉon (yk relativa a C. Si (01, (0, y (0, son todas funcio- 
nes del tiempo, encuentre la aceleración angular de D 
en J.en el instante en que ñ forma ángulos con x y z de 
135% y 450, respectivamente. 


rencia. 


La pasador P (fijo a X) 


Fig. 6.4 Ejemplo de un punto con mo- 
vimiento respecto a dos marcos de refe- 
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se mueve en los marcos 8 y J 


Fig. 6.5 El punto P se mueve con res- 
pecto a los marcos de referencia 4% y J. 


3 imi iones 3.7 
dos marcos 43 y J. Ya estudiamos este problema en movimiento plano en las Secciones 
os a s F 
N izará nensiones. . 
. Ahora se analizará en tres din d ' 
d NE ate arbitrariamente J como un marco de referencia para el uoma T 
i ié A se consideren rígi- 
bién cuerpos; en tanto que 
i ue ambos son marcos y tam 
ni i La Fig. 6.5 tra el esquema general. 
ignifi P a Fig. 6.5 muestr: 
ombres significan lo mismo. . ' ra f 
m na y O” puntos fijos de Y y 43, respectivamente; derivando la relación que los u 
e 


(6.40) 
Top = too: + Top 
en J obtenemos* 
oi P 3 (6.41) 
Top = “og: + “Top 


Como O está fijo en 3, los primeros dos vectores en la Ec. (6.41) son las velocidades en J 
de P y O”: 


i (6.42) 
Vpja = Vo'9 + “To'p 
! á 3 
El último vector en la Ec. (6.42) presenta un problema. No es la temer E A en i 
1 punto O’ no está fijo en 3, ni es la velocidad de P en 8 porque E pu 

e tomada ahí. Para resolver este dilema, volveremos a escribir el término desplaz: 
está A 4 
derivada de Y a ¿3 mediante la Ec. (6.20): 


Veo = Yoja + liop + 09 X To'p) (6.43) 
= Voyg + Vpig + Ogg X To'p a 
= Veja + Vog + Op X To'p) 
TEN ahora deducir la ecuación que relaciona las velocidades E cg So 
cuerpo rígido a partir de la Ec. (6.44). Temporalmente sea P un punto fij ; 
Yeg = 0y 


(6.45) 
Vpjg = Yog + Ogg X Top 


(6.46) 
Vp = Vo: + W X Top 


i Ó ueden 
ue es la misma que la Ec. (3.5) del movimiento plano, sólo que ahora los nd yv re 
E también componentes en z y el vector œ puede tener componentes en x y en y, 


de la componente en z. 


*Los sı . (6.4 ece: de: o el que se efectúa 
Los superíndices en la Ec. (6.41) son ahora necesarios para designar el marco de referencia en el q 
la derivación. 
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Volvamos al caso general en que P no está necesariamente unido a 8 o aJ 


el punto de 43 (o de 43 extendido) coincidente con Pz. La Ec. (6.44) es entonces 


; sea P 


Vrj9.= Veje + Yes 


(6.47) 
En palabras la Ec. (6.47) se expresa: 


Velocidad de] _ [Velocidad de] , | VYlocidad en F del 
Peng leg + | punto fijo de 47 

en en coincidente con P f 

, $ VpJ9 = Veja T Vp,/7 


La Ec. (6.47) tiene la virtud de ser compacta; sin embargo posee una forma menos conveniente 
que la Ec. (6.44) para que al derivarla produzca una relación análoga entre aceleraciones. 


Pregunta 6.7 ¿Por qué? 


== a UO 


Otro modo común de expresar la Ec. 


(6.44) es considerando al cuerpo B como un mar- 
co móvil, o sea como un cuerpo en movimiento relativo a otro marco J, (Fig. 6.6). Se puede 
entonces escribir la Ec. (6.44) de la siguiente manera: 

W=R+w4+0xr (6.48) 
* . en donde 
Vp = velocidad de P en el marco J 
, R= velocidad del origen móvil = Vos 
Vie = velocidad de P en el marco móvil = Veja 
w = velocidad angular del marco móvil = Ogg 
r= 


vector de posición de P en el marco móvil To'p 


Consideremos ahora dos ejemplos sobre el uso d 


e la ecuación de la velocidad para marcos 
móviles (Ecuación 6.44, 6.47 o 6.48). 


Figura P6.6 
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Ejemplo 6.5 == 


Encuentre la velocidad en G del punto A en el fondo del disco en 
el Ejemplo 6.1 (ver la figura). 


| 


Seleccionamos a # como el marco móvil y de la Ec. (6.44) (en donde | 


Solución 


G es J y A es P) se obtiene: 


a X Yo: 
Vaig = Yaja + Vo'1g + Oei C'A 


` En ale caso Vog = 0; también Wy¿ = 03) del ejemplo anterior. 
La velocidad de A en # está dada por 


Vau = Yw + wå x rj = rok 


< Por lo tanto 


vag = rok + 07) x (05 + Rk] = Roji + royk 


La manivela C en el diagrama gira alrededor del eje z que pasa ar 
á unido a una junta esférica como se mues- 
O. Su otro extremo, O, está uni ae 
j barra ¿3 que pasa a travé. 
. La junta forma el extremo de la e 
pá fa en el techo J. Calcular la velocidad del punto P de la 
barra cuando 0 = 90%. 


Solución 


Dendtamós con H el punto de J en el centro del agujero; entónces: 
y (1) 
Jus = Vaje + Veja 
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en donde P es el punto de B 


Pl coincidente co; 
movimiento de H en 2 debe m el punto A. Como el 


ser a lo largo del eje de 4, se tiene: 


Vez 
o=w [R+ VIR) ~~ 
Hja 3R + [Vo + gy X Top) 
o bien ’ 
5 Za 
0= “ml ] n 1%) 


+ [Roi wi aj o) x (RE R + TR O) 


Agrupa ici DLiyk 
grupando los coeficientes de »Jyk, respectivamente, resulta 


1 
CIÓN VIRo, + Ro, = Ro, 


(4) 
1 
T7 Yuu + RO, — /7Row, = 
3 He z V7Ro, 0 (5) 
C ; 
TT Vue T RO, — Rw, = 0 
3 > y (6) 


Es i i 
tas tres ecuaciones no pueden resolverse para obtener valores 


únic incógni 
os de las cuatro incógnitas Ox, Wy, Oz, Vije. Sin embargo, se puede 


Obtener una respuesta 
12 para Vs,g restando la Ec. (5) de 1 
sumando ./7 „veces la Ec. (6). El resultado a iii 


Ro, 
'0 
Viaje As 


3 


Sustituyendo este valor en las Ecs, 
EN Wx, W, (¿cuya matriz de coeficie: 
es cero). Entonces no pueden resolvi 


(4) a (6) resultan tres ecuaciones 
ntes es singular (su determinante 


respuesta para Vp; . En términos m. 
fiesta en que esta componente “axial” 


Veja = —Vyje = Ro E 


3 3 


w'*rop=0 


Esto es, 


Mo, — y + Toy) =0 S 


6.5 Velocidad y Aceleración en marcos de referencia móviles 395 


Esta ecuación establece que esas componentes w' forman un vector 
normal a la recta OP; nuevamente, tal vector es la única parte de 
w que puede afectar a vp. 

Después de agregár primas a w;,0,,0, en las Ecs. (4-6), la solu- 
ción de las Ecs. (4-7) es 

JT we Row 
w =0 w, = — o, w, = — Vy = — 
x y 9 o z 9 H/£ 3 

Ahora podemos calcular la velocidad de P con la Ec. (1) o con la 
Ec. (2), como sigue: ý 


Veja = Voja + Oya X Top 


' 


: ĵ+k A A 
skai a (LEE ) x Ri —j+ 4/7k) 


(como antes) 


Después de haber visto estos ejemplos, estamos listos para obtener las relaciones corres- 
pondientes a las aceleraciones de P en dos marcos /3 y 2. Derivando la Ec. (6.44) se obtiene 


e A E Fas 7: A i 
Veja = “Vog + “O gjg X Top + Ogg X “Top + “Vpjg (6.49) 
o usando de nuevo la Ec. (6.20) (una vez en cada uno de los dos últimos términos) obtenemos, 


api = âo + Ugg X Top + Ogg X liop + Ogg X To'p) (6.50) 
+ [pg + Ogg X Top 


Reordenando términos nos queda, 


apg = Vpja + 209 + Ugg X Top + Ogg X (Ogg X Top) + 2079 X Prop (t (6.51) 
—— e_y a 
Ap = Apjg + i ` apg + 2wyg X Vpjg (6.52) 


Los tres términos intermedios en el lado derecho de la Ec. (6.51) representan la aceleración 
del punto Py de 43 (o de 43 extendido) coincidente con P. (La prueba es sencilla: si P está 
fijo a B en el punto Pz., entonces los dos otros términos desaparecen, ya que ro.» se vuelve 


un vector constante en 43 y lo que queda es necesariamente ap,/y .) El término Epig (que 
es ayp , con las dos derivadas efectuadas en 43 ) es claramente la aceleración de Pen 4. 


El último término, 24,5 X Ypg» Se denomina aceleración de Coriolis de P. Nótese que debido 
a la presencia de la aceleración de Coriolis no es cierto que la aceleración de P en el marco 
J es igual a su aceleración en 43 más la aceleración del punto de 43 con el cual es coincidente 
(como era el caso con la velocidad vp de P). Este resultado es análogo al hecho de que el 
teorema de la adición para velocidades angulares no se cumple para aceleraciones angulares. 
Igual que hicimos con la ecuación de velocidad, se formula ahora la Ec. (6.52): 


+ | punto fijo de 8 


coincidente con P 


Aceleración | _ | Aceleración 
de Coriolis 


Aceleración de 4 del 
dePen3 | |[dePen£ ] | 


Aceleración ] 


apg z apj + apy + 20g9 X Vriz 
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Con la notación abreviada de la Ec. (6.48) tenemos, 


ap=Ñ +axr+ ox (ox t+20 XV + aa (6.53) 


1 
en donde 


ap = aceleración de.P en el marco J 


R 


aceleración del origen móvil = 209 


a 


aceleración angular del marco móvil = lg 


Aj = aceleración de P en el marco móvil apg 


Todos los otros términos de la Ec. (6.53) se definen como en la Ec. (6.48). 


m Ejemplo 67 a 


Calcular la aceleración en G del punto A en los Ejemplos 6.1, 6.3 ` 
y 6.5. 
Solución 


Usaremos la Ec. (6.51); el marco de referencia J es G y el punto 
móvil P es A: 


aag = Aaw + aog E Ong X toa + Dye X (We X roal 
+ 2046 X Vaja 


Los diversos términos del segundo miembro se calculan como sigue 


0 0 
1. age 5 Mn + ofu X Toa — Witos 
Nótese que -4 está en movimiento plano relativo a 
B , por lo que esta forma abreviada es correcta. 
`  =—rw%) (4 se mueve sobré una circunferencia 


con velocidad constante en 2) 
2. aga = 0. Nótese que O' está fijo en. G en este ejemplo. 
3. ag X To = 0. Nótese también que ay, = $ (d/di)( w, Î) 
= 0, ya que w, es constante y j no cambia de dirección 


end , 3 
4. wyg X (073, X Toa) = 07) x [of x (rf + RI] = —Ro?k 
5. Oye X Vaje = 20) X (rok) = 2100, wi. 


La aceleración del punto A es entonces: 


aag = 2004 — ro?j — Rok 


En la Sección 6.7 resolveremos este mismo Ejemplo usando otro método. 
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Problemas/Sección 6.5 
— 


6.25 Un automóvil viaja hacia el sur sobre un meridiano; su 
rapidez relativa a la Tierra es de 60 mi/h, incrementándose 
a razón de 2 pie/s? (Fig. P6.25). Encuentre la aceleración 
del automóvil en un marco cuyo origen es el centro de la tierra 
y el eje z es el eje polar de rotación; los ejes x y y no giran 
con la Tierra sino que están fijos en el espacio. 


6.26 Si en el problema anterior el automóvil se desplaza de 
oeste a este a 45 de latitud norte, en vez de a lo largo 


Figura 6.26 


Figura P6.28 


€x--AA.< -MMMMMMMM««044+4+4+ A 


de un meridiano, halle su aceleración en el mismo marco de 
referencia (Fig. P6.26). 


6.27 El disco 4 en la Fig. P6.27 gira a 10 rad/s en senti- 
do antihorario (mirando desde arriba su superficie horizon- 
tal). Un disco 43 más pequeño rueda radialmente hacia 
afuera a lo largo de un radio OD de `A. En el instante mos- 
trado, el centro C de 43 está a 4 pie del eje de rotación 
de 4, y esta distancia crece a razón de 2 pie/s. Determine 
la velocidad y aceleración del punto E que se encuentra en la 
parte superior de ¿4% en el instante dado. 


6.28 La la barra eje .S en la Fig. P6.28 gira en el gozne 

J a2rad/s en el sentido indicado. La rueda gira simultá- 
neamente a 3 rad/s alrededor de su eje como se indica. Am- 
bas rapideces son constantes. El insecto se desplaza hacia 
afuera sobre un rayo de la rueda a 0.2 plg/s con una acele- 
ración de 0.1 plg/s?, ambas magnitudes con relación al 
rayo. Para el instante mostrado, encuentre: (a) la velocidad 
angular de la rueda; (b) la velocidad del insecto. 


6.29 Determine la aceleración angular de la rueda y la 
aceleración del insecto en el Problema 6.28. 
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Figura P6.30 


* 6.30 La grúa C enla Fig. P6.30 gira alrededor de la ver- 
tical con w, = 0.2 rad/s = constante y simultáneamente su 
aguilón #7 se levanta con la rapidez creciente Oy = 0.1r 
rad/s. Los ejes (x, y, z) están fijos a la grúa C eno y el 
aguilón tiene la dirección del eje y cuando í = 0. Halle, cuan- 
do el aguilón forma un ángulo de 60% con la horizontal, 
() wagi (b) OTAN (c) VpjG 5 (d) ap: 


Figura P6.31 
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- 6.31 Un andén recto se desplaza frente a una plataforma 
circular giratoria, a 6 mi/h (Fig. P6.31). La gente se pasa 
a la plataforma y se dirige en línea recta hacia el centro 
para salir por la escalera. Entre el andén y la plataforma 
giratoria hay contacto de rodamiento. Suponga que la gente 
camina con rapidez constante de 3 mi/h respecto a la plata- 
forma. Si se desea que la gente no experimente una acelera- 


ción lateral de más de 3 pie/s?, calculee el radio requerido 
de la plataforma. 


6.32 El camión en la Fig. P6,32 se mueve hacia la izquierda 
con rapidez constante de 7.07 pie/s. En el ¡instante mostrado, 
la caja de carga tiene una rapidez angular Ê = + rad/s y una 
aceleración angular 0 = -5 rad/s?, El cilindro mostrado 
dentro de la caja del camión se suelta y rueda hacia el suelo 
con una velocidad angular, relativa a la cajade 1 p rad/s 
en ese instante; su aceleración, también relativa a la caja, 
es de + rad/s?. Encuentre la velocidad y la aceleración 
del centro del cilindro respecto al suelo, Use el marco de 
referencia rotatorio mostrado. j 


6.33 La barra curva 4 en la Fig. P6.33 gira alrededor de 


- la vertical a 2xk rad/s. El centro C del collarín C tiene 


velocidad y aceleración relativa a £ de 20€ plg/s y —10ê 
plg/s?, respectivamente; é tiene la dirección de la velocidad 
de Cen £.. Para el instante dado calcule la velocidad y la 
aceleración de C en el marco, J en el que gira 4%. 


Figura P6.33 


-aa Una bomba centrífuga /P gira a 500 rpm en J; las 

x i las de agua tienen componentes de velocidad y En 
raa encial relativas a los álabes de 120 pie/s y 80 pie/s 
E e E cuando alcanzan los puntos extremos de las 
8 e P6.34). Determine los vectores velocidad y ace- 
aee A las particulas de agua en P con respecto al suelo 
e ente antes de que salgan de los álabes. . 


Todos los 
álabes son: 


parabólicos 
O 
a IS ' 
e 


Figura P6.34 


=] 
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6.35 Un hombre camina hacia el exterior de una platafor- 
ma giratoria a lo largo de una trayectoria senoidal fija a la 
plataforma; ésta tiene 40 pie de diámetro y gira a 10 rpm. 
(Fig. P6.35). Si la rapidez del hombre relativa a la platafor- 
ma es constante e igual a 2 pie/s, ¿cuál es la magnitud de 
su aceleración cuando él se encuentra a 10 pie del centro? 


6.36 El disco © gira alrededor de su eje con rapidez 
angular constante. wọ = 0.1 rad/s. El alambre de contorno 
circular está unido rigidamente a “D en los puntos A y B, 
como se muestra en la Fig. P6.36, Un insecto camina sobre 
el alambre de A a B; su velocidad relativa al alambre (ini- 
cialmente cero) crece a razón de 0.001 m/s2. Encuentre la 
velocidad y la aceleración del insecto relativas al marco de 
referencia J (en el cual gira el disco) al llegar a B. 


6.37 Un pájaro vuela horizontalmente en línea recta pasando 
por encima de la cabeza de un hombre, con rapidez cons- 
tante v? hacia el eje de la plataforma giratoria sobre la que 
se encuentra de pie el hombre. Los ejes xy tienen su origen 
en los pies del observador; el eje z es vertical y eleje y está 
siempre dirigido hacia el centro de la plataforma, que tiene 
radio = R y velocidad angular œ = Wok. Encuentre la x(t) 
y la y(t) del pájaro en términos de R, vo, We y el tiempo t 
(Fig. P6.37). Use la Ec. (6.47), integre y verifique sus resul- 


tados por inspección. A 


Figura P6.35 


/ 
Alambre 


Insecto 


Figura P6.36 


>W 2rx . 
= ¡|— pie 
e ar q 10 i 


wo 


Figura P6.37 g s . 
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i 6.38 En la Fig. P6.38 los ejes x y y y el origen O están fijos 
sobre la cubierta de un barco. La nave S tiene una veloci- 
dad angular relativa a la Tierra £ de 


en donde x y y són los ejes longitudinal y transversal del bar- 
co, respectivamente; (0, es una componente de. velocidad an- 
gular de balanceo y Wp es una componente de velocidad 
angular de cabeceo. El punto Tes un satélite geosincrónico 
fijo relativo a la Tierra. Calcule la Ê y 4 requeridos en tér- 
minos de 0, $, 0, @p,  para'rastrear el punto T. 


x 
Figura P6.38 


* 6.39 En los Problemas 6.9 y 6.22, sea œ, = 0.5 rad/s y 
4), = 0.7 rad/s en las direcciones indicadas. Con las dimen- 
siones dadas en la Fig. P6.39, determine el valor máximo de 
(0, para el cual la magnitud de la aceleración de la cabeza 
del astronauta no excederá de 5 g en el instante dado; w, es 
constante. 


6.6 La Tierra como marco móvil 


10 pie— 


2 pie 
Figura P6.39 


si 6.40 Enel Problema 6.16 encuentre la velocidad del punto +: 


P en el extremo del asidor G en el instante dado. 


a 6.41 Demuestre que si dos cuerpos están en contacto por 
rodamiento, las líneas onduladas con marcas en la Fig. P6.41, 
que representan lugares geométricos de puntos de contacto 
previos, son de la misma longitud. (Note que según el Pro- 
blema P3.105 no es cierta la proposición inversa.) 


Figura P6.41 


la posición del centro de masa C de un cuerpo 4 en movimiento cerca de la Tierra. Esta ecua- 
ción permitirá medir la posición de C con respecto a un sitio O’ de latitud A, que a su vez 


de la Tierra. 


Establecemos el marco móvil J como se muestra en la Fig. 6.7. El marco J es la Tierra 


en rotación y los ejes (x, y, z) están anclados a ella en O”, con x señalando al este, y al norte 


y z en la dirección de la vertical local. La aceleración del centro de masa Cde un cuerpo 4%, 
que se mueve cerca de la Tierra y cuya posición relativa a O” se busca, está dada por la Ec. (6.53): 


y=K+axr+ox(oxr+20X va t a 


! 
| 
! 
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Figura 6.7 


en donde r es el vector de posición de Cen J ; Vye y are son los vectores velocidad Pa 

i ás W= = movi- 
ción de C en J . Además w= wyyy @ = @yy. Usamos ahora la ecuación de 
miento del centro de masa vista en el Capítulo 2: 


ZF = macy 


para obtener 


F — mgk = m|Ë + a x r + w x |w x 1) +20 X Va + aal (6.54) 


en donde F representa todas las fuerzas externas sobre 4? además de la gravedad, que se 
expresa por separado. . 


Pregunta 6.8 ¿Por qué se restringe la Ec. (6.4) a cuerpos en movimiento cerca de la Tierra? 


Calculamos ahora los diferentes términos en la Ec. (6.54). Notemos primero que 


1=x1+yj+_zk 
We = Xi + y] + żk 
a = XÎ + y] + Ek 
w[cos Aĵ + sen aĝ) - (donde w, = 27. rad/día, = 0.0000727 rad/s) 


w = 
a=0 
R = RÁ 


Luego calculamos la aceleración Ë del sitio O”. Utilizamos otra vez la Ec. (6.53), siendo ahora 
O’ el “punto móvil” y O el origen en el marco móvil: 


0 0 
ao =Ñ = ab +g x R +o x fo x R) 4 20 X Ves H ara 


Nótese que ahora v,a y a, Son iguales a cero, ya que'O’ no tiene movimiento relativo al marco 
móvil (la Tierra). El único término que queda es: $ 


Ë= o x [w x R] 
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Por lo tanto, de la Ec. (6.54) se obtiene 
i Notemos que k comparado con mg es muy pequeño: 


F — mgk = m{w'x [o x (R +] + 2% x (ki + y] + 2R] 


k  R¿w¿2cosd_ 6370(0.0000727)? cos 1 
+ (Ki + yĵ + zk} mg g 19.8171000) 
| Despreciando |r| al compararlo con [IR] y expresando F en términos de sus componentes Z 637011000)(0.0000727)? cos 4 


(Fo F, F,), obtenemos un juego de ecuaciones diferen: 


9.81 
(el subíndice T significa Tierra): 


ciales que rigen el movimiento de e 


æ 0.00343 cos 1 


o $ a F 5 
| X = 20,[y sen å — ż cos 4) + > Esto justifica que usemos aproximaciones para el ángulo ġ: 


ksend _ R¿w¿ send cos 4 


x tango = 
$ mg g 


= 0.00343 sen Å cos 4 


E a $ F 
Y = —2w,ž send — R¿w? cos À sen A + 2 
¿DE + sl (6.55) 


de modo que la desviación de la linea de “plomada” vertical local 


E . 
Z de la “vertical geométrica” es 


Z = 2w,ġ cos 4 + Raw? cos? A — g + E 
-m 


á ¿=1=040. 
Completamos esta breve sección con un Ejemplo que ilustra el uso de las Ecs. (6.55) NX — å = ġ x 0.00343 send cos 4 


Por supuesto, en los polos y en el ecuador no hay desviación (donde 
cos 1 =0 y sen:4 = 0 respectivamente). La máxima desviación 
ocurre a una latitud de 45° y es igual a 0,0017 rad, o aproximada- 
mente 0.1”. d 


Ejemplo 6.8 


Debido a la rotación de la Tierra, la fuerza resultante ejercida por 
ella sobre una partícula P en reposo sobre su superficie, no está diri- 
gida exactamente hacia su centro de masa. Aplicar las Ecs. (6.55) 
para evaluar esta desviación suponiendo a la Tierra esférica. ; l | Sección 6.6 
Problemas ccion 0. 


o 
, 


6.42 Si fuese posible para un tren viajar continuamente al- (respecto al rayo); esta velocidad decrece 2 pie/s cada segun- 


Solución 


rededor del mundo sobre una ruta meridional como se mues- 
tra en la Fig. P6.42a, un lado de los rieles se desgastaría 
debido a la aceleración de Coriolis. Explique qué lado se des- 


Tenemos que $, ), 2, X, Y, Z i 
so! 
» Y, 2, X, Y, Z son todas iguales a cero, por lo que gastaría en cada uno de los cuadrantes numerados de la ruta 


do. Si la cuenta pesa 0.02 lb y está a 1 pie del centro en la 
configuración dada, calcule la fuerza externa ejercida sobre 
la cuenta. ¿Es posible que esta fuerza sea ejercida solamente 
por el rayo y no en parte por otras fuentes externas? 


la 7 des AS 
s ecuaciones de movimiento de P en el marco inercial 4 son: ircular. La Fig. P6.42b muestra cómo se apoyan las ruedas 
- $ circi r. . S 


F.=0 de los vagones del tren sobre los rieles. 

F, = mR.w] cos Asen 4 = ksen À 6.43 Una rueda horizontal gira alrededor de un eje fijo con 
2 m velocidad de 10 rad/s, que crece a razón de © = 5 rad/s? 

F, = —mR,w¿ cos? 4 + mg = mg — k'cos 4 (Fig. P6.43). Al mismo tiempo una cuenta corrediza está des- 


lizándose hacia el interior sobre un rayo a razón de 5 pie/s 


Considerando a mR, w cos A= k, vemos (Fig. 1) que la Tierra 
debe empujar a P un ángulo pequeño ( 4 — 4 ) con la ““vertical geo- 
métrica" para que P permanezca en reposo en el “marco móvil” 3 

rígidamente unido a la superficie del planeta. Es el ángulo 1, y fö 


Figura P6.42b 


10 rad/s: 
q ha que a la “vertical local””; esto se debe a que X es el > 
ngulo que el hilo de una plomada forma con el eje X 
ecuatorial. * i EA 
La Fig. 2 muestra que (con p=124-—1) 
: Ecuador 
* ksenå j 
tan p x ————— 
. mg — kcos 4 
| D 


y Figura 2 i 
| i i > = Figura P6.43 
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6.44 Explique en detalle cı 
rel; 


Figura P6.44 


Y 
6.45 Una Cuenta se desliza a lo largo de un aro circular liso 
que en cierto Instánte tiene (Y = 2 rad/s y Ò = 3 rad/s? 
ae dirección mostrada en la Fig. P6.45. La rapidez angular 
5 aa OP en este tiempo es Ñ) = 0.5 rad/s y Y 
Mai $ Era > pi ca 2 la fuerza ejercida sobre la 
es de 0.1 kg y el radio del E m ET aea 


Ta 
6.47 Con referencia al Ej 


3 lemplo 6.8 demuestr i 
ecuaciones en componente: a 


S de`(6.54) se expresan en térmi- 


6. r4 Ecuaciones de velocidad 
mismo cuerpo rígido ~ 


Veja = Voy + Dag X To'p 
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J 


G 


P(masa= 1 kg) 


Figura P6.45 


nos de los ejes (x’, Y”, z’) (Fig. P6.47) en vez de en función 


de los ejes (x, y, 2), tendrá i 
i S y, 2, rán la misma. fo 
sin sus términos R¿w? siempre que a Saa 


G = V|g — Rew: C)? + [R¿w¿C,S,)? 


ree A A 
mplacea g, 4 reemplacea å, y que y" y z’ respectiva- 


mente sustituyan a y yz. 


y aceleración para dos puntos del 


4 

! 
Í, 
; 


„Ejemplo 6.9 


Ejes (x, y, z) anclados en # 
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Fig. 6.8 Puntos P y O” de un cuerpo 
rigido # en movimiento general. 


Del texto que sigue a la Ec. (6.52) conocemos también la relación entre las aceleraciones de 
esos dos puntos de 43: > 


apg = Ag9 + Ugg X Top + Ogg X (Ogg X Top) (6.57) 


Enfatizamos que las Ecs. (6.56) y (6.57) se deducen de las ecuaciones generales (6.44) y (6.51) 
cuando y si ry.y es un vector constante en £; en ese caso, Vp,g = Pop = Oy apg = Sip 
= 0, Además, los dos puntos P y O’ de las Ecs. (6.56) y (6.57) pueden reemplazarse por cual- 
quier par de puntos fijos en 43, ya que estar fijos en 43 es la única restricción para cualquiera 
de ellos, Con las Ecs. (6.56) y (6.57) tratamos dos puntos sobre un cuerpo, mientras que con 
las Ecs. (6.44) y (6.51) tratamos un punto en movimiento con relación a dos cuerpos. Ahora 
se presentarán ejemplos que implican el uso de las Ecs. (6.56) y (6.57) relativas a los dos cuerpos 


rígidos. 


En el Ejemplo 6.7 trate el punto 4 como un punto del cuerpo 4 en 


vez de como un punto móvil con movimiento conocido en 4, 
. 


Solución 

De la Ec. (6.56) y la figurá adjunta tenemos, 
Vaig = Yog + Ong X Toa 

como Q es también un punto de #, obtenemos 


Varg = [Vos + Oa X Torg) + Wajg'X Toa 
= 0 + 0 x Rk + [oi +0) x 15 


= Roji + rok (como se obtuvo en el Ej. 6.5) 


Ahora relacionamos las aceleraciones de A y Q con la Ec. (6.57): 


asg = aog + Lg X Toq + yg X (0 yg X Toal 
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El primer término del segundo miembro, considerando Qy O’ como 
puntos del cuerpo 4, es 


aois = Borg + Ugg X Torg + Ogg X (Ogg X Tog) 


0 +0 + oj x (Roi) 


ll 


= —Ro3k 


Por lo tanto, 


ang = —Ro3k + (—o0,k) x (1) + (01 + 03) x (rok) 


O bien 


241 = 210,01 — rofi — Rozk 


que obtuvimos anteriormente en el Ejemplo 6.7 por otro método. 


Ejemplo 6.10 


Los collarines C, y C, están unidos en C, y en C, a la barra £ por 
medio de juntas esféricas. En el instante mostrado en la figura, , se 
está alejando del origen con rapidez de 13 cm/s. Obtener la velo- 


cidad de C, en el mismo instante. ¿Puede encontrarse la velocidad 
angular de £ en J ? ý 


Solución 
La velocidad de C, se determina por 


z Ins 5 , 
va = VIa = J15( i+) 5 
A Je yB lali 


en donde 
dy _ 6x 
dx 32 


6.7 Velocidad y aceleración para dos puntos del mismo cuerpo 


| E m Ejemplo 6.11 


por lo que 


Ahora calculamos las velocidades de C, y C, usando la Ec.'(6.56): 


vak (% + 35) gos w 

fe: = Yes + Ogg X Tec, . 
Notemos que la componente de Ta velocidad angular wp a lo largo 
de la recta C, C, no puede determinarse a partir de la información 
dada, porque cualquier valor de ella no afectará a la Ec. (1). Sin 
embargo, multiplicando escalarmente esta ecuación porse obtendrá 
Teci = —8î — 6ĵ + 24k : 

24vc, = —8(2) — 6/3) + 0 = —34 
de manera que : 


Vo, = — 1.42 


El cono 43, mostrado en las figuras adjuntas, rueda sobre el piso en 
forma tal que el centro Q de la base del cono viaja sobre una'circun- 
ferencia horizontal con velocidad constante va. Sea 8, un marco de 
referencia intermedio (““entre”” el cono «4, y el piso 65, ) en el cual 
están fijos los vectores unitarios 1, 3, k. El vector i está siempre dirigi- 
do a lo largo de OQ, jes normal al plano formado por Î'y la línea 
de contacto en una dirección paralela a vg; finalmente kK=*xj. 
Calcular la velocidad angular de 43, en 4%. 


Solución 


Denotaremos Osa, Simplemente POr W43- Como Va = Yo = 0, enton- 
tes su diferencia, w, X Foa debe también ser cero; esto requiere 
que w,,sea paralelo en todo instante a la línea de contacto de #8, con 
el piso. Por lo tanto, i 


w13 = w[—cos aî + sena k) 
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Usando la Ec. (6.56), 


Yo = Y + 0,53 x Lio 


Vaj = 0 + w(—cos aî + senak) x R 


.. En consecuencia 


Yo = WR cos q 


Finalmente 


w = vo/|R cos aj 


de modo que 


w Lw > a 
u3 Sg + tan æ k) l 


teorema ición- . j 
de la adición: ior. Según el 


Wi = Oi + @2)3 


(1) 


en donde 03 está dado por 


Da = Pa r 2 a 
proyección horizontal de gg Ísen aî + cos a 
. —MIMII, 

[R/tan a) cos æ Ñ 


Introduciendo Wa y Wi/3 en la Ec. (D, 


resentar las componentes de 0;/3.En la 
la a la 


Figura 6.9a 


Figura 6.9b 
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La Fig. 6.9b ilustra el teorema de la adición; nuevamente se comprueba que 00, ¡35€ 
encuentra a lo largo de la línea de contacto, esta vez porque 


Vo tan & 
R cos a j- 


Vo 
R cos? a 


Ejemplo 6.12 


= sen & 


Calcular la aceleración angular de 43, en 4%, en el Ejemplo 6.11. 


Solución 


Derivando 03, 
A E T 
ai = “0,3 = “0,7 + 073 X Oa 
Se tenia que 


Vos e r 
win = q + tan xk) 


V E 5, 
Wa = g ltanai + tan gk) 
Entonces 
TA =0 


y obtenemos 


k 


&ia = tan g 


tan & 


v š 
T (—j]ltan? a + tan a) 


Vemos en el ejemplo anterior que no es necesario usar las ecuaciones de aceleración para 
calcular œ si se conoce w. 


Ejemplo 6.13 


Se pueden obtener cambios muy grandes de rapidez o velocidad en 
una dirección dada utilizando la disposición de engranes mostrada 
en el diagrama. Los.engranes 4, B y D giran alrededor del eje x 
en J, pero C tiene un movimiento más complicado: 
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1. Rueda sobre el engrane G, fijo (a 3 ), comúnmente en con- 
tacto con él con el punto P. 

2. Rueda sobre 4. (Los dientes en contacto lo están en A en 
la figura.) 

3. Rueda sobre % (en B en la figura). 

4.. Gira con respecto a D alrededor de la recta /, que está fija 
en C yen D. 


Considerando que £ es el engrane impulsado, encuentre la relación 
de w,a wy. 
Solución 


La velocidad de los puntos de contacto entre /% y C es, utilizando 
el cuerpo 4%, 


0 
Va yo + Oya X Top 60) 


Va = (i > 9 = 9w¿k cm/s 


Usarwnos sólo un subíndice en «w cuando se trate de la velocidad 
angular de un cuerpo respecto a 3. 

Encontramos ahora otra expresión para vz relacionando esta vez 
la velocidad del punto del diente de C en B con el punto de C que 
entra en contacto con el marco de referencia ( G. está fijoa 9)enP: 


0 
| Va = ++ wc X Ipp Q) 


B 


36 cm 


Mi Ti Por tanto, 5 
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Para obtener rpg, usamos el croquis anexo y vemos que 
i 


36 
$ = cos- (26) = 60° 


7 la 
Tpp = (e i— 37) cm (3) 


Por el teorema de la adición, 


Oc = 069 = Ory + Oyj 


E ol 7 $ si) bat (4) 


2 2 


en donde se tomó en cuenta que conocemos las direcciones (pero 
todavía no las magnitudes) de wen Y Owy 


Sustituyendo las Ecs. (3) y (4) en (2), y sustituyendo el resultado 
en la Ec. (1) obtenemos 


n Tet ASA. S a ia 
90m,k = [oa(zi + Ly) + o] x nh — 11) 
1 3 l a 
bi bp 
o simplificando, 
Wp = —8B0 cy — Wy ` (5) 


Para obtener otra ecuación con esas variables se emplea el punto 

T, que pertenece a C y D, y se muestra en el diagrama junto con 

algunas relaciones geométricas básicas. Primero, como punto de D 
"se tiene 


0 
Mo ha H toi 


pe 27% eN 
= wyi X E + ai) (6) 


= 2700.,k cm/s l 


Luego, como punto de €, 


0 
vr = y + 0, X Epr (7) 


El producto vectorial en la Ec. (7) es la'mitad del producto vectorial 
en la Ec. (2). 


Pregunta 6.9 ¿Por qué pasa esto? 


Por lo tanto, 


vr = (36079 — 180.) k (8) 
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Igualando los segundos miembros de las Ecs. (6 ` 
3 se - (6) y (8) obtenemos, Igualando las dos expresiones para v4 en las Ecs. (13) y (17), resulta: 
On = —360 72 — 180, 
O bien w, = —0.02780,rad/s ` (18) 
$0, ==40,, , l 
. a ea (9) Se ve que la rapidez angular del engrane #3 es 36 veces la del 4 y 
Sustituyendo la Ec. (9) en la (5) da tiene dirección opuesta. 
w 
wy = T rad/s (10) - 
il Pregunta 6.10 Explique por qué -4 tiene que estar girando en 
y . dirección opuesta a la de ¿4? . (Sugerencia: Use la figura original y 
5 i 
dos = S centre su atención en los puntos P y O de G..) 
24 l un SES 
Reemplazando las Ecs. (10) y (11) en la (4) da wc, que necesitaremos 


en la última etapa del problema. El resultado 
. es: 
Recordemos que en el Capítulo 3 pudimos demostrar que en movimiento plano un cuerpo 
w, = ( = E w Tia E v3 F) AS rígido £, excepto cuando su velocidad angular es nula, siempre tiene un punto de velocidad 
24 “M2. 2 , EJ cero (el centro instantáneo’ MD). Demostraremos ahora que en el movimiento general (tridi- 


mensional), tal no es el caso. Comenzamos con un punto arbitrario P con velocidad Vp y se 


Pr ad E oj ; traza su velocidad junto con el vector velocidad angular O zyg = w de dí en el marco de refe- 
16 48 * (12) rencia J. (Fig. 6.102). 
s ót ue en la Fig. 6.10a hay un plano /? definido por los vectores vp y œw dibujados 
Podemos ahora relacionar las velocidades de los puntos d me iP g ei . “al la imi 
contact l e a través de P, a menos que los dos vectores sean paralelos. Si lo son, entonces el movimiento 
cto entre los cuerpos C- y Aen el punto 4; primero, usando Ñ 


de Z en es como el de un destornillador (el cuerpo gira alrededor de una recta axial o 
central y se traslada a lo largo de ella). El caso general (vp no paralelo a 4) puede también 
reducirse al movimiento de un destornillador de la manera siguiente. Primero reemplazamos 
vp por sus componentes paralela Vpy) y perpendicular (vp,) a œ (Fig. 6.10b.) Luego consi- 
deramos un plano Æ paralelo a /?, a una distancia d de éste como se muestra en la Fig. 6.10b. 
El punto Q es la proyección de P sobre X y podemos expresar su velocidad en términos 
de P con la Ec. (6.46): 


los puntos A y E de A, obtenemos 


Va 


0 
Y + oÂ x 305 


Y = 30w ,k cm/s 


(13) 


cm tener otra expresión para v, relacionamos las velocidades de los 
os puntos 4 y P sobre el cu J 
y erpo C: WA O eg o 


i E H z ES 
e y mat: m = Vpy Ay + Vp û, + 0 x dí, x ú,) 

—— 
| | Para obtener el vector de posición r 


obi ) pa Se recurre a las relaciones 
| geométricas mostradas en el diagrama. La distancia x requerida para 


formar rp4 es igual a (27-d)/sen 60°: 


Obsérvese en la Fig. 6.10b que 
éste es el vector unitario dirigi- 
do de Pa Q. 


x= 7d, 27 (80-288 _ 22 


V372 V372 J3 he 


| Entonces 


Tp4 = (36 — ai) (iy) 


| . : va 


= 0.577 — 15.0) cm 


(16) 
Sustituyendo'las Ecs. (12) y (16) en la (14), 


Figura 6.10 a 


z Lo Sya > m 
v= ofgi — a) x [0.5771 — 15.05) 


Figura 6.10b 


va =,-0.8330,k cm/s (17) 


y 
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El triple producto vectorial es igual a 
dí (w - ú,) — dí, lw + 8) = 0 — dí, (0) 
de modo que 


Yo = Vp 5 + ú,(vp, — do) 


Por lo tanto si d se escoge igual a Vp,/0, la recta / será un “eje de destornillador” y el 
movimiento de 4% será como se muestra en la Fig. 6.10c. 

Todos los puntos sobre / tienen velocidades a lo largo de / en el instante dado, mientras 
que aquellos fuera de / tienen la misma componente de velocidad paralela a 43; además ellos 
giran alrededor de ella. Esta es la reducción más simple posible del movimiento de 4, y 
es claro que a menos que v pj" 0, ningún punto puede tener velocidad nula. Entonces en 
tres dimensiones no se tiene necesariamente un centro instantáneo (D como en el movimiento 
plano. . 

Sin embargo, hay casos especiales en tres dimensiones en que (D existe; un caso tal es 
el de un cono rodando sobre un plano (Fig. 6.1 1). Nótese que en este caso la línea entera de 
contacto está en cada instante en reposo sobre el plano. Como la velocidad angular del cono 
es paralela a esta línea, todos los puntos de contacto tienen y Py = 0; hemos demostrado ya 
que lo anterior debe ser cierto para que f) exista en tres dimensiones. 


" 


6.50 Los engranes cónicos ¿3, y 3, en la Fig. P6.50 sopor- 
fan el árbol giratorio S, cuya velocidad angular está dada 

or.0s/9= 30krad/s; k es paralelo a la dirección z en ambos 
5 J y S. (Losengranes 4 y C son parte de 3). 
Determine 0,9 Y Og,]9: 


Figura P6. 50 


6.51 En el problema anterior encuentre 0,7 Y Op, 


6.52 Calcule la aceleración angular de la rueda del Pro- 
blema 6.49. 


6.53 Encuentre la aceleración angular del engrane C res- 


pecto al marco J en el Ejemplo 6.13 si w,= constante. 
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En ambos casos explique por qué existe o no Q en vista del 
análisis sobre puntos de velocidad nula vista al final de la 
sección anterior. 


6.55 El disco D en la Fig. P6.55 gira respecto al eje doblado 

R con velocidad angular constante O, rad/s; gira en el 
marco de referencia J con velocidad angular constante- 
Q, rad/s. (Las direcciones se indican en la figura.) Usando 
las ecuaciones de cuerpo rigido (6.56) y (6.57), encuentre 
Vois Y Ag, Para el punto O en la periferia del disco. Ex- 
prese el resultado en términos de componentes a lo largo de 
los ejes (x, y, z) fijos en 8. 


6.56 Repita el problema anterior usando esta vez el con- 
cepto de marco móvil de la Sección 6.5. Considere que la 
barra /5 es el marco en movimiento con respecto a F y que 
Q es el punto de movimiento relativo a & y a 3, 


6.57 Una rueda de radio r gira sobre un árbol que rota con 
velocidad angular w,k alrededor de un eje vertical (z) fijo 
respecto al suelo (Fig. P6.57). Si la rueda tiene rodamiento 
sobre el plano horizontal y œw, es constante, encuentre: 


a. La velocidad angular y la aceleración angular de la 
rueda respecto al suelo, 

b. La aceleración respecto al suelo del punto sobre la rue- 
da en contacto con el plano horizontal. 


6.58 Repita el Ejemplo 6.13, pero esta vez suponga que el 


radio del engrane 4 es de 44 cm en vez de 30 cm (y que su 


centro está en el mismo punto de 3). Explique por qué ahora 


id lar de un cuerpo rígido /3, en mo- y a A 
Ela) La velocidad angular de E los engranes 4 y 8 están moviéndose en la misma dirección: 


vimiento en el marco ,es œ = 31 = 2 rad/s. Si es posi- 

i de Ææ con velocidad cero $ 

ge ae A Side: sicon vloni 6.59 El engrane 4 en la Fig. P6.59 está fijo a un marco 

pando: ` de referencia en el que se mueve el engrane 48 . El eje OC de 

B gira alrededor del eje z con Q = 0.2 rad/s y el ángulo 
OQC es de 30°. Encuentre la velocidad angular de 4 en 4 


j a. Vp = Si :plg/s A 

Figura 6.10c ` ` Figura 6.11 b. Vp = 6î — 9% + 3k plg/s 
. . : 1 , 

i 6.60 En el problema anterior encuentre la aceleración 


= Problemas/Sección 6.7 angular de #3 en -4 para el mismo movimiento ahí descrito. 


o 
6.49 Un joven empuja una rueda W/ cuyo centro C se mue- 


tal (Fig. P6.49a). Si el extremo O del eje permanece fijo 
ve entonces con velocidad constante en un círculo horizon- 


mientras C regresa a su punto de partida en T segundos, ob- 
tenga el vector de velocidad angular de la rueda 019, don- 
de 3 es el marco de referencia representado por el terreno 
(Fig. P6.49b). Dé el resultado en función de b, $ y T. 


6.61 Un engranaje diferencial de fricción puede hacerse con 
engranes cónicos, como se muestra en la parte superior de 


. Figura P6.49a . : ` Figura P6.49b 


Figura P6.55 


Figura P6.57 


Figura P6.59 
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Figura P6.61 


la Fig. P6.61 o bien con discos de fricción como se muestra 
en la parte inferior. En cada caso, el cuerpo D rueda sobre 
A y B, y puede girar sin resistencia alrededor del brazo 


C. Encuentre Wecjz, Wye Y las velocidades de los puntos 
A y B de 2, 


6.62 El cono C circular recto uniforme y macizo en la 
Fig. P6.62 rúeda sobre el plano horizontal J. Se tiene 

P representa un marco en el que el eje vertical z y el eje / 
del cono están fijos. (P tiene entonces velocidad angular sim- 
pleen P respecto a la vertical.) Demuestre que el cono puede 


rodar de modo que |w,,y| = w y l@ps| = n son cons- 
tantes, y también que 


w sen g= n cosa 


Figura P6.62 


6.63 El centro C del engrane cónico C enla Fig. P6.63 gira 
en un círculo horizontal con rapidez constante de 40, mm/s 
(en sentido horario cuando se ve desde arriba). El contraen- 


Capítulo 6 Cinemática de un cuerpo rígido en movimiento tridimensional 


Figura P6.63 


grane D está fijo al marco de referencia J; la barra 
eje S, unida rigidamente a C, está conectada a J por 


medio de una junta esférica. Halle el vector de velocidad 
angular de C en J. 


6.64 Encuentre aeg para el engrane del Problema 6.63. 


* 6.65 ` La placa P en la Fig. P6.65 tiene el siguiente movi- 
miento: à 
1. La esquina A se mueve sobre el eje x. 
2. La esquina B se mueve sobre el eje y con velocidad 
constante de 6 plg/s. 
a Algún punto del borde superior de / (punto O en 


el instante mostrado) está siempre en contacto con el 
eje z. 


Encuentre el vector de velocidad angular de la placa cuando 
Xa = 3 plg. ? 


6.66 En el Ejemplo 6.13 encuentre el radio del engrane 
para el cual éste permanecerá estacionario en 4 al girar 


IEC D. 


6.67 En el Ejemplo 6.13 sean H el radio del engrane 4 
y R el radio del engrane de 28 cm. Demuestre que la rela- 
ción entre @4Yy Ogestá dada por 96 04H = (16H — 20R) 
(0. (El centro de 4 está fijo en 3.) 


6.68 Si la rapidez del punto C, es constante en el Ejem- 
plo 6.10, encuentre la aceleración de C; en el instante dado, 


` “ 
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6.69 Los casquillos o collarines C, y C, en la Fig. P6.69 
están unidos en C, y C, a la barra Æ por juntas esféricas. 
El punto C, tiene un movimiento a lo largo del eje x dado 
por x, = —0.012É m. Calcule la velocidad de C, en fun- 
ción del tiempo. 


* 6,70 Elcono C, rueda sobre el cono C, de manera que su 
ale de simetría (x) se mueve en un plano horizontal que pasa 
por O, girando alrededor de z a Q, rad/s (Fig. P6.70). El 
cono C, gira alrededor de (—z) a Q, rad/s. Encuentre, con 
respecto al marco 3 en que C, gira, la velocidad angular 
y la aceleración angular de €, , así como la aceleración del 
punto A. (Los ejes (x, y, z) están fijos en el marco 3; que 
gira de modo que x está siempre dirigido a lo largo del eje 
de simetría de C,, y z está siempre en posición vertical. (2, y 
Q, son constantes.) l 


6.71 Los dos árboles S, y S están fijos a engranes cóni- 
cos A y B , como se muestra en la Fig. P6.71. (a) Prue- 
be que si las velocidades de cada par de puntos en contacto 
van a ser iguales a lo largo de la línea de contacto de los 
engranes, entonces los puntos A, B y C deben coincidir. 


(b) Suponga que A, B y C coinciden; encuentre la relación 
de w a w’. i 


6.72 (a) En el problema anterior muestre si 0 < f < 
90°, el resultado sigue siendo cierto si A, B y C coinciden. 
(b) Determine” w/w" para este caso. 


6.73 En la Fig. P6.73 se muestran los principales elemen- 
tos de un diferencial de automóvil. Los ejes izquierdo y de- 
recho, l y K , están engarzados a los engranes cónicos 
dí, y B. Elengrane Ç está fijo a la caja C y el conjun- 
to tiene libertad para girar sobre chumaceras alrededor de 
la recta /. El engrane € está conectado con el engrane 
D que se encuentra unido al árbol o eje principal del auto- 
móvil. Cuando la caja gira alrededor del eje común- 
f de L y R, sus pasadores presionan a los otros dos 
engranes cónicos dentro de C, ; estos son 43, y 43. (0b- 
serve que estos dos engranes no giran alrededor de sus ejes 
cuando la marcha del vehículo es en línéa recta.) 
Suponga que el automóvil toma una' curva de 30 pie 
de radio con una velocidad de 20 mi/h (Fig. P6.73b). Si el 
radio de la llanta es de 14 plg, encuentre las velocidades an- 


Figura P6.70 


i Al árbol motor 
ea 


Figura P6.73a 


30 pie 


Figura P6.73b 
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gulares de L y K , y úselas para calcular lá velocidad 
angular de D. Nótese que el diferencial permite que las rue- 
das con tracción giren con diferentes rapideces angulares, 


Supunga en los tres problemas siguientes que no todos los 
puntos del cuerpo Æ tienen aceleración nula. ` 


`: 6.74 Demuestre que para un cuerpo rígido 44 en movimiento 
general, existe un punto Q de aceleración nula si œ # 0, a 4 0, 
y & noes paralelo a w. Sugerencia: Sea P un punto arbi- 
trario, w = wi, a = aji $ LAN y Ap = Api + apj + 
Ap, k, nótese que no se pierde generalidad al definir así las 
variables. Tome a9 = 0 = apta X rpo + w x |w X tpo), 
xi+yj+ zk, despeje los valores de x, y, z 


6.75 (a) Como continuación del problema anterior, demues- 
tre que si w= 0 y 40 en un instante específico, entonces 


en tal momento existe un punto Q de aceleración nula si y - 


sólo si las aceleraciones de todos los puntos de son per- 
pendiculares a æ. (b) Investigue el caso œ % 0 ya = 0. 


6.76 Continuación del Problema 6.74: Demuestre que en 
cualquier instante cuando los dos vectores w y œ son parale- 
los, existe un punto de 43 con aceleración nula si y solo si 
las aceleraciones de todos sus puntos son perpendiculares 
wya. 


* 6.77 Obtenga la aceleración angular de la placa del Problema 


6.65 en el mismo instante. 


6.8 


Descripción de la orientación de un cuerpo rigido «=== 


En el caso del movimiento plano de un cuerpo rígido 43, si conocemos la velocidad angular 
= wk = Ók 


en función del tiempo, podemos integrar para encontrar la orientación de ¿3 en cualquier tiempo £: 


i Ó1€) dë = Olt) — 010) 
0 š 


En el movimiento plano es posible especificar por completo la posición de 43 dando las coor- 
denadas xy de un punto (generalmente se escoge el centro de masa C) y el ángulo 0 de orien- 
tación. 

Una diferencia importante entre el movimiento plano y el -.. es que los ángulos que 
determinan la orientación de un cuerpo en el espacio en el movimiento tridimensional, no son 
integrales por simples cuadraturas de las componentes de la velocidad angular del cuerpo. De 
hecho, encontrar (en general) la orientación de un cuerpo 3 en forma cerrada, dada w (t) 
y la orientación de # en t = 0, es un problema aún no resuelto en la cinemática del cuerpo 
rígido. Introducimos ahora los ángulos de Euler para mostrar la dificultad de determinar la 
orientación de un cuerpo en el espacio cuando el movimiento no es plano. 

Comenzamos con el cuerpo ¿43 orientado de manera que los ejes (x, y, z) fijos al cuerpo, 
inicialmente coinciden respectivamente con ejes (X, Y, Z) anclados en el marco de referencia 

i 3, Sean ĜÂ, Î, k) e, 3, È) conjuntos de vectores unitarios paralelos respectivamente a (x, 
Y, 2) y (X, Y, Z). Se describirán ahora tres'rotaciones sucesivas alrededor de ejes específicos 
para orientar Æ en J (Fig. 6.12a). 

En la Fig. 6.12b la primera rotación én el ángulo ( alrededor del eje Z. Denotemos las 
nuevas posiciones de (x, y, Z) después de esta primera rotación por (X, V}, zı), como se indica 
en la figura; estas posiciones están ancladas en un marco intermedio J. Nótese que los ejes 
Z y z, son idénticos y que J, tiene una velocidad 'angular simple ¿K en J. Note también 
en la Fig. 6.12 que ñ; fz y fi,, son vectores unitarios respectivamente y siempre paralelos 
a X Yp 21. A continuación (Fig. 6.12c), una rotación en el ángulo 0 alrededor del eje y, 
mueve los ejes del cuerpo hacia las direcciones coordenadas (xz, Y2, Z2) de un segundo marco 
intermedio, A que tiene vectores unitarios (ñz fiz» fz). Una rotación final de magnitud 

Y alrededor de z, (Fig. 6.12d) gira los ejes del cuerpo hasta sus posiciones finales en B, 
indicadas por (x, y, 2). 
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— Yuy 


ò 


Fl "E 

E a XX 
E= -X ý 3 Ñ 

(b) Primer ángulo de 

rotación de Euler 


(4)) airededor de Z. 


(c) Segúndo ángulo de 
rotación de Euler 
(0) alrededor de y,. 


(d) Tercer ángulo de 
rotación de Euler 
(1) alrededor de Zy 
Figura 6.12 Angulos de Euler 


Es claro que podemos usar el teorema de la adición para expresar la velocidad angular - 
de ¿3 en 3 de la manera siguiente: 


Oy = Oyn + Onn + Ong 

Oy, = Yk + Oñ, + PK (6:58) 
en donde fy es un vector unitario en la dirección coordenada j del marco Zi = 1, 2). 
Si queremos que la expresión anterior para 0yySea útil operativamente, sus tres términos 
deben expresarse en el mismo marco, © sea en términos de componentes asociadas con las 
direcciones de vectores base fijos en dirección en un marco común. Sin embargo, en la prácti- 
ca estos términos se expresan a veces por componentes asociadas a direcciones fijas al cuerpo, 
otras veces a direcciones fijas en el espacio y también en ocasiones a direcciones fijas en marcos 
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intermedios como 9,0 39,. Por ejemplo, expresemos Ogg en componentes del cuerpo. Esto 
significa que en la Ec. (6.58) debemos expresar fz y K en términos de i, j, k. Vemos en 
la Fig. 6.12 que 


ñ = senyi + cos Y] (6.59) 


y que 
Ê = —sen 0ñ,, + cos Ok 


—sen O[cos YÎ — sen y 3) + cos Ok 


È = —sgcyi + SoSyÎ + Cok (6.60) 


en donde sy = sen Ó, cy = cos y, etc. Sustituyendo estas expresiones en la Ec. (6.58) se 
obtiene Wg en componentes del cuerpo: 


(ONE) = (sô = socy ĝl En [cyÓ + sosy $) + (y + cop]k (6.61) 


_Alternativamente, podemos expresar (¿yy en términos de sus componentes en el marco J es- 


i 


: gribicndo k y ñņ en términos de 1,3 y K. En la Fig. 6.12, vemos que 


ûn = sal + cyf (6:62) 
. ; 
R = sen 0ñ,, + cos OK 
= sen Olcos pÍ + sen HT + cos OK ` 


o bien 


7 
l 


= SoCot + SN] + cÈ ` (6.63) 
Sustituyendo en la Ec. (6.58) obtenemos wyg en 3: 
gy = (—sf + seca li + (cô + SoSpÝlÎ + lÈ + cop) k (6.64) 


Finalmente, es aún más fácil expresar Wy; en los marcos intermedios, para expresarla en 
términos de sus componentes en 3, observemos que 


K=ñpy (6.65) 


R = coñi3 + Sofit (6.66) 
De la Ec. (6.58) obtenemos entonces 
Ogs = Sý âu + ñn +, (cod + lio (6.67) 


Todas estas expresiones para Ogy tienen apariencia diferente, pero por supuesto represen- 
tan el mismo vector expresado en márcos diferentes. Las componentes pueden variar de marco 
a marco pero el vector es el mismo. ¿En el primer ejercicio al final de esta sección se pedirá 
al lector expresar (¿yy en otro marco, J.. 


s 
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.3 = marco de referencia 
Í (ejes X, Y, Z) 


G +-G, = junta universal interior (ejes x,, »,, 2,) 
-G,= junta universal interior (ejes Xp Yy 29) 
—- = 3 = rotor (ejes x, » z) 


Figura 6.13 


Los ángulos ( $, 0, Y) se conocen como ángulos de Euler. Representan una manera 

de orientar un cuerpo rígido en cl espacio. Desafortunadamente para los ángulos de Euler 

(0, 0, Y) no se emplean los mismos símbolos universalmente; peor aún es que el orden 

.y los sentidos de las rotaciones o giros varían de autor a autor. Obviamente es muy importante 
entonces escoger una convención y usarla consistentemente. 

Se puede obtener un sentido físico de los ángulos de Euler considerando un giróscopo & 

que gira en una suspensión de Cardán o cardánica, como se muestra en la Fig. 6.13. En este 


sistema los ángulos de Euler (4. 0, y) pueden emplearse como sigue para fijar la orien- 
tación del rotor Æ en el espacio: 


1. Primera rotación: Se gira un ángulo $, con respecto al marco J, el plano del 
soporte exterior" Go (marco 3,, en la teoría anterior) alrededor del eje Z. El eje X 
gira hasta el x y el eje Y hasta el y,; los marcos (cuerpos) G;¡y Æ no se muestran aún, 
pero se mueven rígidamente con G, éste primer giro (Fig. 6.14). 

2. Segunda rotación: Luego giramos un ángulo 0 el plano del soporte interior G;¡(3,) 
alrededor del eje y,, inclinándose entonces G; con respecto a Go. El eje z, gira hasta 
el eje"z, y el x, hasta el x, El cuerpo 4 (no se muestra en la Fig. 6.15) participa 
del movimiento. E 

3. Tercera rotación: La tercera y última rotación desplaza al rotor 43 un ángulo y 


alrededor del eje z, (Fig. 6.16). Esto permite a 2? girar con respecto a G; El ejex, 
gira hasta el eje x y el y, hasta el y. 


Figura 6.14 Primera rotación Figura 6.15 Segunda rotación 


o 
Figura 6.16 Tercera rotación 
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Por medio de esas tres rotaciones en los ángulos de Euler, el cuerpo (49 ) puede colocar- 
se en cualquiera orientación deseada en el espacio (J ). Podemos ahora ver la dificultad de 
encontrar una solución para la orientación de un cuerpo rígido en movimiento general. Si exo- 
Tesemos (yg COMO wi + w,j + wk, la Ec. (6.61) es equivalente a 


syÓ — Soy O = 01 


cÊ + Sosy Ê = W; (6.68) 
ý + cod = 03 
Despejando las derivadas de los ángulos de Euler se obtiene 
= 01¡Sy + W2Cy 
¿A (6.69) 


So 


ġ _ 0359 — 0,CoSy + 0,CoCy 

Vemos en estas ecuaciones que aunque conociéramos las componentes de œ como funciones 
del tiempo en forma cerrada,* aún sería una tarea enorme la integración de las Ecs. (6.69) 
para obtener los ángulos de Euler y determinar así la orientación del cuerpo en el espacio. 
Esto no es posible en general, y usualmente se utilizan computadoras para efectuar integraciones 
numéricas basadas en métodos paso a paso como el de Runge-Kutta. 

Incidentalmente, las expresiones sen O que aparecen en los denominadores de las Ecs. (6.69) 
presentan serios obstáculos en la dinámica de los vehículos espaciales: siempre que Ô es cero 
o un múltiplo de 7, en las ecuaciones se desarrolla una singularidad. Para vencer esas difi- 
cultades en la orientación de un cuerpo se recurre a una programación sumamente elaborada, 
y en algunos casos a medios matemáticos completamente diferentes. 

Mencionaremos que el uso de los ángulos de Euler tal como se definieron requiere que 
se mantenga el orden de rotación. Para ilustrar la importancia del orden mencionado observe- 
mos que si se gira este libro en.de dos ángulos 7 /2 alrededor de los ejes espaciales Y y Z, 
en órdenes opuestos como se muestra en la Fig. 6.17, la posición final del libro será diferente. 


So 


Primero según Y... . . «Juego según Z... . . .se obtiene esta vista 


¡Pero. . . primero según Z. .. . . -y luego según Y . . .da esto! 


Fig. 6.17 .Rotaciones finitas. 


*Las ecuaciones que rigen a esas tres componéntes de la velocidad angular son las ecuaciones de Euler para la 
cinética del cuerpo rígido; son ecuaciones no lineales e insolubles en forma cerrada para el movimiento tridimensional, 
excepto en unos cuantos casos. Estudiaremos esas ecuaciones en el Capitulo 7. 


` Esta sucesión o secuencia de rotaciones da como resultado componentes de veloci 
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M Debemos señalar que hay.maneras de establecer los ejes y los ángulos para que la orient 
ción final sea independiente del orden. Por ejemplo, consideremos que Z está fijo en 9 p 
fijo en 3 y y siempre perpendicular tanto a Z como a z; ahora restringimos aZa 2. sel E 
lelo a z. (Una posibilidad es que el eje de 45 coincida inicialmente con el eje X.) En po e] 
pi (bd, 0, y) tal como se definieron antes pueden ser girados, en per 
mos po pa hr qu ordenadas posibles y la orientación resultante del cuerpo en 3'será cada 


Un conjunto alternativo de tres giros se ha vuelto muy utilizado recientemente: 


1. Rotación 0, respecto a X. 
2. Luego, rotación 0, respecto a y}. 
3. Finalmente, rotación 0. respecto a z}. 


. . d 
en $ (o sea en el sistema de ejes de cuerpo (x, y, z) ) iguales a: iici 


w, ="0, cos ð, cos O, + Å, sin 0, 


w, = —Å, cos 0, sin 0, + Å, cos 0; (6.70) 


w; = Ó, sin 0, + Å; 


Aunque las Ecs. (6.70) no están formadas con base en los ángulos de Euler clásicos, el l 
do es un conjunto igualmente válido de relaciones entre las componentes de w j l qe A 
los 0, de rotación. El orden y los ejes de las rotaciones 0, en este siste a E 
HEN i ma son muy fáciles 
. Existen alternativas al uso de los ángulos de Euler o de los ángulos de la Ec (6.70 
orientar un cuerpo en el espacio. Una alternativa tal es usar los cuaterniones de Ha il raa 
Ta m Sorunda que ocurren debido a los denominadores nulos que qe 
ciertos valores de los ángulos de Euler. (Por esta razón i i 
de control de actitud del Skykab Orbital Assembly.) A peri a AT aen 
en el espacio es determinar los cosenos directores de un vector unitario fijo en irec prada 
el espacio J , con respecto a un conjunto de ejes fijos en el cuerpo 4. Sea ú auch e o 
tario con cosenos directores (p, q, r) referidos a los ejes (x, y, z) fijos en 43. Sean t as bl 
(i, j, k) vectores unitarios paralelos respectivamente a los ejes (x, y, z). Se tiene $ 


ú=pi+.q)+rk, 
Derivando en J obtenemos 


gå A à 
ü = 0 = Ü + wyg X û 


ll 


(Pi + di + ik) + (0, +05 + ok) x (pi + q) + rk) 
= ($ + or — 0,9) + (4 + op — osr + (¿+ 0,q — 0,p]k 


Este vector tiene las siguientes ecuaciones en componentes escalares: 


q = 0,1 — 0,p dl (6.71) 


Reorientaciones subsecuentes serán i; el el orden en en; véase T.R. Kane 
K gualmente independientes del ord é y 
j 1 que se efectúen; 

D.A. Levinson, “Successive Finite Rotations”, Journal of Applied Mechanics, Dic. 1978, vol. 45 pág. 945-946 
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- Si las componentes de w son dadas u obtenibles de las ecuaciones de la cinética (que se estudiará 
en el Capítulo 7), entonces en las Ecs. (6.71) pueden despejarse las cosenos directores, lográn- ¡ 
dose así orientar 43 en J. Las Ecs. (6.71) son las llamadas. Ecuaciones de Poisson, que son 
alternativas de las Ecs. (6.68) y (6.70). 


M 


6.78 Usando los ángulos de Euler ( ġ, 0, y) vistos 
en esta sección, exprese (7,4 €N (términos de sus compo- 
nentes en) el marco J}. > 


6.79 Demuestre que las magnitudes de (,,7 son todas 
iguales a las expresadas (a) en /3 por la Ec. (6.61), (b) en g 
por la Ec. (6.64), y (c) en J, por la Ec. (6.67). 


6.80 'Deduzca las Ecs. (6.70). 


6.81 Exprese (yy en J usando rotaciones sucesivas 0}, 
0, y 0,, que conducen a las Ecs. (6.70) cuando se expre- 
san en 8. 


6.82 El teorema de Euler para rotaciones finitas se expresa 
como sigue: la rotación más general de un cuerpo rígido- 
B con respecto a un punto A es equivalente a una rota- 
ción respecto a algún eje que pase por A. Demuestre el 
teorema. Sugerencia: considere A fijo en el marco de refe- 
rencia en que se mueve Æ (Fig. P6.82). Considere que an- 
tes de la rotación P está en P}, y en P, después; suponga 
lo mismo para O (en O, antes, en Q, después). Biseque el 
ángulo P,AP, con un plano normal al plano del ángulo. Ha- 


_Antersección 
de planos 


Figura P6.82 


Figura P6.84 


Problemas/sSección 6.8 


ga lo mismo para O 40, y considere la intersección de los 
dos planos. 

6.83 El teorema de Chasle establece que: El desplazamien- 
to más general de un cuerpo rígido es equivalente a la trasla- 
ción de algún punto A seguida de una rotación alrededor de 
un eje que pase por A. Demuestre que este enunciado es una 
consecuencia inmediata del problema anterior. 


.6.84 El tambor circular de radio R en la Fig. P6.84 pivotea 


sobre un soporte en O; este punto O se encuentra a una dis- 
tancia R/2 del centro C del tambor. Un peso W (partícula) 
cuelga de una cuerda enrollada alrededor del tambor, el cual 
es girado lentamente 1/2 rad en sentido horario alrede- 
dor de O. Encuentre el desplazamiento de 14. Sugerencia: 
Use el resultado del problema anterior, siendo C el punto 
A y con la rotación m /2 P en seguida de la traslación. Su- 
me los desplazamientos de U/ durante cada parte. 


6.85 En la Fig. P6.85, la esfera £' rueda sobre el plano y 
su velocidad angular en el marco de referencia 3, en el que 
(x, Y, z) están fijos, está dada por la Ec. (6.64). Observando 
que vc = A + Ji, escriba las ecuaciones de restricción (con- 
diciones de resbalamiento nulo), relacionado x y } con los 
ángulos de Euler (4., 0, y) y sus derivadas. 


6.9 Matrices de rotación am 


uponga que un vector Q se expresa en un marcó 4 y que sus componentes son elementos de 
una matriz columna {o} 3. Es posible desarrollar un ccnjunto de matrices (3 x 3) designa- 
das [T4], [7,1 y [T;] que al posmultiplicar cada una de ellas por (0) y. dan las componentes 
de Q en un nuevo marco girado alrededor de un eje x, y o z, respectivamente, de J.. Estas 
matrices reducen el trabajo implicado, por ejemplo, en pasar de la Ec. (6.58) a la (6.61) o 
a la (6,64), a un par de simples multiplicaciones matriciales, 


Figura 6.18 


Desarrollaremos ITA y luego damas las expresiones para IT, xl y [7,] que sé deducen en 
forma similar. Sea Q = O + 0,1 + Qk, en donde Ĝĝ, Î, k) es una triada de vectores 
nitarios con direcciones fijas a lo largo de los ejes (x, y, z) del marco J. Supongamos además 
que Æ es un marco cuya orientación puede obtenerse a partir de la de J mediante una rota- 
ción en un ángulo +0, respecto a z. Los ejes girados, que estaban alineados con (x, y, 2) 
ON la rotación, serán denotados por (X;,, Yı» 2) con vectores unitarios asociados Âs 
p ki 

Notemos que en el marco * ‘nuevo” ¿3, podemos escribir Q = Qai + Qai ji + Qak,, 
en donde Q,, = Q, y k, =k ya que la rotación es respecto a este eje, común a ambos 
marcos. Para obtener O,, y Q, en términos de O,, O, y 0, (Fig. 6.18) usamos: 


Q,, =0Q-:í, = [QÂ +04 + QR) -1, 


np E O (6.72 
= Q,li El 1,) + Q,lj id 1,) + Q, lí) i 
= Q, cos 0, + Q, sen 0, 
e igualmente 
E a EE a 0 
Qn =Q: Îi = Q Ia + QG Ia + 0-4) dan 


= Q,[—sen 0,) + Q, cos 0, 


Junto con Q = Q, las Ecs. (6.72, 6.73) dan las componentes de Q en el marco girado 4 


en términos de sus camponentes (Q, O, Q;) en J. Podemos observar ahora que si la 
matriz [7] se define como 


cos o, sen 0, 0 
[T,] =| —sen 0, cos, 0 


0 O. 1 
` 


se obtendrán los mismos resultados para las componentes de Q en el marco girado 4% a partir 
del A producto mátricial [T] (Q)y: 


cos O, sen 0, 
{Q} = [T,] (Q), = | —sen 0, cos 6, 
0 0 


* 


Q, cos 0, + Q, sen 0, 
= j—0Q, sen 0, + Q, cos 0, 
Q, 


= OO 
pop 
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Las matrices para las rotaciones de 0, alrededor de x, y de 0, alrededor de y están dadas 
respectivamente por [7,] y [T]: 


1 0 0 cos 0, 0 —sen 0, 
[T,] =|0  cos0,  senó, [TT] =| 0 1 0 
O —sen0, cos 0, sen 6, 0  cosO, 


El lector puede verificar una o ambas matrices, como se hizo con la [T] es un ejercicio 
conveniente. Nótese el cambio en el “signo del seno” en la matriz [7,]. Si giramos alrededor de un 
eje un ángulo negativo, sólo será necesario cambiar el signo de los dos términos que contienen 


al seno; esto se debe a que cos (—0) = cos O ysen(—0 )= —sen 0. Veremos-ahora' 


ejemplos del uso de las matrices de rotación. Usaremos algunas abreviaturas ““taquigráficas”” 
comunes en cinemática: sy en vez de sen 0 , cg en vez de cos $, etc. 


Ejemplo 6.14 


Use matrices de rotación para obtener las componentes de wyg en 
coordenadas de cuerpo, dada su representación (Ec. 6.64) en el marco 
de referencia espacial J. 


Solución 


Premultiplicamos “y, expresada matricialmente en 3, con las matri- 
ces de rotación de « respecto al eje 3, después 0 respecto al 
nuevo eje 2, y luego y respecto al nuevo eje 3 final: 


{oa} = [TA IZ] [TA {ws} 
(ángulo y) (ángulo 0) (ángulo $) 


Componentes de 


Oys en F 
Cy Sy Offce O —so|| cy sẹ 0 Soco% — gl 
=|—sy Cy OJO 1 0 |[—s¿ c¿ 0 gð + sospr 


o o 1lls 0 co o ijl È+cŅ 
AAA 
Esto da los componentes de 
de wyg en 9, j 


Cy Sy 0 Co 0 — So so 
=|-sy œ ojo 1 0 Ó 
o 0 flls 0 c $ + co) 


o o ad 
Esto da los componentes de ' 
de wy en J} 


Cy Sy 0 —s0b 
=|—sy cy 0 ò 
© Oi ý +04 


Ejemplo 6.15 


Satélite: 


6.9 Matrices de rotación 427 


Finalmente obtenemos las componentes de wyg en 8: 


— Scy + syl 
= Sysop + c0 
E Y + coh 
Comparando los elementos. de esta matriz con las componentes en 
la Ec. (6.61), vemos que las matrices de rotación proporcionan una 
manera rápida de ““convertir”” un vector de un marco a otro. Nótese 
que la primera llave horizontal señala a wyg expresada en 4,, obtenida 


antes como la Ec. (6.67). La segunda llave horizontal señala las 
componentes de wg en J3. 


*Usando matrices de rotación, determinar los ángulos A (acimut o azi- 
mut) y E (elevación) que una antena debe, respectivamente, girar al- 
rededor (a) de la dirección negativa de la vertical del lugar, y luego 
(b) del nuevo eje de elevación en su posición girada, para visar un 
satélite en órbita geosincrónica (ver el problema 2.67). El ángulo aci- 
mutal A es función de la latitud local 4 y de la longitud oeste relati- 
va ô del satélite: el ángulo E de elevación depende allicionalmente 
de R¿/R, la relación de los radios de la Tierra y la órbita. (Ver el 
diagrama.) (Los ángulos A y E se denominan ángulos de visado, y 
una antena que es girada primero en acimut y luego en elevación se 
dice que visa o se apunta según ““elevación sobre acimut”.) 


Orbita geosincrónica 


Solución 


El marco (x, y, z) tiene su origen en el centro de la Tierra; el plano 
xy contiene el sitio de observación P y su meridiano. Las coordena- 
das del satélite en este marco están dadas por el vector de posición 


tos = R cos ĝÎ + R senók 
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Primero se gira el marco Ẹ el ángulo de latitud Å respecto a z para 
alinear el nuevo eje x, còn la vertical local en-el sitio P. Llamamos 
3, el marco girado resultante y obtenemos lo siguiente para las nue- 
vas componentes de rys(c, = cos À, s = senó, etc.): 


Llegamos ahora a la condición que permitirá determinar el 
valor del ángulo E: se desea que la antena apunte directamente al 
satélite. Como el eje de la antena está ahora en la dirección —» el 
giro para elevación debe detenerse cuando la coordenada Xx 


sea cero: 
s CglRc,c¿ — Re] — selRsicsc4 + Rss) = 0 l 
{ros}an = |T] {ros}, a 
| . (ángulo 4) . Pei ( Rec, — R, ) . (2) 
| da Sa 0(Res Rc¿Ca Rs,C4Ca + RS5S4 
` sai . 
{ros}n =| —sa Ci 0| 0 f= 1—Rs¿05 R¿/R(  1/6.61), entonces (2) proporciona 
| o 0 les, Rs» 


m CaCa — r 

j iti ; E = tan`! | — e T _ 
Luego trasladamos los ejes al sitio, como se muestra en el diagrama. a 
La única componente de {ros}s, que cambia es x, y, por inspección, 


en donde el ángulo acimutal A está dado por la Ec. (1), 


Existe un solo círculo en el cielo en el que pueden hallarse los satélites geosincrónicos. Tal 
círculo, que fue examinado en el Problema 2.67, se encuentra actualmente “abarrotado”. En 
el verano de 1988 había aproximadamente 60 satélites meteorológicos y de comunicaciones 
de Estados Unidos y Canadá en órbita geosincrónica entre 67° y 140° de longitud oeste. Los 


Rca — Re 


{res}n = —Rs4cs 
Rs; 


por lo que 


Nótese que debemos restar el radio de la Tierra x, R, de para obtener 

la coordenada correcta x, del satélite. s 

| ` © La segunda rotación es la azimutal alrededor de x,; si llamamos 
el marco girado J}, las coordenadas (xy, Y3, Z3) de S en este marco 

están dadas por 


{res}n = [T] (Lp) 


' soviéticos tenían 30 satélites de comunicación en la órbita geosincrónica y había otros 25 más 
| Hago = A] de otros paises. i 
jj 
i 1 0 0 (Re, — Re Rcc — Re 
io > Ss —Rs,05 = —RS¿C5Ca = Rs5SA g . 
0s Cr Rs; —Rs¿05S4 + RS5C4 Problemas/Sección 6.9 
Ahora daremos un paso importante. Se desea que la componente S , 6.86 En Estados Unidos, los límites oriental y occidental de 
z, de rpg sea cero porque queremos girar luego en elevación respecto » y posiciones utilizables en el arco geosincrónico (Problema 2.67) 
pe y lla con el eje (apuntador) de la antena señalando hacia i ya? <A para la instalación de satélites, son aproximadamente 70° 
el satélite Entonces el ángulo A se determina haciendo igual a cero: e N € y 143° de longitud oeste, respectivamente. Encuentre los in- 
1 ` alemento de la matriz preċedente > tervalos de acimut y elevación requeridos para que la ante- 
e) terce! i na del Ejemplo 6.15 pueda 'barrer del límite oriental al 
—Rs,C5S4 + Rsca = 0 occidental desde un sitio localizado en (a) 34° de latitud norte 
$ à y 84° de longitud oeste; (b) en su lugar de origen. (Seleccione 
tan A = tan Ô csc : D una ciudad contigua a Estados Unidos si el lector reside en 
A = tan” '(tan ó csc À) ( otro país.) 
Finalmente giramos el ángulo E respecto al eje z3: 6.87 Use las Ecs. (6.70) junto con matrices de rotación 
IT] { A y para calcular las componentes de velocidad angular en ejes 
| {res} = ? p á PEINS fijos en el espacio. 
| ángulo Ñ 
! 1 y 
: r , i z x 
| . cg sœ OÍ Rees- R. ad o P tiene tres grados de libertad rotacioral Figura P6.88 
| =|—sg Cg 0f4{—Rs,Csca — Rs¿Sa E C 
| 0 0 1l 0 1. Angulo acimutal A respecto a la vertical local z. Use el teorema de la adición junto con matrices de rotación 
| , , e 2. Ángulo de elevación E respecto a un eje originalmente para calcular (,,y en términos de sus componentes en 3, 
So a =s S45, aralelo a x. 
CglReyes — Re) — SelRsaCsC4 + RS5S4 p m PA 
=4—sp[Re,Cs — Re) — CglRs¿C5C4 + RS5Sa) 3. Ángulo de polarización P respecto al eje de simetría 6.89 En el problema anterior calcule W, En términos de 
E! ; del paraboloide (inicialmente paralelo a y). sus componentes en / 
y 2 


E A Á 
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* 6.90 Grafique el ángulo de elevación E contra el ángulo 
$ del satélite (ver Ejemplo 6.15) para los siguientes valores 
de À (sobre la misma gráfica): 1 = 0°, 20°, 40%, 60%, 80°. 
¿Qué representan fisicamente en esas curvas los cruces del 
eje 9 ? 


6.91 Calcule los ángulos de visado (ver el Ejemplo 6.15) para 
el caso en que la dotación en elevación se efectúe antes que 
la rotación azimutal. (Es decir, se tiene un visado de ““acimut 
desde elevación””.) i 


6.92 Para definir la posición de un planeta respecto a un 
marco fijo en el espacio se requieren seis parámetros orbita- 
les (Fig. P6.92). Para encontrar su trayectoria orbital pri- 
mero giramos el ángulo Q en el plano de la eclíptica (el que 
contiene la trayectoria del Sol como se ve desde la Tierra) 
hasta el nodo ascendente (la intersección del plano de la eclíp- 
tica con la trayectoria del planeta cuando éste viaja hacia el 
norte). Luego se gira el ángulo i respecto al eje x, para 
obtener la inclinación del plano del planeta. (Por tanto, la 
inclinación de la Tierra se define como igual a cero.) Final- 
mente, el ángulo 0, localiza el perihelio de la órbita del pla- 
neta. Este es el punto de la órbita más cercano al centro S 
del Sol. Dos cantidades más dan la forma de la órbita y una 
sexta localiza al planeta en su órbita respecto al perihelio. 


` P6.1 


P6.2 Como a,i x î = 0, a, puede tener cualquier valor y no afecta entonces a la primera 


de las ecuaciones (6.6). 


P6.3 Porque entonces los ángulos (argumentos de los:senos y cosenos) no son simplemente 
w, t o œt, sino integrales de œw, ó œ, respecto al tiempo. $ 


P6.4 El plano (xy) de la página puede escogerse como el que contiene a f; y a Îi, sin 


pérdida de generalidad. 


P6.5 Para 0, en el segundo cuadránte y con0 < cos a.< , vemos en la Ec. (12) que tan 0, 
es un número “más” negativo que tan 0, (a menos que a = 0; en tal caso 0, = 0, ). ] 


Respuestas a las preguntas/Capítulo 6 — 


Sí, como se vio en la Sección 1.6. 


J, aplique matrices de rotación para obtener las componen- 
tes de v en el marco ¿3-(x, y, z) situado, como se muestra, 
sobre la trayectoria orbital en P, en términos de Q,iy0,. 
Si v = (Vy Vys Vz) es un vector definido en el marco espacial 


ascendente 


Figura P6.92 


Por ello, 9, y 6, son ángulos entre 90% y 180%, y 0, < 0. 


P6.6 


w, y w,son escalares constantes ei y Î son vectores unitarios fijos en dirección en 8. 


P6.7 Si dirivamos la Ec. (6.47) en 3, encontramos el término Iip jal F app} que no es 


una cantidad cinemática normal o común; esto se debe a que P, denota una sucesión 
de puntos de 4 que son en cada instante coincidentes con P. 


! P6.8 Se ha supuesto que la intensidad del campo gravitacional es constante pero, por su- 
puesto ésta disminuye al alejarse C de la superficie de la Tierra. 


P6.9 
P6.10 


Porque rpr = Ypg/2. 


Cada punto de C (extendido) que se encuentre sobre la recta PO tiene velocidad 


nula. Entonces la velocidad de B es su distancia desde PO multiplicada por |w¿| y 
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lo mismo es cierto para el punto A. La velocidad de 0, sale del papel y la de A ent 
ra. 


Por consiguiente, w,, determinada por la dirección v a» tiene la dirección negati d 
x, opuesta a la de wz. w 


Cuestionario de repaso / Capitulo 6 


¿Verdadero o falso? 


1. 


2. 


11. 


12. 


La velocidad angular del cuerpo 4 en el $ 
l ; marco J depende sól i 
orientación de 4 respecto a J. P ARAS 


p 
El teorema de la adición ara velocidades angulares se aplica también a las aceler aciones 


La fórmula Va = V4 + 0 X Typ, que relaciona las velocidades de dos puntos de un 
cuerpo rígido en movimiento plano, se aplica también a problemas tridimensionales 
siempre que 0, T4p y las v sean vectores tridimensionales. 


A e =a z r 

z ote B = â4 $ aX Tag — 0 Tap relaciona las aceleraciones de dos puntos de un 
uerpo rígido en movimiento plano, es aplicable también a problemas tridimensionales 

siempre que æ, ryp, w, y las a sean vectores tridimensionales. 


La med MA =0 del movimiento plano se extiende a tres ecuaciones lineales 
similares en el movimiento general para determinar los ángulos de orientación 


Para que un punto P tenga aceleración de Coriolis diferente de cero, debe existir una 


velocidad relativa de P respecto al “marco móvil”” y una velocidad angular del marco 
móvil relativa al marco de referencia. 


Si AN : P is 
pirn seri un vector {v} por una matriz de rotación [7], el vector (3 x 1) 
que obtenemos contiene las componentes “nuevas”? de v eri el marco girado 


Los ángulos de Euler sirven para orientar un cuerpo en el espacio tridimensional 


Los ángulos de Euler son tres rotaciones ( ġ, 0, Y alrededor de ejes que inicial- 
mente estaban bien definidos y ortogonales. 


Es posible, para cualquier punto móvil P, i 
ble, , escoger un marco móvil tal que la a ió 
de Coriolis de P sea siempre núla. j aii 


1 tor velocid angula e a relacion: al e veci e S 
F sl par: la s as u 
ar e n 
El vec ad ul rv C. las derivadas d tor en do 


Si una horquilla de una unión o junta universal desalineada gira con rapidez angular 


- constante, también lo hace así la otra. 


13. 


14. 


En el movimiento general de un cuerpo rígido 4%, en tanto œ + 0, existe un punto 
de velocidad nula en 4 o en # extendido. 


E orden de las rotaciones es importante al orientar un cuerpo si se usan los ángulos 
e Euler tal como se definieron en este capítulo (en relación con la suspensión cardá- 
nica del giróscopo o giróstato). 


10V; 


Respuestas: IV; 2:F; 3V; 4AF; 5F; 6V; 7V; 8V; 9F; 11 v; 


12 F; 13 F; 14 V. 


¡Cinética de un cuerpo 
¡rígido en movimiento 
| general 


7.1 Introducción 
| 7.2 Cantidad de movimiento angular en tres dimensiones 
7.3 Transformaciones de las propiedades de inercia 
7.4 Ejes principales y momentos principales de inercia * 
l Ecuaciones de Euler que rigen el movimiento rotacional de 
un cuerpo rígido. y 
| 7.6 Trabajo y energía cinética en el movimiento general 
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7.1 


Introducción = 


En los Capítulos 2 y 4 postulamos la existencia de marcos de referencia (inerciales, newtonianos 
o galileanos) en los que el movimiento de un cuerpo está regido por las ecuaciones. 


dL 
w=% (7.1) 
dHe 
Me = -i (7.2) 


Estas ecuaciones generales se particularizaron en el Capítulo 4 para el estudio del movimiento 
plano de un cuerpo rígido y se usarán ahora para estudiar el movimiento general de ¿3 en 
tres dimensiones. ; s 
Como indicamos en el Capítulo 2, la primera de las dos ecuaciones vectoriales describe 
el movimiento del centro de masa de un sistema cualquiera*, Es aplicable, por ejemplo, a sóli- 
dos rígidos o deformables, a sistemas de masas pequeñas, a líquidos y a gases. Para un cuerpo 
en movimiento general (tridimensional), la Ec. (7 1) contiene tres ecuaciones no triviales en 
componentes escalares cuyas soluciones pern.i.en localizar el centro de masa C (Fig. 7.1). 
Š Hacemos ver, que tal como fue el caso en el movimiento plano, el centro de masa puede 
moverse independientemente de la orientación variable del cuerpo (siempre que las fuerzas 
externas no dependan del movimiento angular del cuerpo, lo que sucede con frecuencia). Vi- 
mos un ejemplo tal en la Sección 6.6 cuando examinamos el movimiento del centro de masa 
de un cuerpo cerca de la Tierra en rotación. Enfatizamos que tal simple y natural extensión 
„de dos a tres dimensiones no ocurrirá con el movimiento angular u orientación de 43, como 
se vera en la Sección 7.5. La razón es que H, en la Ec. (7.2) no puede expresarse como la 
suma de tres términos de la forma /¿, Ok. > 
En el resto del capítulo desarrollaremos primero la expresión para la cantidad de movi- 

miento (i ímpetu) angular de un cuerpo rigido B en movimiento general. Esto conducirá a 
"un estudio de las propiedades de inercia de ¿%.; extenderemos lo estudiado en el Capítulo 4 
al análisis de las transformaciones en un punto y de los ejes y momentos principales de iner- 
cia. Sólo entonces estaremos totalmente preparados para deducir las ecuaciones de Euler que 
rigen el movimiento rotacional de un cuerpo rígido en movimiento general. También exami- 
naremos, como en ei Capítulo 5 para el movimiento plano, algunas integrales especiales de 
las ecuaciones de movimiento que se conocen como Principios de Impulso y Cantidad de Mo- 
vimiento, de Impulso Angular y Cantidad de Movimiento Angular, y del Trabajo y Energía 
Cinética. 


Figura 7.1 Posición del centro de 
masa en movimiento general 


*Se excluyen los efectos relativistas que se presentan cuando las velocidades consideradas no son pequeñas compa- 


radas con la velocidad de la luz. 
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7.2 Cantidad de movimiento angular en tres dimensiones e 


Vimos en el Capítulo 4 que cuando es razonable tratar un cuerpo 42 como rígido, las ecuacio- 
nes de movimiento de /3 se simplifican grandemente. El centro de masa Penance fijo en 
el cuerpo y la cantidad de movimiento (o ímpetu) angular es expresable en términos de la velo- 
cidad angular y de las propiedades de inercia de /3-. Procedemos ahora a estudiar la cantidad 
de movimiento angular Hp de 4% respecto a un punto P en el movimiento general (tridimen- 
sional). Veremos que las ecuaciones que resultan son mucho más complicadas que las corres- 
pondientes al movimiento plano. 
Comenzamos introduciendo un sistema de ejes rectangulares (x, Y, z) con origen en P. 

La velocidad angular de Æ en el marco de referencia J. puede expresarse en términos de pe y 


componentes a lo largo de esos ejes, 
0y7=w = [ø - + lo - ÎÎ + lo - IR 
= wi + w) + w,k (aa) 
La posición, relativa a P, de un punto típico en el cuerpo está dada'por 
r=xi + yj + zk : 7.4 
La cantidad de movimiento angular de 4% relativa a P se define a (Secciones 2.5 kis 


Hp = fr x vdm à (7.5) 
en donde v, la velocidad del elemento de masa dm, no es la derivada de r sino del vector de 


posición del elemento dm, considerado desde un punto fij i 
jo en el marco de referen 
se muestra en la Fig. 7.2. BEN 


Como ¿3 es un cuerpo rígido, sabemos por la Ec. (6.56), que v = v 


C t ) + w X r; pode- 
mos introducir esta expresión en la Ec.(7.5) para obtener, pos po 


Hp = fr x vpdm'`+ |r x [w x r) dm 


= |f r dm) x vp + fr x [w x 1] dm paa 
Usando la definición del centro de masa, la integral en i érmi 
; g el primer tér 
ral cerrará p mino del lado derecho 


Hp = mīpc X Vp + fx x (w x 1) dm (7.7) 


En los casos en que (a) P se escoge como el centro de masa, o (b) vp = 0, ó (c) rpg es paraielo 
a vp, es nulo el primer término del segundo miembro de la Ec. (7.7). Para estos casos 


Hp = fr x [w x 1] dm 


(7.8) 


Trayectoria de dm 


Figura 7.2 
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Susitayendo w y r de las Ecs. (7.3) y (7.4) y usando la identidad 
A x [B x C] = [A + C)B — (A -BJC . l 17.9) 
obtenemos el siguiente resultado; (7.10) 
Hp = [o, f (y? + z’) dm — o, | xy dm —o, | xz dmli 
+ [—0, f xy dm + 0, f (x? + z?) dm — w, $ yz dm]j 


+ [—o, | xz dm — w, f yz dm + 0, f(x? + y? dm]k 


(7.10) 


A AAA A 
Pregunta 7.1 ¿Porqué pueden sacarse fuera de las integrales las distintas componentes œw en 
la Ec. (7.10)? - 


A A ŘŮ—— 
Para el caso en que P es C, esta expresión para la cantidad de movimiento angular se 
convierte en (Sección 4.3): 
He = (Io, + 10, + 120,4 
+ (150,.+ 1,0, pi 15,0, A (7.11) 
+ (Io, + 15,0, + I.c,)k 


La forma de la ecuación es idéntica si P no es el punto C, pero se debe cumplir entonces que 
vp = 0 o bien que rpc sea paralelo a vp; la única diferencia es que las propiedades de inercia 
se calculan respecto a ejes que pasen por P y no por C: 


Hp = (12,0, + ð, T IE, 


dor deleje KR Encuentre el ímpetu angular del disco respecto 
al punto Q y muestre la dirección del vector en un croquis. 


7.5 Enla Fig. P7.5 se muestra un molino que está compuesto 
de tres partes principales: 


1. El eje vertical S que gira con velocidad angular 
constante Q . 


2. Elejeinclinado Æ delongitud /, que está articula- 
do a S y gira con él, 


C alrededor de £ y rueda sobre la superficie interior 


de J. 


Cuando el eje S alcanza la velocidad Q, el cuerpo Z se 
muere hacia afuera un ángulo f que permanece constante 
durante la operación. Considere a la muela D como si fuera 
un disco y encuentre su vector H, de momento angular en 
coordenadas convenientes. (Se sugiere en la figura un posi- 
ble sistema coordenado.) 


7.3 


3. La muela D de radio r, que gira sobre cojinetes en - 
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Figura P7.5 `i 


7.6 En el problema anterior note que el punto O es un punto 
fijo de los tres cuerpos: .S' , ¿3 y `D extendido. Halle el ímpe- 
tu angular Ho de'D y verifique que H, = H, + ro, X L. 


Transformaciones de las propiedades de inercia ——_—_—_————_ 


Algunas vetes se necesitan los momentos y productos de inercia en puntos que no coinciden 
con el centro de masa C de un cuerpo rígido 4%. Estas propiedades pueden encontrarse sin 
integraciones adicionales usando los teoremas de los ejes paralelos que se analizaron en el 
Capítulo 4. Tales teoremas se enuncian a continuación, en donde ( X, y, Z ) son las coorde- 


+ (12,0, + 5,0, + Io 


+ (lo, + 15,0, + 1l,0,)k 


Ambas expresiones para la cantidad de movimiento angular (Ecs. (7.11) y (7.12)) serán de . 


utilidad en las secciones que siguen.’ 


i 


(7.12) 


sm Problemas l Sección 7.2 m= 


7.1 Determine el vector cantidad de movimiento angular (o 
ímpetu angular) H, de la rueda del Problema 6.49. 


7.2 Determine el vector cantidad de movimiento angular del 
disco ¿7 en el Problema 6.27 respecto (a) a C y (b) a O. 


7.3 Determine el vector cantidad de movimiento angular pa- 
ra la barra doblada del Ejemplo 4.13 respecto al centro de 
masa cuando la barra gira alrededor del eje Z con rapidez 
angular w. 


7.4 Un disco homogéneo delgado ‘D de masa M y radio r 
gira con velocidad angular constante w, sobre del eje 
Ş (Fig. P7.4). Este eje es un voladizo apoyado en el eje ver- 
tical Æ. y gira con velocidad angular constante w} alrede- 


Figura P7.4 


Tis = Il + mly? + Z?) 


Ejemplo 7.1 


nadas del centro de masa C respecto a ejes en P. Para el momento de inercia en P: 


(7.13a) 

Iy = Ey + miz? + z?) (7.13b) 

I: = 1% + mix? + y?) (7.130) 
Para los productos de inercia en P: 

Iz, = 15 — mxy (7.14a) 

I} = IÇ, — mpz (7.14b) 

I = IC, — mZ (7.14c) 


Como ejemplo de repaso, calcula las propiedades de inercia en la 


esquina B del paralelepipedo rectangular uniforme de masa m mos- 
trado en el diagrama. 
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. 


E, 


T 


Solución 


Para los momentos de inercia obtenemos 
m DNA fa] maa $ 
¡Te DN ES 2 2 Es ES =p yd 
o= + mly? + z?) Pe +a tml (2) +(5) Al ] 


Nótese que la distancia entre Xg y Xc es Y(b/2)? + (d/2)?. De la 
misma manera: 


m m 
II =a 


Para los productos de inercia se obtiene: i 


e E a b _ —mab 
1 m7 = 0 mz) =—a 


¡EA 


* Consideraremos ahora una segunda e igualmente importante transformación, que mos- 
trará que si conocemos los momentos y próductos de inercia asociados a un conjunto de ejes 
ortogonales con centro en P, podemos entonces calcular fácilmente los momentos y productos 
de inercia asociados a cualquier otro conjunto de ejes que tenga el mismo origen. Considere- 
mos dos conjuntos de ejes con un' origen común en P (Fig. 7.3). Sean &, b, £, los cosenos 
directores de x’ respecto a X, y Z, respectivamente. Entonces la coordenada ortogonal x’ de 
un punto Q en el cuerpo se relaciona con las coordenadas ortogonales x, y z por medio de 


x= rpo ` (ki + bj + 4k) 
S 
vector unitario de lo largo del eje x’ 


Il 


Ixi + yj + zk) - (4i + 4î + 4k) l 
x= xh + yb +2 (7.15) 


Il 
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Figura 7.3 


Se busca encontrar una fórmula para 17... en términos de las propiedades de inercia ex- 
presadas respecto a los ejes (x, y Z). La definición de Wa es 


Tre = f(y? + z?) dm y (7.16) 


Como X? + Y? + Z? = X? + Y? + Z (cada uno es el cuadrado de la longitud de To)» 
podemos sumar y restar ? para producir esta cantidad en la Ec. (7.16): 


Le = fla? + y? + 2?) — x?] dm 


= f (lx? + y? + 2?) — x?] dm 
" Sustituyendo X’ dado por la Ec. (7.15) en la Ec. (7.17) da: 
Izy = flx? + y? + 2? — (xl, + yl, + z£)?] dm 
Desarrollando el trinomio y reordenando términos obtenemos: - y 
Ize = JUL — ja? + (1 — ly? + (1 — ez =m 


— 2xyhkh — 2.x2f.f, — 2yzl,l,] dm 
Como las / son los cosenos directores del vector en la dirección del eje X,, se cumple que 
+ B4+A=1 
Usando esta relación en los primeros tres términos del integrando en la'Ec. (7.18) resulta: 
Be = JU + Bx? + (0 + Biy? + (8 + Bz 
— 2xyf,l, — 2xz LL, — 2yz(,(,] dm. 


l 
- Reagrupando términos, 


Ize = GS (y? + z?) dm + & f(x? + 22] dm + 24 (x? + y?) dm 
+ 22.415 xy dm) + 2£,£,[—5 zx dm] + 244|- f yz dm] (7.19) 


Las seis integrales en la Ec. (7.19) son las propiedades de inercia asociadas a las direcciones 
(%, y, z) en P, por lo que finalmenté: ` 


Be = RIE + BL, + BIE + LLE, + LLE, + 254 (7.20) 


Esta fórmula permite calcular el momento de inercia de la masa de 4 respecto a cualquier 
recta por P si conocemos las propiedades en P de cualquier conjunto de ejes ortogonales. 
Ilustraremos su empleo con un ejemplo. 


(7.17) 
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Ejemplo 7.2 


Calcule el momento de inercia respecto a la diagonal BA del parale- 
lepípedo del rectangular Ejemplo 1. 


Solución 
~ Definimos el eje x' a partir de B y señalando hacia A. Las propiedades 


de inercia en B se calcularon en el ejemplo anterior. 
Los cosenos directores de x’ son 


en donde 
H = ya? + b? + d? = [pal 


Sustituyendo las 4 y las propiedades de inercia en B en la Ec. (7.20) 
se obtiene: 


Pya slib? + dela? + |d? + a?)b? + (a? + b?Jd?] 


2m =ab ad bd 
+ [iea 4 ) + i-aa(<) + ¡ea (*)] 


_ mla?b? + b?d? + d?a?) 
= óla? +b? +d’) 


En este ejemplo observamos que la recta BA también pasa por el centro de masa C. El 
momento de inercia respecto a la recta BA es, por supuesto, el mismo irrespectivamente de 
qué punto sobre la línea se use para el cálculo. (En este caso seria más fácil calcular en el 
punto C porque las / son las mismas mientras que los productos de inercia se anulan.) 

Un resultado similar a la Ec. (7.20) para productos de inercia se derivará ahora. Sean 
My Ny Y n, los cosenos directores del eje y’. Nótese que la coordenada ortogonal y puede 
entonces escribirse, igual que la Ec. (7.15), de la siguiente manera: 


y' = xn; + yn, + Zn, 
Por definición 


Izy =—Sxy dm = -f (xl, + yh + zhlco, + yn, + zn,) dm 


En consecuencia, desarrollando y reconociendo las integrales de producto de inercia, 


ley = | — (24m, + yn, + z?4n,) dm + (4n, + ¿aL 
E (Ln, + Lali, + (4n; + £n, M5. 


obtener 


LN, $ bn, + £n, = 0 


Ya que (h La 4) y Mo ny, n,) son componentes de vectores unitarios a lo largo de los 
ejes mutuamente perpendiculares x’, y”, podemos multiplicar escalarmente esos vectores y 
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El integrando en la Ec. (7.22) puede entonces escribirse de la siguiente manera: 
—lx*La, + y?hn, + 2"n,) 
= gn, + hn) + y?ln, + Ln.) + z?n + hn) 
= Lady? + 2) + bni? + z?) + £n,(x? + y?) (7.23) 


Sustituyendo la Ec. (7.23) en la (7.22) se obtiene la ecuación de transformación para productos 
de inercia: 
Lys E A + a JE + inl; + (Zn, + palk, 


+ (4n, + hnd: + (4n, + Ln,)1%, 


(7.24) 


Ejemplo A E E 


En los Ejemplos 7.1 y 7.2 sea el cuerpo sólido un cubo (a 
= d) y y’ definida como sigue: ' 


1. y’ es perpendicular a x’. 
2. y? está en el mismo plano que zp y x’. 
Determinar /2,,.. 


Solución 


De las ecuaciones en el Ejemplo 7.2 tenemos Ê = Ch bh Q 
=| 17/3 „174/3, - 1/4/3) para el vector unitario a lo largo de x’; ahora 
: forzamos las componentes de ñ, o sea (1,,n,,1,) a tener un valor tal 
i f que las condiciones 1 y:2 se satisfagan: 
y nía, +4 : 0 
$ 3 ñ = — n -=n -n= 0sn+n-n=0 
x B y J3 z x y z 


J3 
1 


dE coin E l 
2. (l x 1-k=0>-—n,--=n,=0>n,-n,=0 


de a 


| 


vector perpendicular al plano de x’ y y”. » 


Esas dos ecuaciones dan n, = n, y n, = 2n,. Debemos verificar 


también que ñ es un vector unitario: 
l =n} +n? + n? =n1H1 + 1 +4) = 6n? 


Entonces n, = 1/6, de modo que 
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Sustituyendo las componentes de Îy â y las propiedades de inercia 


7.11 Encuentre el producto de inercia /%_ del aro .4 de 
en B [siendo el punto general P en la Ec. (7.24) el B en este problema] 


en la Ec. (7.24) obtenemos 


2m 


e S 


a AR 


isal 


Notemos que el resultado nulo del Ejemplo 7.3 no es obvio en esta etapa de nuestro estu- 
dio. En este ejemplo, a = b = d por lo que el plano x”y” es de simetría y esto garantiza (Sec- 


ción 4.3) que 7? 


y € I de son iguales a cero, pero no necesariamente lo es 7 E .. Nótese también 
que hay dos direcciones (a 180° entre si) para y? que satisfacen las condiciones 1 y 2 en este 


último Ejemplo. 


Pregunta 7.2 
esto?) 
Terminamos esta seccion haciendo ver que las Ecs. (7.20) y (7.24) son ecuaciones de trans- 
formación satisfechas por un tensor simétrico de segundo orden; las propiedades de inercia 
ciertamente constituyen un tensor. Debemos también mencionar que sólo si los productos de 
inercia se definen con el signo negativo (Ec. 4.2) se obtendrán las ecuaciones de transforma- 


¿En qué parte de la solución escogimos una de esas direcciones? (¿Importa 


ción tensorial correctas. 


A 


7.7 Las tres barras homogéneas en la Fig. P7.7 están sol- 
dadas entre sí en O para formar un cuerpo rígido. Encuen- 
tre los momentos y productos de inercia en el punto, Q con 
respecto a ejes paralelos a x, y, Z. 


Q e f 
Z ¿A m 2m y O 
Xx i z x 
Figura P7.7 7 
1/2 (12. 


Figura P7.8 


Problemas! Sección 7. _ —_ —_———————_— 


7.8 Encuentre los momentos y productos de inercia del 

cuerpo en la Fig. P7.8, con respecto a un conjunto de ejes 
: E 

que pasen por el punto P situado en | AE y y parale- 


los respectivamente a los ejes x, y, z. Cada una de las dos 


` barras perpendiculares de la “T” tiene masa mm y longitud 4 


7.9 Enel problema anterior encuentre el momento de iner- 
cia respecto a la recta OP. 

i! 
7.40 Calcule el momento de inercia respecto a la recta AB 
de la barra doblada en la Fig. P7.10. La barra es plana y 
tiene masa de 4 m. 


21 x 


Figura P7.10 YB 


masa m y radio R en la Fig. P7.11. El plano de .4/ forma 
un ángulo 4. con el plano xy. ` 


Figura P7.11 


7.12 Calcule el momento de inercia respecto a la recta BA 
en el Ejemplo 7.2 usando la'Ec.(7.20) en C y no en B. De- 
muestre que si a = b = d, la respuesta resulta igual a 7€ 

(que es igual a 75, = 74, en este caso), l i 


7.13 Los momentos de inercia centroidales para el elipsoide 
sólido £' en la Fig. P7.13 son 


IS, = Tb? + o?) 


m i 
PTET 


n 


m 
E = ql + b?) 


La masa de £' es (47/3) p.abc, en donde p es la den- 
sidad. Encuentre el momento de inercia de la masa de 
respecto a la recta que forma ángulos iguales con.x, y, z. 


x 
Figura P7.13 


7.14 Demuestre que la suma de dos cualesquiera de los 
mome: i ia IP i 
ntos de inercia Ta By T?, siempre excede al tercero. 


7.15 Una parte de una antena de doble transmisión para 
uso especial consiste de un girador octagonal, como se mues- 


tra en la Fig. P7.15. Cada una de las ocho secciones iguales 
es un tubo cuadrado de acero con las dimensiones indicadas ` 
y espesor de | plg. Cal i i 

e a ple. Ca cule el momento de inercia del gira- 
lor respecto al eje de rotación. (Considere que cada sección 

tiene sus extremos a escuadra en la longitud promedio de 


18 plg y no considere los pequeños traslapes. Use una densi- 
dad de 15.2 slug/pie?.) 


EAS: 


Figura P7.15 


7.16 Encuentre las propiedades de inercia en O para el cuer- 
po mostrado en la Fig. P6.16 que está compuesto de una barra 
y un anillo que tienen iguales densidades y secciones trans- 
versales. La barra es perpendicular al plano del anillo. 


Figura P7.16 


*> 4 $ i 
7.17 Determine By en el problema del Ejemplo 7.3 si b 
= d = a/2. 


Los ejes tienen su origen en B igual que en el ejemplo. 


*7.18 Parael cuerpo rígido Æ de la Fig. P7.18, sean cono- 


cidas en P las propiedades de inercia (12, ..., IP) y 1 
cantidades i ia id 
lA 
X= 2 
vV Tj 
Y= h 
VE 
L 
Z==>= 
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en donde 1P..y( 4, £,  £).tal como se definieron en Demuestre que no todos los elipsoides de la forma ax? ` 
la Sección 7.3 Demuestre que la Ec. (7.20) implica: 


+ by +z =l pueden ser elipsoides de inercia. Sugeren- 
cia: La suma de dos cualesquiera de los momentos de inercia 


A + IE, Y? + nz4 2XYIË, + 2XZIP, + 2YZ =L debe siempre ser mayor que el tercero restante, como se 


estableció en el Problema 7,14. 


Esta es la ecuación de un elipsoide con centro en P; fue 


desarrollada por Cauchy en 1827 y se llama elipsoide de iner- 
cia. Demuestre que el momento de inercia respecto a cual- 
quier línea x’ que pase por P es igual al recíproco del cuadrado 
de la distancia de P al punto en que X’ corta al elipsoide. 


7.19 En el problema anterior, si los productos de inercia 
son nulos, la ecuación del elipsoide de inercia en términos x 
de los momentos de inercia resultantes (Ñ, 15, I) es 


** 7.20 Calcule las propiedades de inercia en O de las tres as- 
pas o paletas circulares de un ventilador conectadas por 
barras ligeras (Fig. P7.20). Las paletas están inclinadas 30° 
respecto a los ejes OC}, OC, y OC}; las mitades sombreadas 
de cada una se encuentran detrás del plano del dibujo y las 
no sombreadas, delante de él. ` 


Placas redondas 
(cada una con masa m) 


Figura P7.18 


HX + EY + Bz = Figura P7.20 


7.4 


Ejes Principales de Inercia y Momentos Principales de Inercia s. 


En esta sección describiremos una manera particularmente útil de describir las características 


de inercia de un cuerpo rígido 4%. Sucede que en un punto cualquiera P de B, siempre es 
posible encontrar un conjunto de ejes rectangulares tales que los productos de inercia en P 
respecto a esos ejes sean iguales a cero. Dichos ejes se llaman ejes principales de inercia en 
P, y los momentos de inercia con respecto a ellos son los momentos principales de inercia 
para el punto. 

Específicamente, un eje x es un eje principal en P si Ita = O, en donde $ es cualquier 
eje por P que sea perpendicular a x (Fig. 7.4). Podemos demostrar que si I5 = TE =0Oen 
donde (x,y,z) forman una tríada de ejes rectangulares en P, entonces x es un eje principal 
en P. Para demostrarlo veremos que de = O = I? implica que Iks = O; en donde f es 
el eje arbitrario por P normal a x. Usando la Ec. (7.24) podemos escribir. 


Lip = hnl + GoD, + Ln, 12, + (4n, + pahi 
+ (Ln, + Loli, + (a, + £n,)12, 


Figura 7.4 
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En esta ecuación ( 4, b» 4) = (1,0,0) son los cosenos directores de x (el primer subíndice 
en Loa ) con respecto ax, y, z respectivamente mientras que (nxn, n,) son los cosenos direc- 
tores de ff (el segundo subíndice en Lap)» también con respecto a x, Y, z. Como B L x, se 
tiene que (11, np n)=(0, Ay» n,). Sustituyendo estos valores de f y n obtenemos' 


Ey =0+0+0+ (4n, + Olz, + (An, + OMIE, + 0 


Pero TE, = IZ = 0 , por lo que TE, = 0 y vemos que todo lo que se requiere para que 
un eje como el x sea principal en un punto es que E, =0e IE = 0 , en donde (x, y, z) 


forman una triada ortogonal en P. Necesitaremos este resultado en lo que sigue. 

Procedemos ahora a encontrar un procedimiento de cálculo que permita determinar los 
ejes y momentos principales de inercia. Haremos la deducción cuando P es C y luego explica- 
remos como se aplica igualmente a fodo punto de 4. j 

Por ahora consideremos (6, y, z) con centro en C y en algún instante sea x paralelo a 
la velocidad angular Wz = w de ¿ en un marco de referencia J. Entonces «) = wi y 
la Ec. (7.11) da, para la cantidad de movimiento angular de 43 respecto a C, la expresión 
simplificada 


He = 104 + 10 + IE ok (7.25) 
x y 


Observemos en la Ec. (7.25) que H, es paralelo a w si y solo si Ty = Ti, = 0,0seasix 
es un eje principal en C. Vemos entonces, como lo vio el eminente Leonhard Euler a mediados 
del siglo xvin, que los ejes principales tienen la propiedad de que cuando la velocidad angu- 
lar está a lo largo de uno de ellos, así sucederá también con la cantidad de movimiento angular. 
Euler buscaba un eje a través de C para el cual, cuando Æ girase alrededor de él, el movimiento 
se mantendría respecto a este eje sin necesidad de aplicar momentos externos, Notemos 
además que cuando Hc || w o sea H, paralela a w, la constante de proporcionalidad es 
necesariamente el momento de.inercia / respecto a este eje común. 

Estamos ahora listos para dar el gran paso hacia adelante. Sea ñ = ná + nj + nR un 
vector unitario y busquemos la dirección de ñ que lo hará un eje psincipal. En otras palabras, 
hay que encontrar los valores de los cosenos directores de ñ (no n, n,) tales que si œ 
= wñ, entonces H = Iw. Escribiendo w en términos de sus componentes obtenemos 


w = on Â + wn,ĵ + wn,k a (7.2.6) 


Sustituyendo para H, el valor dado por la Ec. (7.11), la relación vectorial da las siguientes 
tres ecuaciones escalares de componentes: 


10, + 10, + Lo, = Ion, 
10, + 10, + 150, = løn, Ka 
120, + 10, + Io, = Ion, 


Si dividimos las Ecs. (7.27) entre w y comow = wñ, se tiene quen, = w/w, n, = w,/w 
y n = 0,/0 ; podemos escribir las ecuaciones del modo siguiente: 


C C C == 
(LE: iin Iny + 1%; My + LM, =0 
C C C =S r 
In, + (5, — In, + IEn =0 (7.28) 
C C C = 
Igy; + Tjan + e jiä Ijn, =0 
*La regla de Cramer da Ax = ny = n; = 0 como la única solución si las ecuaciones son independientes, en cuyo 


caso no es cero el determinante D de los coeficientes. Si D = O, la regla de Cramer proporciona la forma indeterminada 
0/0 para las n y pueden esperarse entonces otras soluciones, ya que las ecuaciones son dependientes. 
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Tenemos ahora un sistema de ecuaciones que son algebraicas, lineales y homogéneas en 
las tres variables n, n, n, Se sabe que tal sistema tiene solución no trivial si y sólo es cero* 
si el determinante de los coeficientes de las variables. En este caso podemos suprimir el califi- 
cativo “no trivial”” porque.la solución trivial (1, = n, = n, = Q )no satisface la condición. 


n? + n? + n=l (7.29) 


que debe siempre cumplirse para los cosenos directores de un vector. 

Haciendo igual a cero el determinante de los coeficientes ello dará los valores de 7 para 
los cuales las tres ecuaciones tienen una solución. Cada valor de 7 se denomina eigenvalor, 
o bien valor característico, y será un momento principal de inercia; el.correspondiente ñ (con 
componentes n,, M, n,) es el eigenvector asociado al eigenvalor I. El vector unitario ñ apunta 


en la dirección de un eje principal de inercia en C. A continuación escribimos el determinante 
igualado a cero: `’ 


E, -I E I£, 
Is al = I| = 0 [7.30] 
q le 121 


Si desarrollamos este determinante característico obtenemos un polinomio cúbico en J: 
P+aP+al+aj=0 f (7.31) 


Los coeficientes a; son funciones de las propiedades de inercia. Sabemos que si polinomios 
con coeficientes reales tienen raíces complejas, éstas deben presentarse en parejas conjugadas. 
Entonces el polinomio obtenido arriba debe tener por lo menos una raíz real 7 ¡- (Es positiva 
debido a la definición del momento de inercia que representa). Estamos entonces seguros de 
tener por lo menos un momento principal de inercia y un correspondiente eje principal de inercia. 

Para demostrar que existen otros dos, reorientamos la triada ortogonal de ejes de refe- 
rencia de modo que uno de ellos (el x) coincida con el ya identificado eje principal; esto permite 
escribir I, = O, Tí, = O e I$, = I, donde y, z son un nuevo par de ejes normales al nuevo 
eje (principal) x. Las ecuaciones (7.28) son ahora:. 


(i; — Mn, + 0n, + 0n, =0 
On, + — Ma, +16n =0 : (7.32) 
Ons —, + in, + (15 — In, = 

El determinante igualado a cero es 
L-I 0 0 
0 I-I I| =0 (7.33) 
0 E, I -I : 


Esta vez la ecuación cúbica resultante se puede factorizar. Desarrollando el determinante, 
= MS — MZ — 1) — 1%] =0 (7.34) 


Los momentos principales de inercia en C son las raíces de las Ecs. (7.34). La primera 
raíz (que ya conocemos) se confirma haciendo el primer factor igual a cero: 


I=,  (=1) 


*Esto fue demostrado en 1755 por primera vez por Segner, un contemporáneo de Euler. Signer también demostró . 


que los ejes principales (para momentos de inercia principales distintos) son ortogonales. 
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Las otras dos se obtienen al igualar a cero el segundo factor: 
2 E, + IGM + (15,1%, — 152) =0 (7.35) 
Esta es una ecuación cuadrática en /. Las dos raíces de la ecuación’ 
ab+bi+c=0 
son 
—b + yb? — 4ac - 
2a 
y vemos que.se tendrán dos raíces reales más 7, e J; si el discriminante es positivo o nulo: 
b? — dac = (15, + 16)? — 4S IS, — 122 
=I? =D 18 + IG? + 4102 (7.36) 
= (15, — IE)? + 412 >0 


y» 
Por lo tanto las tres raíces de la ecuación cúbica característica son reales (y positivas) y siem- 
pre se tienen tres momentos principales de inercia en C, cada uno con su correspondiente eje 
principal*, 

Mencionaremos ahora el procedimiento para obtener la dirección principal, dada por ną 
Ay, N, para cada uno de los momentos principales de inercia (1, £,, 1). Las Ecs. (7.32), siendo 
dependientes, no pueden resolverse para evaluar las tres componentes de cada ñ; sin embargo, 
puede encontrarse una solución si se toma en cuenta la identidad n? + n? + n? = 1. La idea 
es despejar digamos n, y n, en función de n, de dos de las Ecs. (7. 32); luego sustituiimos esto 


` en la Ec. (7.29) y se halla n,- Cualquier signo puede usarse al calcular la raíz cuadrada final 


porque obviamente hay dos conjuntos legítimos de cosenos directores. Esos conjuntos tienen 
signo opuesto y cada uno da el eje principal correcto. En la Fig. 7.5, ñ o bien (—ñ) define 
un eje principal a través de C. El eje principal es una recta no dirigida. 

En el primero de los dos ejemplos siguientes veremos nuevamente que si por lo menos 
dos de los productos de inercia son nulos, entonces la ecuación cúbica (7.31) es factorizable. 
En tal caso no hay que resolverla numéricamente. 


Figura 7.5 


* Esto fue demostrado en 1755 por Segner, un contemporáneo de Euler. Segner demostró también que los ejes 
principales (para distintos momentos de inercia principales) son ortogonales. 
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m~- Ejemplo 7.4 A 


| 


Esto da en términos de los parámetros adimensionales B e /* ; 


Desarrollando el determinante 


a lo largo de la tercera fila (o columna) 
obtenemos: 


(218? + 1) — PL — 1*112B? = r) — B?) =0 (9) 


Uno de los paréntesis debe ser cero y las raíces se obtienen de 


P=2B? +1) (10) 
Las propiedades de inercia de una placa triangular recta son (Ver el e 
diagrama): 
1% — 2I*(B? + 1) + 3B? =0 Ha) 
c _ mH? c _ —mbH ' 
E = E R s La Ec. (10) da, usando las Ecs. (4), 
a aa ze q = mb? + B?) (12) 
Iy a a {E =0 Yc : sy 
18 A 
' La Ec. (11) da, con la fórmula cuadrática: 
m(H? + b?) 
= —— Eso 2(8? +. 1) + /4(8? + 11? — 128? 13 
18 ez ES (13) 
12 = 2 
Determinar los momentos principales de inercia de la placa. Luego Por lo tanto 
| hallar los ejes principales asociados cuando b = H, 
mH? (b? bt b? 
há =- mtl Am T] 
Solución 2 36m nea (14) 
Las Ecs. (7.28) que conducen a los ejes y momentos principales de = mib? + H?) +a b?’H? + H* 
| inercia, son para la placa: 36 36 
mH? mbH Los tres momentos principales de inercia de la placa están >. a 
E pas 6 ™ + 0n, =0 11) las Ecs. (12) y (14). En el caso en que el triángulo es isósceles ( 
| i 6 = H), se tiene que B ="1 por lo que con la Ec. (13): 
—mbH mb? 
36 m (IE i)a ton = 0 (2) a=2144-3=2+k1 
bien 
: m(b? + H?) o , 
On, + On, + pm =- i)n, =0 (3) È=3 y B=1 (15) 
1 . sps no. q. j > ié i 10 n 
| El álgebra se simplifica dividiendo entre mH?/36 y definiendo Tambih de la Hes (O) 
? *=2012+1)=4 
sh a i 13 = 2(1? + 1) 
Hg Y = mH2738) (4) 


Volviendo a la Ec. (4) para las inercias dimensionales, se obtiene 
para la placa triangular isósceles, 


2 2 H? 
i pèn qa ps% (16) 
(2 — Fla, + [—Bja, + On, = 0 (5) = z = 
T popa el E á Determinaremos ahora los ejes principales asociados a estos momentos 
Paa Pti- MiS (7 principales de inercia. Primero sustituimos I* = 3 (con B = 1) en 
cada una de las ecuaciones (5),(6) y (7): i: i 
La ecuación característica es entonces: 
=n,- n, =0 l 
e $ =n,- n,=0 (17) 
| FE s o =D (8) n,=0 
0 0 218? + 1) — 1“ z 


La tercera de esas ecuaciones dice que el eje principal, para I, se 
localiza en el plano de la placa Qe); las otras dos ecuaciones dan 


ns = —ny e (xe) 
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Sustituyendo este resultado en 


ng +n? +n?=1 


(19) 
resulta 
l-n) +n =1 (20) 
1 
n? = E 
NEE. 
+= (21) 


Según la Ec.(18): 


so, y 
n=+>= . 
Ya (22) 
Por lo que 
| wi 
(n ¿ Ny, n,) m Ez == o) 
Ey 2 2 (23) 
o bien 


l 1 

| (nx, Ny, n) E E lO o) (24) 
Las rectas / líneas definidas por esos dos conjuntos de cosenos 
directores se muestran en los siguientes diagramas; se ve que los dos' 
resultados anteriores representan la misma recta; su dirección positiva 
I es opuesta pero no tiene importancia. El valor de la inercia, siendo 
| la integral de r? dm,.es independiente de la dirección de la línea. 


Fe 


Eje principal 7 


para /, 
Ep” 


7 


(a) Recta de la ec. (7.12) 


h 


(b) Recta de la ec. (7.13) 


De las ecuaciones (5), (6) y (7) obtenemos para das 


(25) 


Esta vez n, = ny, con n, de nuevo igual a cero, por lo que este eje 
principal forma ángulos iguales con Xe Y Ye (vea los diagramas si- 
guientes). Nótese en los diagramas precedentes que hay mucho más 
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inercia alrededor del eje principal para J, que para 7,; la masa está 
más concentrada alrededor de 4 que de E i 


Fe Ye 


Eje principal 
para 1, 


Xo i N Xc 
h 
n, = n, =1//2 5 n =n, = —1//2 


El tercer eje principal se encuentra con las ecuaciones (5), (6) y 
(7) cuando, para B = 1, 


I* = I$ = 2(B? + 1) = 4 (2.6) 


Estas ecuaciones son: 


—n, — 2n, = : 7 
[2(2) — 4]n, = 0 


La primera de esas ecuaciones tiene la solución n, = n, =,0. La 
tercera deja a n, indeterminado. Pero por la Ec.(19) tenemos que n, 
= 10 — 1k. Entonces el eje principal para I; es la recta normal a 
la placa en C. Esto será de hecho siempre cierto: cuando un cuerpo 
es una placa (o sea un cuerpo plano con espesor despreciable respecto 
á sus otras dimensiones), el momento de inercia respecto al eje nor- 
mal a la placa en cualquier punto es principal para ese punto. Es tam- 
bién cierto que es la suma de los otros dos y, por consiguiente, el 
mayor. ` 


Queremos ahora subrayar que un conjunto de ejes principales existe en todo punto de 

$, no sólo en el centro de masa C. Para demostrar esto recordamos primero que la Ec.(7.7) 

junto con la Ec. (7.12) da la cantidad de movimiento (o impetu) angular Hp respecto de cual- 
quier punto P del cuerpo 43: 


Hp = Mipc X Vp + [l2,0, + Izyo, + 17,0,]1 
+ (1,0, + 15,0, + 1500,]) 


+ [rws + Io, + IE œ,]k 


Siempre que se anula el término con el producto vectorial en Hp desaparece, los términos que 
quedan son idénticos a los de la Ec. (7.11) si P reemplaza a C. Por consiguiente, para los casos 
en que rpc X Vp = O, necesitamos sólo recordar el análisis hecho para C y obtendremos por 


un procedimiento análogo, los ejes y momentos principales de inercia para cualquier punto 
P de £8. ` : 
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t Por lo tanto, necesitamos sólo imaginar que en algún instante el punto P tiene una Vp 
= O o bien que vp es paralelo a rpc. En ambos casos rpc X Yp = O y entonces HP tiene 
la forma de las Ecs. (7.12). Partiendo nuevamente de ese punto, llegamos a los tres ejes (esta 
vez a través de P) para los cuales los tres productos de inercia son nulos; estos son los mismos 
tres ejes en P para los cuales Hp llo siempre que œ está alineado con uno de ellos y Vp se 
anula o es paralelo a'rpc. Por supuesto, todas las referencias a.las condiciones del movimiento 
que condujeron a la ecuación característica, se pierden nuevamente (como pasó en el caso del 
puntò C) de modo que los ejes y momentos principales de inercia dependen solamente de la 
distribución de la masa en el cuerpo. 


Ejemplo 7.5 


Determinar los momentos principales de inercia en O y las direc- 
ciones de sus ejes principales asociados, para el cuerpo mostrado en 
los diagramas; dicho cuerpo está formado por tres barras delgadas 
rígidas idénticas soldadas en ángulo recto para formar un solo 
cuerpo rígido 


I=m//3 


I=m/?/12 


5 / es pequeño 


Solución 


Usando los momentos de inercia mostrados para una barra, y el 

teorema de los ejes paralelos, se calculan a continuación las seis pro- 

piedades de inercia. El lector debe verificar cada una de las expresiones 
` obtenidas. 


ER dal lc AAN E a 
Tx = 3 T +m|/4+ 7 =m i2 Ss 


——_ AAA AAA 


Bs B, 
5 me pyme” 5 p ¿(44 124 1415] 162, 
e => + > mA a = Y 
Ip 3 + mi? + mm tg” ml iz ¿a 
_— _—_— A 
Br B, B 
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m? m? 5 4+1 +15 +24\ 2% 
2 =- + + mÊ 4 mË? = mP 2 2 TT) H E ne 
amme to si E 12 Y 
agas od ab 
B, b By 
1 3 9 
2 = mt; — ml? = m4 = =z” 
B, B . 
P 2. 3mP 
I, = -| -m >=] = en 
2 2 6 
AS 
B 
z m? 3m? 
IP = =| -m — | = — = 
d ( 5) i 2 6 
pr 
By 
` 
Para este problema las Ecs. (7.28) resultan ser: 
6I 
(1 = f) — 9n, + 3n, = 0 
6I Ñ. 
-9m, + (16 hn, + am, =0 (1) 


6I 
3ng E 3n, + (2 = É) =0 


Hemos multiplicado las tres ecuaciones por (6/mf?); podemos reem- 
plazar 6//m/? por 9 y escribir el determinante de la siguiente 


manera: 
10-3 -—9 3 
-9 16—93 3|=0 
3 3 22 — Y 


Desarrollándolo obtenemos la ecuación característica cúbica: 
FII) = — I? + 489 — 6339 + 1342 = 0 


Si no se dispone de una calculadora programable o de una 

» computadora*, siempre podemos resolver una ecuación cúbica por 
tanteos. Observando que AJ ) es igual a 1342 en 9 =0 y es negativa 

en 3 = 3, podemos aplicar con una calculadora y Obtener las raíces 


*Véasen el Apéndice B cómo obtener una solución numérica de este problema usando cl método de Newton-Raphson. 
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P Ilustramos a continuación el cálculo de los cosenos directores que 
entre esos valores en unos cuantos minutos*. El procedimiento es localizan a los ejes principales de inercia. Se evalúan con las Ecs. (1), 
Pa “gues para las cuales 9,, 3, y 9, son los únicos valores especiales (cigenva- 
lores) de Y para los que esas ecuaciones tienen solución. Primero 
a EOTTT[C[TI[ + AU encontramos el eje principal asociado con 9, = 2.607695. La primera 
E RN ecuación resulta ser 
3 —206 P P 5 Etc 
2 =] (una raíz está Posiblemente algo más allá de Y = 2.5) 7.392305n, — 9n, + 3n, = 0 
2.6 3.10 (aún positivo) . f cae i nido el resultado en 
2.61 —0.93 (entonceses > 2.6 y < 2.61, más cercano a este último valor) Despejando n, en ib cad 
2.608 —0.123 (hacia atrás ligeramente) i la segunda ide lag Eos.(1)it ' 
2.607 0.2802 (está entonces aproximadamente a 2/3 del n, = 0.732051n, 
i tramo de 2.607 a 2.608) ” 
2.6076 0.03835 (sólo un poco más adelante) "Por consiguiente, 
2.6077 ` —0.00195 (la raíz está cercana a este número) 
2.60769 0.00208 (debe estar a la mitad entre este y el último valor) 1 n, = —0.267950n, 
2.607695 0.00006 (ahora una doble comprobación) 


2 2 CN | 
i do estos valores de n, y n, en n? + n? + ny 5 
2.607696  —0.00034 (entonces 9 = 2.607695, con 7 dígitos) Sustituyendo y Y A, EA | 


obtenemos: 


n, = 0.788675 . 
A continuación usamos el método de la división sintética para 


. r P 0 

Obtener la cuadrática reducida: Vector unitarioñi, { n, 0.57735 

> n, = —0.211325 

jo i -633 1342 po bará 

2.607695 —2.607695_ 118.369287  -—1341.999938 Entonces los ángulos que el eje principal de rae a e ae > 
=} 45.392305 —514.630713 0.000062 = 0 mínimo forma con x, y, z son, respectivamente, 37.940, 54, 


102.20°. Este eje debe ser aquél respecto del cual la masa se encuen- 
tra más cerca, Examine la figura anexa, junto con esos ángulos, y 
se verá que se cumple lo anterior. Ep o 
Ahora podemos seguir el mismo procedimiento para el eje prine 
de AD e, . 
cipal de momento de inercia máximo (= 9,m1?/6 =3.8987181m/?) 
Los resultados son: 


=I7+ 45.3923059 — 514.630713 = 0 
Con la fórmula cuadrática, 
Y, = 22.000002 
Y, = 23.392303 


n, = -0.211325 (Ø, = cos™! n, = 77.80°) 


ór 


El valor de J, sugiere fuertemente que 22 podría ser una raíz rå- 
cional. La división sintética muestra que sí lo es y los valores refinados 
son entonces: . 


Vector unitario ñ, { n, = —0.577350 (0, = 125.26") 
n, = —0.788675 (0, = 142.06°) 


i E Pelli para el momento de inercia intermedio (J = 3, m1?/6 = 3.666667 mi?), 
il el eje principal se define por 

| 0.577350 54.74%) 

i J, = 23.392305 A pea 

l Como Y = 61/mf?, los momentos principales de inercia dimensionales Vector unitario â; | n, = —0.577350 z 

¡ son, con cinco dígitos: E een EEG 

| 1, = 0,43462m/? | 

! l, = 3.66667mf? i 

| I, = 3.8987}m/? i 

a i 


A ls Liuthad ti 


? Para ilustrar la rapidez de la co 


nvergencia, abandonamos Nuestra costumbre de usar sólo tres dígitos en los análisis 
numéricos de este tipo. 
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_ Nótese en el ejemplo anterior que ñ; > ñ, = ñ, - ñ, = Â; -ñ 
= ñiz*. Esta es una buena verificación de la solución ya iae los eje 
momentos principales de inercia son distintos (l 23 ALA I » 
demostrar esto en general, sea 1, *LoL, y ¿npongamos A x 4 
eje de 7,. Entonces de la primera Ec. (7.32) que es a i 


> 0 y que ñ, x û, 
principalės, cuando los 
son ortogonales. Para 
ncuentra a lo largo del 


[l — In, =0 


inercia (di = je princi i 
Ea : me i L) es un eje principal con este mismo valor para su momento de inercia, 
1Cenciarlo, primero mostramos que si 7, = I, # 1, entonces el eje asociado con 


I, (que será el z) es per endicular a ] i 
Ca p a los (x,y) asociados con 1, € L. La tercera ecuación de 


I3 — In, =0 


X y z son principales 
0 
Il = ER 4 DA If +0+0+0 
A 
ÉLU — Å) = P2 
— ra) 
a 
y 


Vemos que 
Ly =h 


i 
4 P 2 - o 
La expresiónn My X n = —ny es igualmente correcta, 
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Ahora sea Ê un vector unitario en la dirección de un eje arbitrario X’ en el plano de los ejes 
perpendiculares x y y. Usando nuevamente la Ec. (7.20) obtenemos: 


=1,_0 
Be = Bh + PÀ + PT +04 040 
ly = E = 1, =0 


= hŠ +6) =h 


La Ec. (7.24) da (con y, perpendicular a xı y encontrándose en el plano de x,, x y y como 
en la Fig. 7.7): 


= 00 
1 
Ey = kish + A +A +000 
= 1,0, + 4n) 
=(Î-ñ = 0 
Observando que z es perpendicular a x’ y que 7 eA = O por ser z principal, tenemos entonces 
el resultado que x’ es principal con el mismo momento de inercia que x y y, y esto es lo que 
queríamos demostrar. Nótese entonces, por ejemplo, que para un cuerpo con un eje de sime- 
tría, cualquier eje que pase por tal eje y sea normal a él, siempre es principal; esto se cumple 
aun si el eje no está fijo en el cuerpo. 2 4 
Finalmente, si los tres ejes principales (x, y, z) que pasan por P tienen el mismo momento 
de inercia principal I, entonces todo eje que pase por P es principal con momento principal 
de inercia /,. Sea / el vector unitario a lo largo de un eje arbitrario x' por P en este caso de 
tres momentos principales de inercia iguales; sean y” y z’ los ejes que completan una tríada 
ortogonal, siendo 1 y ñ los vectores unitarios en las direcciones respectivas y” y z’. Entonces 
( las Los L), (Mo My, m) y (no N, n,) son los conjuntos respectivos de cosenos directores de 
Xx”, y? y z’ con respecto a (x, y, z). La Ec. (7.24) da 


By = (hm, + 4m, + 4m) +0+0+0 
n 

Ly = 17, = 17, = 0 ya que 

lx, y, z) son ejes principales 


=0  (yaque / 1 m) 


Figura 7.7 
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De la misma: manera, Tes = O ya que también ÊL f . Entonces el eje arbitrario x’ por 
P es principal y la Ec. (7.20) muestra que su momento de inercia es también Ir 


Ipe = (A + E +RIL =1, 
— 


= | (pues / es un vector unitario) 


Consideraremos los siguientes ejemplos de los resul 
momentos principales de inercia iguales: 


tados precedentes respecto a dos y tres 


Dos momentos iguales: 


Tres momentos iguales: 


Cilindro sólido 


Esfera maciza 


2 
I=2mR? 
NA 


en cualquier dirección por C 


2 2 
Ei mR ml Z 
7 4 12 


, Todos los ejes por C en el plano sombreado tienen f 
| este mismo momento de inercia y son principales. Ad- 
| viértase que To, = mR? y generalmente no es igual | 
alxya Iy; sin embargo, si/ = V3R, entonces todo 
| eje por C es principal con el mismo momento principal 
de inercia 


E 
E 


ms? 
= [ 
PRES 6 


en cualquier dirección por C. Por lo tanto, si / es una | 
| diagonal del cubo, entonces In = ms?/6, aunque j 
į sería dificil obtener este resultado por integración. Note | 
¿ que los cosenos directores de / son bh H= 3,1 


f 1/43, 1/4/3, 1/4/3). La Ec.(7.20) da: 


h 


1 1 1 
€. 
=3L+¿hL+3L+0+0+0 
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Una propiedad importante de los momentos principales de inercia es que el mayor y el 
menor de ellos son el mayor y el menor momento de inercia asociados a cualquier eje que 
pase por el punto considerado. Para demostrar ésto, sean 1, SL, < h, los momentos princi- 
pales de inercia en P y sean los correspondientes ejes principales x, y, z. El momento de iner- 
cia respecto a algún otro eje, x’, está dado por la Ec. (7.20): 


Be = hÈ + LA + LO 


o bien 


Pal l 
x 
1 
~ 
4N 
a 
TELS 
SS 
SA" 
<» 
+ 
HS 
Epa 
a a 
~ 
NN 
l 
p 


ya que 
Ta. È ; 
SEEE] y A+ M4+A= 
hh 


Entonces IE > l, de modo que ninguna linea por P tiene un momento de'inercia menor 
que el momento de inercia principal. Similarmente, 72, /7} < 1, o bien TE, < I y ninguna 
recta por P tiene un momento de inercia asociado mayor que el máximo momento de inercia 
principal. Entonces el máximo y el mínimo momentos de inercia en un punto P se encuentran 
entre los principales momentos de inercia en P. Puede demostrarse fácilmente que el momento 
de inercia mínimo en el centro de masa es el mínimo I para cualquier línea a través de cual- 
quier recta de 43 o de 43 extendido. 


. Pregunta 7.2 Formule una demostración breve de esta última aseveración tomando en cuenta 


los resultados precedentes junto con el teorema de los ejes paralelos. e 
A E AAA a 


A Pibe m 2 s/ Sección MA iii ri rc Hasaniy e mni 


1.21 Determine los ejes principales y los momentos de inercia ` y 
principales asociados en O para la placa semicircular de 
masa m y radio R mostrada en la Fig. P7.21. 


Y; 


Figura P7.21 2 semicírculos 
O|—r— ü My = masa por unidad de , 
` longitud = constante : 
Figura P7.22 
1:22 Determine los ejes principales y los momentos de inercia i 
principales asociados para un alambre plano en su centro de 
masa; vea la Fig. P7.22. 


£4 Use las definiciones de los momentos de inercia para 
demostrar que si un cuerpo se encuentra esencialmente en 


1.2%. Encuentre el vector de O al centro de masa de la ba- el plano xy (o sea que tiene muy pequeñas dimensiones nor- 
rra doblada en el Ejemplo 7.5. Observe que no se encuentra males a él), entonces de IA + Tis en donde P es cual- 
a lo largo de ninguno de los tres ejes principales en O, * quier punto en el plano y z es un eje principal en P. 
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entre los momentos y ejes principales de inercia 
E E ara un cuerpo que consiste en tres placas 
me O soldadas por sus bordes, como se muestra en la 
ss al eje del menor valor de 7 debe ser alrededor 
Fig. P7.38. 


cosenos directores de sus respectivos ejes Principales para el 
cuerpo 4 en la Fig. P7.32. tal cuerpo está formado de tres 
barras dobladas soldadas entre sí; todas las barras están a 


i c e 
Transfiera De e Ti aP. 


lo largo o son paralelas 


a los ejes coordenados. 


á i al. 
Ha masa se encuentra más cerca en sentido gener ai 
a Piia comprobación burda de su resultado.) Ma: 
Haga 


= 3m, lado = a., i 


longi- 

os en el origen ara el cuerpo en la as delgadas, cada una de masa m y 

el P en el problema anterior) pasa por C, entonces es tam- Fig. P7.33 j S = $ era E sí para formar el cuerpo mostrado 

ti A 3 E están i i ia 

Eos! PAC: (Misma A 7.34 Enel Bi lo 7.5 d ná Ms. P7.39. Encuentre: (a) las propiedades de inerci 
e n el Ejemplo 7, etermine los 

7.27 Demuestre 


punto que se halle sobre un eje principal de C son' paralelos 7.36 
a los ejes principales de €. l 


es de simetria p 


*7.35 Encuentre los 
para la placa del Ejemplo 7.4 cuando b = 2H, 


Momentos y ejes 


gada (Fig, P7.36.) Sugerencia: El plano xy 


Momentos y ejes prin- 
a en el centro de masa C, 


Principales de inercia 


| centro de masa C; (b) los momentos y ejes principales 
enel cı 7 i 
de inercia en C. 
i je de simetría Y, del disco es 
n la Fig. P7.40, el eje 
y o a y; el plano del disco es paralelo a xz. Calcule los 
par: ; 


eS E ra 
entos principales de inercia de D en el origen Oy, a 
a mo determine los ángulos que su eje principal asocia 
mi » 


forma con x, Y, Z. 


Figura P7.38 


—— 5 Figura P7.39 


j ial que 
. or lo que Iz=" =O nuevamente, ** 7.41 La Fig. P7.41 muestra parte de una estación espacial = ¡2 
Drs PO pe e Pe Ea Gi i F y onstruyéndose en órbita. Calcule los momentos y ejes pi d 
N z á ci A i iámetros de . 
Minos de su densidad P Y espesor ï. 7.37 Para el sólido homogéneo rectangular mostrado en la es de inercia en C}. Los módulos tienen pra ad 
* A , EE Fig. P7.37, encuentre el menor de los tres ángulos entre Ja 33 pie pero debido al material que ETEA ea dE 

7.30 Determine los momentos de inercia 7P, y yy € Izz Pa- recta AB y los ejes Principales de inercia en A. Para los propósitos de este problema, trátelo. a 

ra el cuerpo Mostrado en el Ejemplo 4 13. Luego encuentre cos tiniformes con radio de giro respecto a sus ej 

los momentos principales de Inercia y los ejes principales E k 

correspondientes en P, pr 35 pie 


momentos princi- 


Para cada uno de los 3 módulos: 
»/ is lb; lingitud = 70 pie 


pales de inercia y sus ejes principales en el punto O, g y Ax, 
127 j 
6l z 
= t H- 6t 1 M 
O 
e 
: Ya 
Figura P7.32 
6 plg 
I 
Figura P7.25 - d ' 
O [T ; 
3plg y ; 
i P7. | 
> ii j `D (masa 100 kg) 
| Figura P7.40 Figura P7.41 
| | f J imiento Rotacional de un . 
| A | i 7 5 Ecuaciones de Euler que rigen el Movimiento 
l ' 2 pie ï əs | 
NS Cuerpo Rigido IA IRAN 
S ; i i imiento angular 
i i les que rigen el movimien: 
ió i las tres ecuaciones diferencia e id 
g / ha 3 pie En esta ción darnos soluciones, que son difíciles de Obtener en a pe nm 
E Pull Casos prin las tres componentes de velocidad angu f 
> mayoria de , : 

Figura P7.33 


Figura P7.36 


Figura P7.37 
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minos de sus componentes en) un marco inercial .9. Comenzamos con la Ec. (7.2) observando 
que su derivada respecto al tiempo se toma en $.. Sin embargo, la cantidad de movimiento 
angular H, se expresó más convenientemente “‘en” * el cuerpo Æ correspondiente a la Ec. (7.11). 
Por tanto, usaremos la Ec. (6.20) para desplazar la derivada en (7.2) de 9.a 4%: 

EM¿ = "H¿ = He + 07, X He E : (7.37) 


Ahora fijamos los ejes (x,y,z) al cuerpo 4% de modo que respecto a 4% las propiedades de iner- 


cia son constantes, Usando la Ec.(7.11), el poimep término del lado derecho de la Ec. (7.37) 
resulta ser 


"Ho = (1,0, + Ea, + IE 0,Ji 
+ (150, + 10, + 10) š (7.38) 
+ (IL óÓ. + IÓ, + 12.0, Jk 


en donde los vectores unitarios Î, j, k son respectivamente paralelos a x, y, z, por lo que ahora 


están fijos en dirección en Æ. El segundo término en la Ec. (7.37), después de calcular el 
producto vectorial, es 


Wers x He =- MIS — 15,10, 0, E Pes „lw? — w?) + w.(w,1£, a o. 1S) 


F MS. p 15 ¿10,0 E Ilw? ra w?) T wlos, al a 
+ S — I2Jo,o, + Ilo? — o?) + 0,(0,1%, — o IE (7.39) 


La suma de las Ecs. (7.38) y (7.39) da el segundo miembro de la Ec.(7. 37), que a su vez 


es igual al momento respecto al centro de masa C de todas las fuerzas externas y pares que 
actúan sobre B. 


Es claro que esta ecuación es muy larga y complicada. Si escogemos los ejes (x,y,z) fijos 


al cuerpo como los ejes principales por C, entonces todos los productos de inercia son nulos 
y obtenemos: 


“He = = 0, î+ IÒ AA] + 120, k (7.40) 
IE jowi + (IS, — 1£Jo,0,Í | 
+ (15, — Eloo k (7.41) 


C 
Ogs X He = (Ii — 


de manera que sustituyendo en la Ec. (7.37) e igualando los respectivos coeficientes de Î, ĵ, 
k, obtenemos las ecuaciones de Euler: 


ZMecx = IÓ, a ES e 120,0, 
ZMc, a IÒ, = E An 10,0, Å (7.42) 
ZMc, = 120, ES l: i 15,)0,0, 


Estas ecuaciones rigen el movimiento rotacional de 43 en el marco WY y son igualmente válidas 
si reemplazamos C por O cuando Æ tenga en O un pivote (punto fijo permanentemente). No- 
tamos que aunque se empleen los ejes principales por C, las ecuaciones de Euler no son linea- 
les en las componentes de w , lo que representa una gran diferencia entre'el movimiento plano 


* “Expresar un vector en un marco de referencia” significa meramente expresar a dicho vector en términos de 
vectores unitarios fijos en ese marco. 


Ejemplo 7.6 
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y el general. No existe una extensión natural de la Ec. (4.14c), EM¿, = Ia al mpvimiento 
rotacional general, como fue el caso para la ecuación de movimiento (2. 1) del centro de ma- 
sa. Nótese que en el caso del movimiento plano tenemos œ, = 0 = (w,, de modo que las 
Ecs. (7.42) se reducen a las simples formas 2M¿, = 0, EM, = 0 y "EMc, = Ia 


Ahora si tenemos movimiento plano pero (x,y,z) no son principales, obtenemos de las 
Ecs. (7.37) a la (7.39): 


EMo, = 10, + Ew (7.43) 


En las Ecs. (7.43), 0, = œ y ©, = & en la notación usual del movimiento plano; la com- 
ponente z de œ (y a;) es la única componente «que no se anula en este caso. 

Existen pocas soluciones conocidas en forma cerrada de las Ecs(7.42) para las componen- 
tes de la velocidad angular; además, para conocer la orientación del cuerpo en el espacio com- 
pletamente, se debe integrar un conjunto de tres ecuaciones cinemáticas no lineales como las 


Ecs. (6.69) a fin de obtener los ángulos de orientación de 4 o los cosenos directores en el 
espacio para un eje fijo al cuerpo. 


Determinar si existen ejes a través de C respecto a los cuales una ro- 
tación inicial con velocidad angular # del cuerpo wp se mantendrá 


sí sola (p sea que permanecerá constante) bajo la condición de 
momento cero. 


Solución 


Se pregunta aquí si el cuerpo, una vez en movimiento permanecerá 
girando alrededor de un eje fijo en el marco de referencia inercial 9. 
Sin perder generalidad, sea el eje inicialmente el z, por lo que se apli- 

. can las Ecs. (7.43). De la tercera de estas ecuaciones veremos que si 

B está libre de pares (condición de momento cero),  EM¿,=0 

= IÓ, y que w, permanecerá entonces constante en su valor ini- 


cial œ. Sin embargo, las otras dos ecuaciones dan dos restricciones 
adicionales: 


Il 


Mc, =0 sólo si 15, = O 


(0) 


ZMo = 0 sólo si 77, 


Pero I5, = O = I$, implica que z es principal. Por lo tanto, la rota- 
ción persistirá en ausencia de momento externo si y sólo si el eje de 
rotación es un eje principal. Esta investigación es lo que condujo a 
Euler a descubrir el concepto de eje principal en 1750. 
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Ejemplo 7.7 


Un satélite* se mueve en el espacio lejos de la influencia retardadora 

de la atmósfera y de la gravedad (vea el diagrama). Si el eje z es de 

simetría y si en un instante £ = O tenemos w= ( O, Oys 0) a 

lo largo de los ejes fijos al cuerpo en su centro de masa, determinar 
(t); Suponga que el satélite es un cuerpo rígido. 


Solución 


H IJe a fe m E . 
Las ecuaciones de Euler, si K = ES = Iy de, = J, son: 


Iò; — [I — Jlo,w, = 0 (1) 
Iò, — |] — )o,o, = 0 -ø 
Jò, — [I — Ijw,w, = 0 (3) 


en donde las componentes de momento son cero en ausencia de fuer- 
zas y pares externos. La Ec.(3) da: 


w, = constante = w, 5 (4) 


de modo que las Ecs. (1) y (2) resultan lineales y son: 


Iò, — [I — Jlo,o,, = 0 (5) 

lò, =N — 10,00, = 0 i (6 
Diferenciando la Ec. (6) y despejando òy obtenemos 

¿> Ió, 

0, = 


A SEN 
Tia A 


Esta expresión puede sustituirse en (5) para obtener una ecuación 
libre de œ: 


E 2 
d, + ps q) w=0 


o bien 


d, + po, =0 


en donde P= (J—I) w,,/1. La solución de esta ecuación es ar- 
mónica: 


w, = A cos pt + B senpt 


Como w, =w, en 1=0, vemos que A = œw„. Finalmente, la 


Ec. (6) da 
O, w, p senpt + Bp cos pt 
wm = = 
P b P 
o bien 
0, = —w, sen pt + B cos pt 


*Tal como la astronave o vehículo espacial Voyager, que. abandonó el Sistema Solar en 1983. 
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1 La condición inicial para 0, da 


=04+B=>B=0,, 


de modo que las otras dos componentes (además de dy = (0;,) de 
w (t) son: 


(0, COS pt — 


w, Sen pt 


¿Sen pt 


w, COS pt + 0, 


Este ejemplo ilustra una solución en forma cerrada de las ecuaciones de Euler. En reali- 
dad, tales soluciones son raras y los problemas no siempre se resuelven usando las ecuaciones 
de Euler en la forma (7.42). Tres razones para esto son: 


1. Con frecuencia interesa expresar los momentos externos y la cantidad de movimiento 
angular de #3 en términos de componentes asociadas a direcciones fijas, en un marco 
que no es el cuerpo mismo. 

2. A menudo hay que tratar con uno o dos productos de inercia y en la mayoría de los 
casos es menos sencillo calcular los momentos y ejes principales de inercia que incluir 
los términos con los productos en la expresión de la cantidad de movimiento angular 
y diferenciarlos. 

3. En ciertos estudios sobre la estabilidad de sistemas de cuerpos rígidos unidos, es nece- 
sario agregar términos a las ecuaciones de Euler para tomar en cuenta los movimien- 
tos relativos. 


Estas y otras nociones sugieren que será más ventajoso a menudo comenzar la resolución con 
la segunda ley de Euler: 


EM, = “He 


y ““desplazar la derivada”” al marco (digamos J ) en el que ra a EMc y H, expresadas 
convenientemente: 


= EMc = >, - + wgs X He 


De esta manera podemos usar cualquier marco que escojamos para expresar los vectores; si 
está presente un producto de inercia diferente de cero, el mismo se incluye simplemente eri 
H.. Analizaremos ahora estas ideas „en varios ejemplos seguidos por dos aplicaciones al 
giróscopo o giróstato. 


Ejemplo 7.8 


Un disco D de masa m rueda sobre un círculo, como se muestra en 
el diagrama; el disco está guiado por un brazo 4 ligero pero rígido 
de longitud L que gira (impulsado, por fuerzas que no se muestran) 
en un círculo horizontal alrededor de O. El brazo está conectado a 
D en C por medio de una junta esférica. Si el centro de masa C de 
D viaja con rapidez constante V, hallar la componente horizontal 
de la fuerza ejercida:sobre D en C por el brazo 45, ; determinar tam- 
bién la fuerza de fricción ejercida por el piso sobre 2. (El piso será 


- B. Los ejes (x,y,z) (ver la figura) están anclados a 4 en C; x tiene 
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el marco inercial Y en el problema.) Supóngase un contacto lineal 
de D con el plano. 


Solución 


Expresaremos convenientemente las velocidades angulares y la canti- 
dad de movimiento angular en un marco representado por el brazo 


siempre la dirección de v,, y siempre es vertical y dirigido hacia arri- 
ba, y z está dirigido a lo largo de la recta OC. Nótese que # se mueve 
alrededor del eje central Y, junto con D pero no rueda (alrededor de 
z) con él. 

Las diversas velocidades angulares que interesan están relacio- 
nadas entre sí por el teorema de la adición: 


Oy, = Oyj + Ogjy . (1) 
2 Vos 
= 0/—k) + = (5) (2) 
Hoc 


en donde w, , la parte de “rodamiento” de 5, , puede encontrarse 
relacionando las velocidades de C y el punto de contacto de B de D: 


Vc = Va + Ways X Tgc - (8) 


wi=0+ (oí + %1) x rj 


de modo que ` j 


4 Ve = 


Entonces de la Ec. (2), 


Wwf La 
A) (5) 


A continuación escribimos la cantidad de movimiento angular H, de ` 
D. Tomaremos en cuenta el hecho de que (x,y,z) son todos ejes prin- 
cipales permanentemente para D en C, aunque ellos no son ejes 
fijos al cuerpo en D. Esto significa que podemos escribir 


He = Ioi + 150 + ILo, i (6) 


en donde (w,, @,, W,) son componentes en E de Wy. He. El vec- 
tor cantidad de movimiento (o ímpetu) angular H, queda así ex- 
presado legítimamente en términos de componentes asociadas con 
direcciones fijas en el marco 47 en este caso, aunque es la cantidad 
de movimiento angular de D moviéndose en J. Al final del ejem- 
plo se le preguntará al lector sobre la ventaja de expresar H, en un 
**marco intermedio”? como el 44 en este problema. 
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Como œ, = 0, IS, = mr?/4, y I$, = mr?/2, se tiene entonces, 
sustituyendo en la Ec. (6): 


(7) 


Ahora aplicamos las ecuaciones de movimiento. Primero, usando el 
diagrama de cuerpo libre mostrado aquí, se aplica la ley del movi- 
miento del centro de masa (Primera Ley de Euler): . 


IF =L = mac : 
de donde 
ZF, = fx + P = mac, = 0 (por ser constante la rapidez de ©) (8) 
EF, = N + C, —. mg = mag, = 0 (por viajar el centro de masa en 19) 
` un círculo horizontal) 
f, — T = mac, = 8 (que es la masa por la (10) 


aceleración normal 
o centripeta de C) 


La' Segunda Ley de Euler es 
EMe = “He 


pero como tenemos H, expresada en 48, se desplazará 
la derivada hacia allá: ` 


EM¿ = tHe = "He + 07, X He (11) 


Notamos que “A, = 0 ya que todos los términos de H, en (7) son 
constantes. 


VeY me fa 2L7 
Mg [HE Ek 
Me (Es) » 4L ( T : 


uo: 
07 (12) 
2L 


Las ecuaciones de componentes escalares de (12) son 


2 2 
—mrvė mvé 
EMc, = — = = 
Cx f.1 2L fz 2L (13) 
ZMc, = 0 = 0; de manera que, se satisface idén- (14) 
ticamente. 


IMc, = fr = 0> f= 0 
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eb 1 pasador. 
à ento ejercidos sobre D en C por el 
| Las Ecs. (15) y (18) muestran que no sólo f, sino que también P es yY Oxy la fuza y mom 
cero. Pos Desprecie la fricción. 
La Ec.(13) da la otra fuerza de fricción que actúa sobre Den B, l as 
Sustituyendo f, de la Ec.(13) en la (10) obtenemos la tensión en el t- Solución 
brazo 8: Sea 8 el marco de referencia inercial (en el que se men 3. pal 
aA; : a la rueda, 
mv? 3mv? teorema de la adición para velocidades angulares da, par 
T=fh + sE (16) 


Ops = Opa + Ogs 


y la tensión es tres veces mayor que la fuerza de fricción. Adviértase 
que ninguna de las fuerzas depende del radio r del disco. Si por 
ejemplo, dicho disco tiene una masa de 20 kg y si L = 0.9 m y Y. 
= 0.6 m/s, entonces ` 


= oj + oÂ o 
en donde los ejes (Xp Yo Za) están fijos en 8 y sus vectores unita- 
rios asociados (i,j,k) están fijos en dirección en ¿% Adviértase que 
podemos usar la ecuación i 


, Xe m al C ak 
l l Figura 1 ara la cantidad de movimiento angular de D porque aunque (X., 
Como P y f, se anulan, T y f, son la respuesta al problema. p 


Y» Z¿) no están fijos en D, son permanentemente principales. 
Cc c 
Por ello, 


| Hec = Iwi + Jwj 
| l La sranda ley de Euler da entonces 
Pregunta 7.4 ¿Qué se ganó en este Ejemplo al escribir Hc en términos de sus componentes 
en 8#? : i , , IMe = "He = "He + wys x He 
a E i en donde por conveniencia se deriva H, en el marco 4? ya que el vec- 


tor se ha expresado en términos de sus componentes ahí. Prosiguiendo: 


i r Empenendo E A TEF O O pt EM¿ = Ió + Jó f + (0,1) E lwi + Joj) 
= Iù i + Jò + Jo,ok 
Del diagrama de cuerpo libre de D (Fig.2) obtenemos las com- . 
ponentes de EM¿: 


Pregunta 7.6 ¿Pueden determinarse las componentes verticales de reacción, N y Cy? 
Pregunta 7.7  Déuna explicación sencilla de por qué al principio del problema no se espera 


Mp, Â + Mp,k = Iò Â + Jòf + Jo, k 


que (y, j sea paralela a H, (vea las Ecs. (5) y (7). Figura 2 Vemos entonces que 


, Mp, == lo, 

0 = Jò, > œw, = constante ` 
unidos. Vease el Problema 7.78, en donde aparece un conjunto diferente de fuerzas causado 
Mp, = Jow,w, Š 


Además, ŁF = ma, para el disco da 


PÂ + BÌ — Pk + mgk = m|- là,ĵ — /w2k] 
Ejemplo 79 


de modo que 
Una rueda simétrica D gira con rapidez angular «, alrededor de su 

eje que es una línea fija en los cuerpos 4 y.D.(Vea la Fig. 1). Los 
momentos de inercia de D en C son E =J e = LE: = I. El cuer- 
po 4 tiene masa despreciable y gira con rapidez angular wœ, alrede- 
dor del eje x por O. Si se aplica un momento M, a 4. paralelo al eje 
Xe encuentre, en el instante mostrado, las razones de cambio de W, 


P =0 
P, = —milo, 


= mg + mlw? 
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En el diagrama de cuerpo libre del cuerpo ligero B (Fig. 3) se 
tiene (ya que EM), = 0) que i Ms, 
lP, + Mo — Mp, = 0 (7) 
Combinando las Ets. (1), (5) y (7): 
| a (8) 
| y además 
| —mi/Mo 
| AF . (9) 
| y 
Mp, = ea f (10) 
Los resultados (4), (6), (8), (9) y (10) equivalen a lo que se obtendría: 


si el disco estuviese soldado a sus cojinetes, y entonces 4 junto con 
D formarían un solo cuerpo rígido en movimiento plano. 

Sin embargo, la Ec.(3) no se infiere intituivamente del estudio 
del movimiento plano. El término Jw,w, se llama a veces momen- 
to giroscópico y la ecuación dice que un momento de esta magnitud 
debe actuar sobre D. alrededor de Zc para que ocurra el movimien- 
to dado. Note que en este caso el cuerpo D no puede girar alrededor M 
de zç al girar respecto a Y. Si girase —por ejemplo, por medio de «Figura 9 e 
un cojinete entre C y O—, entonces la componente de momento Mp, s 
sería cero y aparecería una tercera componente de w (respecto a zç). 

Veremos esto en el siguiente ejemplo. Nótese también en la Fig. 3 que 
el momento giroscópico tuerce al eje de 4. Esto es un detalle por 
considerar en la retracción de las ruedas de algunos aeroplanos. 


Ejemplo 7.10: 


Supóngase que en el ejemplo anterior se inserta un cojinete sin fric- 
ción a lo largo de la barra eje, de modo que 4 queda constituído 
por dos cuerpos 4 y 2, que pueden girar entre sí alrededor del eje 
Zc. Si f mide la rotación relativa de £, con respecto a 4, (vea 
las figuras), use las ecuaciones modificadas del movimiento rotacio- 
nal para encontrar $ y 0, en el instante dado en el problema ante- 
rior. La rotación relativa de £, y 4, se inicia con las mismas 


condiciones iniciales que en el ejemplo anterior y, adicionalmente, 
p=¿=0. 
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Solución 


La velocidad angular de D tiene ahora una componente adicional que 
ES Ogg," 


Ops = Wy, t Onja, Y Oas 


wj + ok +01 


—ġ E : 
=0,) + Ak + w,(cos pi + sen pj) 


A continuación obtenemos la cantidad de movimiento Era 
de D , en donde como antes, 1,3, k están fijos en 8, y E os 
permanentemente según las direcciones principales de D enC: 


He = Iwi + 10, + I o,k 
= Ilo, cos bli + Jlo, + w sen ġ)Î — Iġf 
Usando de nuevo la segunda ley de Euler: 
EMe = tHe = He + 0559 X He 


obtenemos las tres ecuaciones del movimiento rotacional de D: 


ZMe, = lò, cos $ + (J — 2M)$w, send + Toh u 
ZMo =] Sto, + w,sen q) (2) 
EMc, = -IP + w, cos $| — Iw sen $ + Jo] (8) 


Observando que EM, = 0, la Ec. (3) da en =0 

$ = Joso,/1 | (4) 
ecuación que indica que D Gunto con B Sae inmediata- 
~ ge ig honra dai ol momentó actuan- 


do sobre D alrededor de Y; entonces la Ec. (2) puede desarrollarse 
resultando 


(Y 
7 Bi , 
. H ` . q 15) 
\ ¿EE Ò, + w$ cos p + ¿send = 0 
En f= 0 [ya que ġ = $ = 0 entonces), vemos que 


o, =0 


Notemos que como ġ comenzará a crecer desde cero (ver la Ec. 4), 
©, esta vez no permanecerá igual a cero y, en contraste con el 
s D 
j A te. 
Ej. 7.9, œ, no permanecerá constan . , 
f Puede demostrarse también, usando diagramas de cuerpo Hbre 
de 8,, y D, que 0, es inicialmente igual a M,/(I + mi?) 
z . 
como fue el caso en el Ejemplo 7.9. 
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45. Las rotaciones del reflector consisten en un ángulo Pama] 9 
alrededor de Z'y un ángulo de elevación’ 0j apt a a 

En la parte (a) el propósito del contrapeso es colocar el cen 
de masa de 4% sobre su eje de elevación. Entonces 


1200/4) = W(2) 
` W = 2400 1b 


En la tabla siguiente se calculan las propiedades de inercia de 4 res- 
pecto al punto O. 


Reflector 


r? ) 

== 4d? 
m7 ad 
1200 (6? 
32,214 


= 1230 slug + pie? 
932 

a. Determinar el peso W del contrapeso Y r 
E S ie m> 
» Determinar las Propiedades de inercia en el punto O del cuerpo ' 

B (considerado rígido) compuesto de K+ W+ $ 


C. Formular las ecuaciones del movimient 
d. Valores típicos de las velocidad 
para una antena como ésta son 30%/s y 30/92? 
tivamente, 1/6 rad/s y 2/6 rad/s?). Determi 


2. 


1200 6? 
AAA l 1140 slug - pie? 
. . ug pi 
671 - e 


. t” d? 
ejes x, y, z para =m 7 eh 
na aceleración angular q = [x/6)i rad/s? cuando 


d/s, y la antena está 


la velocidad angular esw = (1/6)kra 
en la posición mostrada en la figura. 


2 
„1206 4) 
sal 1700 slug - pie? 
= ug -* 
£ 932 iii 
, o* 


0 


—313 slug - pie? 


(O) 
+ Contrapeso — ÁS 
w 


CS y, 2) están 
fijos en $ 


2400 


-— 12.510 
zzz 2510) 


Solución 


o = 0 


] 
© 
+ + 


Modelemos la antena de la siguient 
como un disco delgado 


i 0 = 0 = IO; el tercer producto de inercia de K, 
*El eje y a través de 0 es un eje de simetría de Æ por lo que La 0 yz 
i I xz» desaparece puesto que zy es un plano de simetría del cuerpo R. 
xz’ 
igera. Los ejes (X, Y, Z) es- 


s que (%,y,2) están ligados a 
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Por lo tanto la matriz de inercia 


Puede escribirse de la siguiente 
manera: 


1230 —373 0 
373 1140 0 slug + pie? 


11) 
0 O 1700 


EM, = “Ho 


Los únicos precios que tendremos que Pagar son (1) retener y tratar 
con el producto de inercia diferente de cero e y (2) desplazar la de- 


rivada del marco Y al 6. La cantidad de movimiento (o ímpetu) 
angular de 4 respecto a O es: 


0 
Ho = (20, + 190, +o, 


0 
+ (10, + 190, +o (2) 


10 0 
+ Wo, +o, + 1%. 0,Jk 


La velocidad angular de 4 en el marco W se obtiene con el teo- 
rema de la adición. El reflector y su estructura de soporte giran en 
elevación con la velocidad angular 0;î con respecto al brazo 4; 
igualmente, 4 gira acimutalmente con velocidad angular Å È con 


respecto al pedestal (que está rigidamente fijo al marco de referencia 
3). Por lo tanto, 


Oys = gy, + 0 57) 
= Oyi F w yÈ S (3) 
= Å;î + 0,(sen0¿j + cos Osk) 

Sustituyendo las componentes de w en la Ec. 


dad de movimiento angular de Zen J, ex 
de sus componentes) 4: 


(2) obtenemos la canti- 
presada en (en términos 


Ho = (12.0% + 19,0, sen VAF 


s a > ; z (4) 
+ (12,02 + 19,0, sen Og)j + 12,0, cos Ok 


*Lo único que se requiere de 


O para que esta ecuación sea válida 
inercial; sin embargo en lo que sig 


ue necesita ser también un pivote de 
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» €S que sea un punto del marco de referencia 
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ZMos 


A continuación usamos la Ec.(6.20) para derivar H, (nótese que el 
punto O está fijo en Y e J): i 


EM, = "Ho = “Ho + wys x Ho (5) 
Efectuando la derivación y .el producto vectorial se obtienen las si- 


guientes ecuaciones en componentes. (Adviértase que las propieda- 
des de inercia no cambian en £.) 


= 19.0% + 19,[0, sen 0, + 0,0¿cos Os) + Ó,sen Ogl12,0, cos Og) 


— Å, cos OE 119,67 + 190, sen g) 


= 12.0, + 191—Ó2 sen 0, cos Os) + 12.107 sen Og cos Or) 


+ 19,ö,sen 0, p ial 


ZMo, = 12,0, + 19,(0, sen O, + 0,0, cos 0s} + 6, cos OglI2:07 + 12,0, sen Og) 


— Óg12,Ó, cos O] [6b) 


ZMo, = 12.0, cos Os — Q,Ósen Os) + Ósl12,0 + 15,0, sen Os) ' 


— Å, sen 010,0, + 12,0, sen 0;) [6c) 
Como una indicación de la dificultad creciente de los problemas di- 
námicos en tres dimensiones, cabe notar que las cuatro propiedades 
de inercia diferentes de cero participan en cada componente del mo- 
mento externo que actúa sobre 4 en O. 

En la posición indicada, Og = 45°. Por lo tanto, 


, — ô? 6, ANY 
EMo, = 12.Ó, + 19 4) $ 24) dE a (7a) 


2 2 Ji 
0,0 ö, + 0,0% Ñ —0,0% 
EMo, = (2) + ppt dd I ej 


17b) 
s 03 
+ 12d. + 2) 
MN (5) 5 E ce) 
o I ——] + TEA 
Eo, = 1%( Wo Jes Ya Ji mo 


En la parte (d), para el caso especificado, « = (pi y 04 = 1/6 
cuando 4), = 0; también w = Å Ê y 0, =1/6 cuando 0, = 0. Es- 
te-caso corresponde fisicamente a la antena a 45° girando alrededor 
de la vertical a 30°/s, y detectando repentinamente un objeto que viaja 
hacia el cenit; los controles activan un motor cuyo par de rotación 
(o torque) produce una aceleración angular que aumentará el ángulo de 
elevación de la antena. Las aceleraciones angulares son grandes debi- 
do a la necesidad de ubicar al objeto rápidamente. 
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; 5 
Sustituyendo esos valores de 0, De, Ò, y ö, en las Ecs.(7) junto 
con los valores de inercia, obtenemos la respuesta: 


/6)? 
Mo; = 1230(+) + (-1140 + 1700) 149 + (-373)[0) 
= 721 Ib-pie 
: a 
= 1230(0) + 1140[0) + 1700(0) + (zara: + pen ] 
6 2 18) 
= —246 lb-pie 


= 1230/0) + 1140(0) + 1700(0} + (ara (2) 


= 51 Ib-pie 


Estos son los momentos ejercidos por P sobre A, excluido el que . 


se requiere para equilibrar el peso muerto de la antena. En el marco 
inercial de referencia, los momentos son: 


ZMox = EMo, = 721 1b+pie 
ZMoy = EMo, cos 0, + EMo,(—sen0;) = —210 1b-pie (9) 
ZMoz = EMo,sen 0, + EMo,(cos 0] = —138 lb-pie 


En el caso opuesto, cuando la antena está rastreando en eleva- 
ción, digamos 0, = n/6 rad/s, y recibe repentinamente una 


` orden que resulta en 6, = 1/6 rad/s? en 0¿ = 45%, las compo- 


nentes de momento son ( 0¿=0=0, ): 


. e f 
Mo, =0+0+0+[-373) — 
EMo, =0 + 0+0+/ A 
—138 Ib-pie 
/6+0 
o mozo e i )+o+o 


A 


EMo, 
(10) 


422 lb-pie 


IM), =0+0+ mo) 4 sral (5) z o] 


= 629 — 102 = 527 lb-pie 


Nuevamente vemos el efecto considerable de lòs productos de inercia. 

` Los negativos de las componentes X, Y, Z, flexionan flexionan 
y tuerce el último pedestal, y son parámetros de diseño; momentos 
mucho más grandes e importantes surgen por el empuje de viento so- 
bre el ““plato”” y por la gravedad. Existen también fuerzas ejercidas 


sobre 4 en O debido a la gravedad y a la aceleración del centro 
de masa. 


Ejemplo 7.12 


Un auto viaja sobre una curva peraltada con rapidez constante V, 
(ver el diagrama). Determinar las fuerzas de fricción y normal que 
actúan sobre las llantas en función de la rapidez V,, del ángulo de 
peralte 9, del radio R de la curva y de los momentos de inercia A 
e I, respecto a ejes centroidales paralelos a i y a k, según la figura. 
Se desprecia la inercia de rodamiento de las ruedas. Adviértase la 
diferencia en las fuerzas que actúan en las llantas internas y externas 
(respecto a la curva) comparadas con el caso de una vía plana recta 
(9 = 0, R>00)en cuyo caso las fuerzas son aproximadamente iguales. 


Solución 


El impetu angular del auto con respecto a su centro de masa C (ver 
el diagrama) se puede expresar, usando ejes principales, como 


He = ho +1,0,k (1) 


en donde el vector velocidad angular del auto C es, 


- Vi eS a 
Wes = Ek = Ý Isenúi + cos OÍ) 12) 
de modo que 
Ve Y a 
0, = send 0=0 .= cos 0 13) 


Usando la Ec.(7.2) y desplazando la derivada (Ec. 6.20) de Y a C (en 
donde hemos expresado H,) se obtiene 


0 
-XM¿ = "He = pi + was X He (4) 


Sustituyendo las componentes de velocidad angular y usando el dia- 
grama de cuerpo libre para calcular el vector momento*, obtenemos 


2 a men ii: 
2(N, — N,) 25 + 21hj = (5) {sen0Î + cos 0k) x (1, sen 0Í + 1, cos Ok) 


que se reduce a la ecuación escalar 


2 
IN; — N,JD + 2fh = -(%) II, — Ilsen 8 cos 0 


Para completar la solución usamos el movimiento simple conocido 
de C en la ecuación para el movimiento del centro de masa: 


Vas 5 6 
IF = maç = mg” (7) 


2 
= m“ [cos 0i + sen 0k] 
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*N; (y No) es la fuerza compresiva debajo de cada llanta interior (y exterior); f es la fuerza de fricción resultante 
$- 
dirigida hacia el interior debajo de cada pareja de llantas delanteras y traseras. 
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Expresando las fuerzas en forma vectorial y sustituyendo obtenemos: 


E n ż 
i(—2f — mg send) + k(2N; + 2N, — mg cos 0] = mÝ [cos 0Í + sen 0k) 


(8) 


Las ecuaciones de componentes escalares para la Ec.(8) se resuelven 


fácilmente: 
_ mè mg sen 
f= zR C% 0— 3 (9) 
mvi j 
NN. = E mg 
+N, JR senÚ + 3 cos Y [10] 


Nótese que la fricción resultante así como la suma de las fuerzas nor- 

males contribuyen a la aceleración del centro de masa; aún más, cada 

una ayuda a sostener el peso. : 

N Si ahora sustituimos f de la Ec.(9) en la (6) y luego resolvemos 

as Ecs.(6) y (10) para evaluar las fuerzas normales N; y N, ob- 
o 


tenemos: 
N —vė mg 2h 
| = IDRE la — I,) sen 8 cos 0 Po (caso + p'r’ 
mv? 2h wn 
a a (n — coso) i 


o v m, 
N, = JDR P — 1} sen O cos 0 +T (cos seno 


mv? 2h 
= Te (seno + p o) 


(12) 


Nótese que si la trayectoria del 
| c autoes recta, los limi 
N; cuando R > œ dan i ARARE 


_ —mgsen0 
. f 2 
= [cos 0 a 
eSa S =p? , (13) 


` mg 2h 
N; = r (cos 0 + DÀ” o) 


En este caso el auto viaja en línea recta con velocidad constante. 
El lector debe verificar que éste es el caso mostrando que EF = 0 
F pus con los resultados precedentes. Nótese también que N; — 
o = (mgh/D) sen 6 y que las ruedas interiore: á $ 
s toman 
en este caso. iii 


Volvięndo al caso general, cabe notar que la diferencia entre una 
fuerza normal interior y una exterior es 


il mv?h 


—v? mgh 
— No = pp? l — 1,]sen 8 cos 0 + =E seng — cos 0 (14) 
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El término intermedio es el término ““estático”” examinado antes. Los 
otros dos son causados por la trayectoria curva. Nótese que estos 
dos términos, al ser negativos, tienden a hacer a N, mayor que N; 
pues la curvatura de la trayectoria causa un incremento en las fuer- 
zas que actúan sobre las llantas exteriores (ya que **“el peso se desplaza 
hacia afuera”). 


Ejemplo 7.13 - 


Es posible que el cono homogéneo 4, de radio R en la base (ver la 
figura) ruede continuamente sobre una mesa horizontal 4%, de mane- 
ra que su vértice O permanezca fijo y el punto central Q de su base 
viaje sobre un circulo horizontal con velocidad constante. Imagine- 
mos que tal movimiento es generado por fuerzas que son luego reti- 
radas. Supóngase que hay suficiente fricción entre el cono y la mesa 
para impedir el resbalamiento; además de esto, hay otra condición 
especial que debe satisfacerse para que el movimiento ocurra. Deter- 
minar las fuerzas resultantes de fricción y normal, sus líneas de ac- 
ción y la condición especial. Ver el Ejemplo 6.11 con respecto a ciertas 
relaciones cinemáticas.. 


Solución 


Como el centro de masa C se mueve sobre un círculo horizontal con 
velocidad constante + Yo (ver la figura), la fuerza de fricción f 
. está dada por 
2 
ms 
-+ XF, = Macx = E 
Pc 


3 \ 

j ml vo) _ 3 mv¿gsena 

x 28 4 Reos?a 
sä gean 


ya que H = R/tan «. La fuerza normal H es simplemente mg ya 
1 que a.z = 0. No hay componente de la fuerza de fricción que sea 
ortogonal al plano de la página ya que cą, también desaparece. La 
línea de acción se anula de f es como se muestra, a lo largo de 40, 
Para la línea de acción de N usamos la ecuación de momentos del 
movimiento; nótese que 4%, es el marco inercial: 


EM, = “By = “Hy + wn x Ho 


en donde el marco 8, contiene al eje Z y al eje del cono. Ahora el 
j impetu angular H, es, considerando que (i, j, k) se encuentran so- 
bre las direcciones principales en el punto fijo O: 


Ho = Joi + lo + lok 
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D: em ecuación, las componentes de w- son las del cuerpo 4, en 4%, 
e . . 1 E 

os ejemplos anteriores, 0, = 0 y sustituyendo los valores de 
Oxs 0,, e I obtenemos 


mR; [—31 3 2 
Hs Q 3H a 
9 E + e + 5R7) tan ak 


[—28 + (1 + 4/tan2 a) tan ak] 


Notando que “4, = 0, encontramos 


îi j k 


Í 2 
_EMy = Zosena 3mR*v [sena 0 cos a 
Rcos?«  20R 4 
=2 0 ( + > Jean a 
tan? q ` 


_ 3mvósena 


20 cos? y (1 + 5 cos? aj) 


y del diagrama de cuerpo libre, usando N = me 


3R cos - 2 
g 3mv¿ sen a 


—MgÓ + m, = 
g Iaa 20 cosa. (l+ 5 cos? g) 
O bien 
A 3R cos qu 3v2 ña 
es . (1 + 5 cos? q 


4tana ' 20gcos? q 


que ln la línea de acción de la fuerza normal resultante 
a “condición especial” mencionada antes es que la fuerza nor 


perf 
mal debe erforar el plano en un punto de contacto físico con el 
l 


ô < R/seng 


Por lo tanto, 


3R cos? a 3vósen a R 
4sen a 208 cos q + + 
que al simplificar queda 
3 ; 
La 
en sen“ a(l + 5 c08? 9) < 5 cos? af4 — 3 cos? q) 
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Volvemos ahora:al problema del giróscopo cuya orientación analizamos en la Sección 6.8. 
Primero se obtendrán las ecuaciones del movimiento rotacional de un giróscopo -G.* Comenza- 
mos expresando su velocidad angular Ogyen el marco 3, (tercera llave en el Ejemplo 6.14): 


wgs = —ġ sen 6Î, + CP + (y + $ cos olk, (7.44) 


Los ejes (X», Y», Z2) del soporte cardánico interior (véanse las figuras de la Sección 6.8) 
no están fijos en-G debido a la giración Y , pero son, sin embargo, permanentemente princi- 
pales. Este hecho importante permite expresar la cantidad de movimiento angular del giróscopo 


en el marco como J, 


Hc = —Iġ sen 6î, + 105, + Jlú + $ cos Olf, (7.45) 


La segunda ley de Euler junto con la propiedad (6.20) del vector velocidad angular da- 
las ecuaciones de movimiento del giróscopo, como sigue: 
EM; = tHe = "BH + 07, x He 
[—1[$ sen 0 + d6 cos 0) + 64 cos Ol] — I) + dv, 
+ UË + — MG? sen 0 cos 0 + Iù sen 05, i 
T A a 
+ | 1 (Y + cos 0) |k, 
dt 
En los cálculos precedentes hemos usado el teorema de la Adición para tomar en cuenta 
lo siguiente: 
Dgy = Dg, + Ohy 
= ýh: + 03, (7.47) 


de modo que (Wy,,) es el mismo vector que en la Ec.(7.44) si se omite A Las ecuaciones de 
movimiento de Ç son, por lo tanto, : 
EMcx, = —1($ sen 0 + 2460 cos 0) + JON) + $ cos 0) 
EMcy, = IË — $? sen O cos 0) + J$ sen Oh} + ¿cos 0) 


Mea d 
Mo: =] 3 lÝ + $005 0) =) r 


y (7.48) 


en donde «0, es la componente de 0 ¿y Tespecto al eje de giración de simetría del giróscopo. 

Nótese que está formado de parte de la velocidad de precesión así como de la velocidad rota- 
ción total. 

Las ecuaciones del giróscopo son no ¡ineales e incluyen no sólo productos de las deriva- 

- das de los ángulos, sino también funciones trigonométricas de ellas. Su solución general es 

un problema aún no resuelto; sin embargo, hay dos soluciones dignas de estudio. La primera 

de esas es la precesión continua; la segunda es el movimiento libre de momento. Veremos cada 


una de ellas. 


*Estamos considerando que $ es el rotor, supuesto muy pesado respecto a los balancines exteriores e interiores, 
cuyas masas entonces despreciamos. También se supone que Ģ es simétrico respecto a su eje. Por supuesto, un giróscopo 
no tiene que poseer ningún balancín; la Tierra es un giróscopo de gran masa, como se verá en el ejemplo siguiente. 
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La precesión continua se define por el ángulo @ de nutación, la rapidez de precesión $ y 
la rapidez de giración y ; cada una de estas es constante durante todo el movimiento. Llame- 
mos a esas constantes Op, Po y Yo y sustituyámoslas en la Ec.(7.48) para obtener: 


EMc,, = 0 
EMcy, = — If sen Oo cos Bo + Jho sen oliha + de cos 6p) (7.49) 
Mc, = 0 


Vemos que sólo es necesario un momento respecto al eje y, para mantener la precesión conti- 
nua. 2Mc,=0= Jldwo,/dt): significa que (0, es una constante*, 

En el caso en que 0 = 90°, los ejes de giración y de precesión son ortogonales; este caso 
se muestra en la Fig. 7.8. Si el giróscopo está en movimiento y se aplica un par, ocurrirá simul- 
táneamente una precesión Que tiende a girar el vector de giración hacia el vector momento. 


Esto se llama a veces la ley de precesión giroscópica. El momento en este caso es, según la 
Ec.(7.49), j * 


eje de rotación, el cuerpo precesiona respecto a un tercer eje que forma una tríada ortogonal 
con los vectores de giración y momento, El sentido de la precesión es tal que gira al vector 
giración hacia el vector momento. Esta ley de precesión giroscópica es responsable de la 
, precesión lunisolar de los equinoccios. i 
¿Qué es la precesión lunisolar? Debido a los miles de millones de años de acción gravita- 
cional por parte del Sol y de la Luna, la Tierra está ligeramente abombada en vez de ser esféri- 
ca. De hecho, es aproximadamente 27 millas más corta a través de los polos que a través del 
ecuador, Este abombamiento, junto con el hecho de que su eje está inclinado 23 + Tes- 
pecto a la eclíptica, causa que el Sol (y la Luna) ejerza un momento sobre la Tierra además 
de la acción gravitatoria, como se muestra en la Fig. 7.9 d 
Es claro entonces que vivimos sobre la superficie de un giróscopo en movimiento sobre 
el que actúa constantemente un momento externo, generándose por ello una precesión. Este 


El Sol tira más 

fuertemente sobre 

x la mitad sombreada 
(por estar más cerca) y genera 

la así un par (T) y una fuerza (F). 


` Figura 7.9 ñ 
Figura 7.8 


*Nótese que zz y z son el mismo eje. 
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- Dentro de s 
dede 13 000 años 


Figura 7.10 


Y z 

5 sz 5 el 

efecto, mostrado en la Fig. 7.10, inclina el eje de rotación de la Tierra te yd 
haci *. Lo anterior ocasiona un movimiento antihorario, 

l hacia el vector momento*. Lo ocasio 1 to se 
den celeste del polo celeste hacia el cual está dirigido el eje de rotación noma e 
(Tal punto se encuentra actualmente cerca de la Estrella Polar). El a is oan 

n a E ; api a 
i O años; la influencia de la Lúna en es 
es de aproximadamente 26 00| A ' l 
mayor que la del Sol por encontrarse mucho más a de a e —” 
i j de una solución a las e > 
sideraremos ahora el otro ejemplo d ecua . 
a libre de momento. ““Libre de momento” significa que 2M, se anul 

E . .. á 
y que H, es una constante. Esto se infiere de la segunda ley de Euler: 
$ . 


i = en el marco inercial Y . 
EM¿ = 0 = "H¿ > H¿ = vector constante 


` . . . >e ns- 
incidi i ió j ig. 7.11), que es arbitraria, con la dirección co 
ncidir la dirección del eje Z (Fig. 7 ), es: : 
cr rd Z sera el eje de precesión del movimiento y los ejes (x3, Y», Z2) quedan 
Ct y 


dirigidos como se muestra en la Fig. 7.11. Se ve que como 


Hc = He, da + He, Ja + He, La = constante (7.51) 
= —Iġ sen 01, + 10j2 + Jl” + ¿cos 0)k, 


Z 
eli 


Figura 7.11 


i j! orte es el punto 
*El eje de rotación axial de la Tierra está alineado con su vector velocidad angular = F sete e es 
di rad w , colocado en C, corta a la superficie de la Tierra. El polo norte se mueve al ms le: Sents Sa 
ps sá el eje de simetrla) con el paso del tiempo; en este siglo ambos polos han: permanecido sepa 
co (so! 


cuantos pies. 
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y como H, siempre se encuentra en el plano X,Z2, entonces Hc,, debe anularse: 
Hc, = 0 = 10 = 0 = constante (7.52) 


Nótese que w se encuentra en el plano x,z, junto con H, ya que su componente en Ya 1 
desaparece. Vemos además que 


He, = —Iġ sen 0 y Hc., = 07 + ¿cos 0) 
E = Jo,, (7.53) 
Pero también, como podemos ver en la Fig. 7.11, 


Hc, = —Hesend >` y Hc,, = He cos 0 ¿ [7.54) 


Por tanto, igualando la primera de las Ecs.(7.53) y (7.54) en Hax, obtenemos 


—H¿seng ’ : 
Or == = constante (Ya que He, O, “e (7.55) 
á q e I son constantes) 
= —Q sen 0 . [7.56) 


.y vemos que 


$ = le . (constante) 


(7.57) 
Similarmente, igualando los dos valores precedentes de Hoz, se obtiene 
He cos 0 
0,, = e e = constante i ` (7.58) 
=} + $ cos 0 , 17.59) 
de manera que 
; _ Hecos 0 He I-J 
y = ea - Es) cos O = Hg cos (A = constante (7.60) 


Por lo tanto todas las condiciones se satisfacen para que el cuerpo libre de momento esté en 
un estado de precesión continua respecto al eje z fijo en Y. 


Dividiendo la Ec.(7.55) entre la (7.58) conduce a 
Dx, a J 
A s= tan 0 ž . (7.61) 


y la Fig. 7.12 muestra que 


— Os, 


= tan $ (7.62) 


en donde ĝ es el ángulo entre z, y “w. Entonces 


tan 8 = Ltan 0 


*Nó a i 
*Nótese nuevamente que los ejes 2: Y2» 22) son permanentemente principales, aún cuando X2 Y J2 No están fijos 
en el cuerpo, y esto permite expresar He en términos de los valores /w asociados a esos ejes. 


«vector (4 que cambia sólo en dirección. 
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He 


Figura 7.12 


y vemos que la respuesta a si $ es mayor o menor que 0 depende de la relación. J/I. Si J < I, 
como en la forma alargada de la Fig. 7.12, entonces < 0 y el vector velocidad angular se 
encuentra entre H, y z, formando un ángulo constante con cada uno de ellos. Se pueden 
imaginar dos conos, uno fijo al cuerpo y el otro en el espacio (.Y,). El cono del cuerpo rueda 
sobre el cono fijo en el espacio sumándose vectorialmente su giración y precesión dando el 


Z 
L AM 


Cono 174 yk 
espacial 
Cono del cuerpo 
€ a 
Figura 7.13 a 


Esta precesión (Fig. 7.13) se llama directa porque $ y Y tienen el mismo sentido antiho- 
rario cuando se observan desde el vector œ fuera de los conos. Sin embargo, si J > I, entonces 
B > 0 y w se encuentra fuera del ángulo ZC,. Esta situación es más difícil de representar, 
pero también es muy importante. Esta vez el cono del cuerpo rueda en exterior del cono fijo 
en el espacio (Fig. 7.14) y las dos rotaciones $ y Y tienen sentidos opuestos. Esta precesión 
se llama retrógrada. 


¿K 


Cono espacial 


Figura 7.14 
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Una observación final sobre la teoría del cuer 
de 0 es0o 90% 
miento plano): 


po libre de momento: si el valor constante 


Una alternativa a la ecuación rotacional (6.64) es integrar la igualmente ecuación general 
, no hay precesión y el giróscopo estará en un estado de rotación pura (movi- 


š ` 7.65 
EMo = Ho , (7.65) 


en donde O es ahora un punto fijo del marco inercial Y: 


i j , á s 
| EM, dt = Ho, — Ho, = (He, — He) + (kpc X mv) (7.66) 
0 = (0: ` = 90°; : k , 
Aquí z = Z de modo que mE =0 y 0,, = Ho]. 
Si 0 = 0°, el cuerpo gira simplemente alrededor de 


su eje. En este caso, $ y Y no pueden distinguirse una | 
de la otra, 


i ión de impacto, usamos la'Ec.(7.11) para la 

í ai = i Para usar la Ec.(7.64) o la (7.66) en una situación : „l 
iii ki itta cantidad de movimiento angular del cuerpo antes de que comience la deformación (en t) y 
nuevamente después de que termina (en t). El ejemplo siguiente ilustra el procedimiento. 


Ejemplo 7.14 
i 0 = 90%, el cuerpo gira respecto a un eje trans- ' 
versal sin precesion. 


Pe 


La barra doblada 43 del Ejemplo 4.13 se deja caer desde una altura 
H y golpea una superficie lisa rígida con uno de sus extremos, como 
se muestra en el diagrama. Si el coeficiente de restitución es e, obte- 
ner la velocidad angular de 4 , así como la velocidad de ¿43% justa- 
mente después de la colisión. 


w, =Y +4 cose COS 


Solución G 


Usando la ecuación de componentes y de (7.63) resulta ` 


N At = 8mo, — 8m(—y/2gH) MM 


en donde el impulso de la fuerza de gravedad se desprecia por ser pe- 
queño en comparación con la fuerza impulsiva hacia arriba ejercida 
por la superficie en-el corto intervalo de tiempo At. 

Formulamos ahora las ecuaciones de componentes de (7.64); 
se necesitan primero las propiedades de inercia del cuerpo que resul- 
tan ser: 


KiúóáA_____—————————— 
Pregunta 7.8 ¿Por qué no podemos usar las 
Ecs.(7.57) y (7.60) para obtener $ y y en este caso? 
l 


Se requiere una gran cantidad de términos para describir el complejo movimiento de la 
Tierra. Hemos visto un ejemplo de esto en la precesión lunisolar causada por el momento 
gravitacional ejercido sobre la Tierra por el Sol y la Luna. Este movimiento es análogo a una 
solución particular de ecuación diferencial, la cual se presenta siempre que la ecuación tiene 


2 
un segundo miembro diferente de cero. La solución complementaria u homogénea correspon- 1 = z ml? I=0 
de a la parte de la solución del movimiento rotacional de la Tierra libre de momentos. Esta 
parte, llamada precesión libre de la Tierra es, de hecho, retrógrada. Tanto el cono del cuerpo ¿MN 1 =0 (2) 
como el espacial son muy delgados porque los ejes de w, H. y z están muy cercanos entre Ly 3 mi =. 
sí; cada uno se encuentra aproximadamente a 23 Lo de la normal al plano de la ecliptica. 
Tal como se hizo en el Capítulo 5 para el caso del movimiento plano, podríamos aplicar JC = 20 mê? I£, = —2m0P? 
aquí los principios de impulso y cantidad de movimiento así como los de impulso y '`angular > 3 


y cantidad de movimiento angular al movimiento tridimension 
embargo, como vimos en la Sección 5.3, esas aplicaciones no s 
respecto al tiempo de las ecuaciones de movimiento. 

Hay un tipo de problema en el que esos dos principios proporcionan un medio de solu- | 
ción; tales problemas son los que implican al impacto. Algunos aspectos tridimensionales son , 
suficientemente diferentes al caso plano para justificar un ejemplo; pero primero usaremos 
las integrales de las leyes de Euler para deducir las relaciones necesarias: 


ty 
Í ZF dt = L; — L; 
t E 


al de un cuerpo rígido 4. Sin 


on más que meras integraciones De la Ec.(7.64) obtenemos entonces: 


5 22 
2/N Ati = mn ws + 0w, — 2, | 


32 L 
+ me ow, + 30 + 00, | 18] 
(7.63) á 


10 
$ m0| -2w + 00, + Pafi 


ty . 
Í EM dt = H¿, — He 
t, 


i 


(7.64) 
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en donde las com tes dei 7.5 Ecuaciones de Euler para Movimiento Potencial de uri Cuerpo Rigido 489 
ponentes de la velocidad angular inici 
cen y las componentes fi E inicial desapare- q 
ecuaciones nales deseadas son (0, 0, 0,). Las | : Veremos ahora otro ejemplo sobre las ventajas de la Ec.(7.66) que puede usarse para eli- 
en componentes de (3) son: i $3 dl ici À i 
: minar fuerzas indeseables de las ecuaciones de momento, tal como lo hicimos en el estudio 
SÓ e fopa NA : de estática. i 
3 AET 14) 
32 
—70,=0 ` Ejemplo 7.15 
j 3 y (5) J p 7 


Resolver de nuevo el ejemplo anterior usando la Ec.(7.66) en vez 
de las ėcuaciones en componentes (7.63) y (7.64). Hallar el valor de 
w después del impacto, 


20, + — o, = : 
dE (6) | 


Solución pr 


La Ec. (7.66) permite eliminar el impulso N At sumando momentos 


Y», — 0 respecto al punto (P) de impacto: 
== —L y 1 
: Yr, = Y 2, 
l == Jay "T ve (7) y o , 
| y ají f EM» dt = 0 = [He — Hja) + (tpc X mvc) 
ti i 
w= Hox ho 
. . 32 $ 10 m 
| p y (8] = (E w, — 20,)mes + 3 mé + (20, + EN 0,)mek] 
| que tiene la ecuación en componente y: 3 
| Ye, = Fe, — Uo, 6 + 2/k x [8myc f — 8m/22H(—l 
| 3 > 
| Usando la Ec.(7) obtenemos: Tenemos aún que relacionar v, con v, y usar el coeficiente de resti- 
A tución exactamente igual que antes; haciendo esta sustitución para 
| Ýc, = V2gHe — Llw, (10) Jq lleva a las siguientes tres ecuaciones escalares en componentes: 
| La solució a A ER / 
| n de las cinco ecuaciones (1,4,5,6.10) es: n w, — lo, = 16 E (1 + e) 
| w, = SOIL + ely 2gH ,  _ [23e — 120/23 l 
143/ Yc, = a ~ | ÉS m,=0 
3 y 
wm = 0 . 
i i 11) 
36[1 + e)/2gH 10 
o, = HA N At = 184ml + e) /28H 28H lo, + -o= 0, 
. 143 
| Volviendo a la Ec.(8), Estas ecuaciones tienen, por supuesto, la misma solución para ( 0, 


encontramos que las ; ; 
| Yc, se anulan: q componentes X y Z de ©,» 0,) que en el ejemplo precedente. 


componentes x => žo =0 + 2w,/ = 0 
componentes. z = Zc=0+ 0 =0 q 


1 i j 
Los resultados de las Ecs. 
en el punto de contacto n 


l Problemas / Sección 7.5 


7.42 La barra .£ está unida rigidamente al árbol _S que 
tiene libertad para girar en los dos cojinetes, como se indica 
en la Fig. P7.42. Los ejes y y y” apuntan Hacia la página en 
C. Demuestre que el momento respecto a C que deben pro- 
porcionar los cojinetes al árbol .S para mantener el movi- 
miento debe tener las componentes: 


pp 
Mc, = -57 [sen £ cos B)a 


mé? P7.42 
EMcy = E (sen £ cos fB]w? Figura 


490 


Proceda de dos Maneras: (1) Aplig 


(7.42) con los ejes princi 


con los ejes (yz) indicados en 


ue las ecuaciones de Euler 
pales (x,y,z); (2) use las Ecs.(7.43) 
la figura. 


Figura P7.45 


ma es 20 rad/s. 


w=20 


Figura P7.46 


7.47 El disco 
rígidamente al á 


Q alrededor del 


B en términos d 


Capi Pe 
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Tad/s 


(masa /n, radio r) en la Fig, 


rbol y el conjunto gira co) 
€J€ Ze. Determine las rea 
ME B, Qy L. 


P7.47 está unido 
n rapidez angular 
cciones en A y en 


Figura P7.47 


7.48 Una rueda de bicicleta con peso de 5 lb y radio de 
14 plg está desalineada 1° respecto a la vertical. La parte su- 
perior de la rueda se inclina hacia la derecha cuando la bici- 
cleta se mueve hacia adelante. Si la bicicleta viaja a lo largo 
de una trayectoria recta a 15 mi/h, encuentre el momento 
EM. ejercido.sobre la rueda. Use el resultado del Proble- 
ma 7.11, despreciando el efecto del cubo y de los rayos, 
7.49 En el problema precedente suponga que la bicicleta via- 
ja en una curva (a) hacia la derecha y (b) hacia la izquierda; 
ambas con radio de 50 pie. Determine los nuevos valores del 
momento ejercido sobre la rueda desalineada. Desprecie 
el ángulo de inclinación. 


Los seis problemas siguientes se refieren al Ejemplo 7,12: 


7.50 Determine la rapidez v, para la que las fuerzas nor- 
males N; y N, sean iguales para los siguientes parámetros: 


H = 2 pie g = 32.2 pie/s?c? 0=5° 
D = 6 pie I, = mki = 3m slug-pie? 
R = 300 pie I, = mk3 = 5m slug-pie? 


7.51 Determine la velocidad a la que el auto se volcará con 
los datos del problema anterior. 


7.52 Determine el ángulo 0 de peralte para el cual N; 


H = 1.5 pie g = 32.2 pie/s? Ve = 55 mph 
D = 5 pie I, = 2 m slug'pie? 
R = 200 pie I} = 4 m slug-pic? 


7.53 Note que en la Ec.(1) (la fórmula para el vector de can- 
tidad de movimiento respecto a C), 1} > I y 0, > wy. 
Entonces H, se encuentra entre los ejes z y Z. Aplique este 
hecho para evidenciar que el sentido de ZM¿es 5, sin 
efectuar ningún cálculo. 


7.54 Determine el efecto de la inercia de las ruedas del auto 
(masa m, radio r y radio de giro kw respecto al eje de cada 
rueda) en N; — N, cuando 0 = Q. Sugerencia: El impetu 
angular respecto a C es el del auto y sus ruedas se mueven 
en la curva como si fueran un solo cuerpo rígido más el de 
las cuatro ruedas en su movimiento relativo (rotación) con 
respecto al chasis. 


7.55 Si se escriben las leyes de Euler como £F + (—ma) 
= 0 y EM¿ + [—H¿)= 0 resulta lo que se conoce con el 
nombre de fuerza efectiva inversa (—ma,) y par de inercia 
CHo) Si estas cantidades se agregan al diagrama de cuerpo 
libre, el objeto puede tratarse como si estuviera en equili- 
brio. Un diagrama tal, para el auto en el momento del vuel- 
co, sería como se ve en la Fig. P7.55. Calcule el momento 
respecto al punto Q y, notando que ZMo = 0 para este 
diagrama de cuerpo libre, compare los efectos de la fuerza 
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Figura P7.55 


efectiva inversa (o fuerza de inercia) —maç con el del par 
de inercia —H en la tendencia al vuelco o volteo. Mues- 
tre que su solución predice que lo siguiente hará el auto más 
susceptible al volteo: (a) valores mayores de Yo H, (h — 1) 
y m; (b) valores menores de R, D'y 0. 


7.56 Suponga que las componentes de la velocidad v, del 
centro de masa se expresan para el cuerpo /7 en vez de para 
un marco inercial J. Use la propiedad (6.20) de Dejo 
para obtener las ecuaciones escalares del movimiento del cen- 
tro de masa, a partir de la Primera Ley de Euler: ' EF = JL. 


7.57 Demuestre que si un cuerpo rígido ¿9 sujeto a un mo- 
vimiento libre de momentos en un marco inercial 9 tiene tres 
momentos de inercia principales iguales en su centro de ma- 
sa, entonces su velocidad angular es cónstante en 9, 


7.58 En el Ejemplo 7.9 defina los ejes (x, y, z) en O como 
principales para ¿/2, con momentos de inercia asociados L 
T yK, respectivamente. Repita el problema sin suponer 
que ¿$ tiene masa despreciable. Los dos conjuntos de ejes 
son respectivamente paralelos antes de la aplicación de Mo, 


- 7.59 Calcule la aceleración angular en .9 del giróscopo ana- 


lizado en la Sección 7.5 en el caso de la precesión continua. 


7.60 Demuestre que si la solución w (£) del Ejemplo 7.7 se- 
proyecta sobre el plano xy, la punta del vector de proyec- 
ción recorre un círculo de radio V w2, + w?, a la frecuencia 
igual a (J — D) 0,71. 


7.61 Un resultado del abultamiento ecuatorial de la Tierra 
es que l/] = 0.0997, Use este resultado para calcular el pe- 
ríodo de una revolución del vector velocidad angular de la 
Tierra (que apunta al Polo norte) respecto a su eje de simetria. 
(La respuesta, obtenida por Euler en 1752, es aproximadamente 
4 meses menor que el período observado primeramente por 
S. Chandler en :1891. La diferencia se atribuye al hecho de 
que la Tierra no es rígida. Aunque la disipación de energía 
debería amortiguar este “*bamboleo”, de hecho no lo hace. 
La causa de tal bamboleo es un problema aún no resuelto 
por la geodinámica. Vea Science News Oct. 24/1981.) 


7.62 Un movimiento tipo destornillador (o torculación) entre 
el caso plano y el general (tridimensional) se define de la si- 
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guiente Manera. 


todo mom : 
enis cambia de dirección (Fig. P7.65b) 


ejercido por la base sobre el brazı 


de ciclo” debi ión gi 
bido a la acción giroscópica. Para el cálculo, 
; » 


37 plg de espesor, todas e 
densidad de 0.1 1b/Iplg?, de 


. o. 1 
l | Principio “7 de ciclo Retorno 
P 


Figura P7.55b 


a 
E a 
Figura P7.55¢ 


Figura P7.63 R , y ambas precesi 


en. O. ¿Hay diferencia en la solución si D 
damente conectados? 


| P 
| con velocidad angular constante de 0.2 rad/s, excepto cuando 


ada (rapidez an- 
$ que el eje de la muela 


c Muestre que el siguient - 

> S$ satisfactorio: r = 2,5 pie, / = eni 
E Sy $ = 602 Desprecie la masa del cu s 
compararlo con el Pesado disco D, si 


Figura P7,554 


encuentre el momento 
o 4 en el punto “L 
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cuentre la fuerza en 4 y las reacciones ejercidas sobre D por 
el piso. El problema se diferencia del Ejemplo 7.8 en que 
este tiene un ángulo de inclinación constante 0, + 0, como 
se muestra en la figura. Compare sus resultados cuando 
o > 0- con los del ejemplo mencionado. 


7.72 Existe una relación entre v,, g, r, Ry 0 tal que el dis- 
co puede rodar en un círculo como se muestra en la Fig. P7.72 
a y b, con valores constantes de v, y 0. Determine esta re- 
lación. 


Figura P7.67 


7.68 Calcule la fuerza de molido N generada en la pared 
del.molino de los Problemas 7.5 y 7.67 para los parámetros 


dados. 


A a 


7.70 Un disco D rueda alrededor de un círculo con su plano — 


vertical y su centro viajando con rapidez constante v.. Xc 
Calcule la tensión en la cuerda y la fuerza de fricción ejercida A 
sobre D por el piso (Fig. P7,70). F. 


7.69 Halle la magnitud y dirección de la fuerza y (o) del 
par ejercido sobre el disco D por el árbol .S en el Pro- El 
blema 7.4. ( 


Figura P7.72a 


Figura P7.72b 


7.73 Obtenga los resultados del Ejemplo 7.8 usando las 
ecuaciones de Euler (7.42). Sugerencia: Esta vez los ejes es- 
tán fijos al cuerpo y la parte v,/L de œ cambia de direc- 
ción en Dj; por ello las componentes 0: y 0, tienen 
derivadas que eran antes nulas en œ, La componente 


Figura P7.70 


í K 2 3 
7.71 Un disco D (masa mm, radio r) rueda en un círculo; 1 (cos 0,) — sen 0,1) 
es guiado por el brazo _4 que está conectado a D por me- 
dio de una junta esférica en C (Fig. P7.71). El brazo 4 gira 


con rapidez angular constante (2 respecto al eje central. En- 


en donde 6, es el ángulo de rodamiento mostrado en la 
Fig. P7.73. Diferencie esta expresión, sustituya (), = v¿/r 
y luego tome 0, = O. Finalmente vuelva a las Ecs.(7.42) 
y sustituya sus resultados. . 


marco inercial) 


e aat 


Figura P7.73 


Figura P7.71 


Línea eje o 
central del barco 


Figura P7.77 


7.77 Un ciclista entra a una curva de radio R con rapidez 
constante V, (Fig. P7.77). Otros parámetros se definen a 
continuación: 


Z DE : 
ES ' radio de la rueda 
/ Barra ligera 4 


l G (inercial) distancia entre el eje y C 


Ip l, = momentos principales de inercia de la bici- 
cleta y el ciclista con respecto a los ejes defini- 
dos por ñ, y ñ, que pasan por C. 


i = momento de inercia con respecto a la direc- 
ción ñ,, de una rueda respecto a su eje de si- 


posterior del barco, Vallons) > metria, 

a. Si í E e ie = total 
Si el navío se encuentra girando hacia 1 di 4 rd 
sobre un círculo d a cerecha 3 Zo á indi 
E € radio igual a 500 m con ra id i x, p = ángulo indicado 

e 15 nudos, ¿cuáles son las reacciones da se Figura P7.75 c 
` a ci a i A z 

sobre el eje por los cojinetes? (1 nudo = 1.15 Ai Determine EF y EM, en terminos de estos parámetros. 


Compare los efectos de la fuerza de D'Alembert (—ma,) y 
del par de inercia (—H¿) al enderezar la bicicléta cuando 


. Si iai 
i el barco viaja en línea recta en mar picado y cabe. 
ġ- es pequeño. Desprecie los productos de inercia. 


cea sinusoidalmente con i 
amplitud.de + 12° y perio- 


do i 
de 6s, ¿cuáles son las reacciones máximas entonces 


en los cojinetes?’ * 7.78 Eldisco D en la Fig. P7.78 gira alrededor de la barra 


R al rodar sobre el piso G. Encuentre todas las fuerzas 
que actúan sobre ®©, y note que la fuerza normal provenien- 
te del piso, se incrementa sobre la de gravedad mg debido 
a la acción giroscópica. Suponga que fuerzas aplicadas a 
R obligan al centro de masa C de D a viajar con rapidez 
constante v, en una trayectoria circular horizontal. 


7.75 Undi 
a A PE, do D = Masa ? y radio r gira con ra. 
T 03 (= fyl) con d 
dol e E respecto a la barra rígi 
E mir £. (Fig. P7.75). El cuerpo ¿3 a 
r (0, =lw ó . . j 
paut pit Gm F 'xjel) respecto a un eje vertical que 
inercial 


Barra ligera 
de longitud / 


masa mm, 
radio R 


Fi 
gura P7.76b Figura P7.78 
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7.79 En el Problema 6.24, si 
tantes, encuentre el momento resultante ejercido sobre D en 
su centro de masa cuando û señala hacia arriba. El querpo 
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(0, @ yY (03 son cons- 


D es simétrico con momentos de inercia principales centroi- 


dales J a lo largo de ú, e / normal a ú. 


*7.80 El cuerpo 43 en la Fig. P7.80 es un elipsoide de revo- 
lución con masa = 


1 slug y con longitudes a y 2a de sus 
semiejes menor y mayor, siendo a = 1 pie. Por tanto, 


E= 4 (2 + a?) = 0.4 slugrpie? 


y también 
a n ¿2 A DÍ 
ly = l= @ + (2a) = 1.0 slugrpie? 


El bastidor ligero ~ gira alrededor del poste fijo Æ. con ve- 
locidad angular j al ser impulsado por un par de motor 
T, aplicado en P. Otro motor (ninguno se muestra) entre 
1 y & aplica un par T} Î que hace girar el cuerpo /* en el 
bastidor. Los ejes y los vectores unitarios mostrados están 
fijos en —/. Durante un intervalo de movimiento, wm, = 34 
rad/s y (1), = 2t rad/s. Encuentre todas las fuerzas y pares 
aplicados sobre 4) en P cuando ! = 1 s. La distancia de P 
al eje x es de 2 pie. 


Figura P7.80 


* 7.81 Por medio de un motor (no mostrado) se hace girar 
al disco © en la Fig. P7.81 alrededor de su eje de simetría 


ñ, j, k) fijos en 4, 
171% fijos en £, 


Figura P7.81. 
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respecto al brazo 43, 3 43, se hace girar alrededor del eje del 
brazo, Z; y d alrededor de la vertical por O respecto al suelo 
(marco inercial) 9 , En'el instante dado, la velocidad angular 
de Den Y, expresada en términos d 
Gi, k) fijos en 
+ 3k rad/s. ; 
Se tiene además, en este instante, o), = 4, O, = 5y OM 
= 6 rad/s?. Para el disco; m = 10 slugs, Z£ = 1.4 slug-pie? 
e Iy = 0.7 slug-pie?. Encuentre todas las fuerzas y pares 
que actúan sobre 2 en C en el instante dado. 


e vectores unitarios 
Bes wi + oj H oki 


* 7.82 En el problema anterior, use Dj, W2, W3 y sus de- 
rivadas para calcular los segundos miembros de las ecuacio- 
nes de Euler (7.42), Explique por qué esos resultados no son 


las componentes de los momentos de las fuerzas externas que 
actúan sobre 2D en C, 


* 7.83 En los dos problemas anteriores en el instante dado 
0, y 0, parai = 1,2y 3, en donde 0, es el ángulo de 
rotación de D respecto a ¿4%,0, esel ángulo de rota- 


ción de 4, respectoa 4%, y 0,esel ángulo de rotación 
de 45, respecto a J, š 


7.84 El trompo en rotación (Fig. P7.84) es otro ejemplo de 
un giróscopo. Demuestre que si “la punta” del trompo no 
se desplaza sobre el suelo, la condición Para tener una pre- 
cesión uniforme está dada por , 


mgd = Ib + (J — Iý? cos 0 


Figura P7.84 


Momento de 
inercia = l 


7.85 Un trompo precesiona uniformemente respecto a la 


dirección fija Z a razón de 60 rpm (Fig. P7.85). Conside- 


Toi 


60 rpm 


Figura P7.85 
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rando al trompo cómo si fuera un cono de 1.2 Plg de radio 
y 2.0 plg de altura, encuentre la rapidez angular y del trom- 
Po respecto a su eje de Simetría. 


7.86 El cono C en la Fig. P7.86 tiene 0,2 m de radio y 
0.5 m de altura, y se encuentra en precesión respecto al eje 
vertical que pasa por la junta esférica, en la dirección 
mostrada, a razón de $ = 0.5 rad/s, Si 


0 = 20° = cons- 
tante, ¿cuál debe ser la rapidez angular 


ý del cono? 


C (5 kg; radio 0.2 m; 
: altura 0.5 m) 


Figura P7.86 


7.87 En el problema anterior suponga que ý es de 400 rad/s 
en la dirección indicada en la figura y que la altura del cono 


H no se da. Encuentre el valor de H para que ocurra una 
precesión uniforme. 


7.88 Basándose en el hecho de que la suma de dos cuales- 
quiera momentos de inercia en 


que el tercero (Probl. 7.14), de 
con simetría axial y libre de momentos bajo precesión retró- 


grada se cumple que 9 > 214l, y que el eje z del cuerpo 
se encuentra siempre fuera del cono espacial. 


muestre que para un cuerpo 


7.89 La gráfica en la Fi 
de satélites simétricos girando alrededor del eje Z, normal 


respecto a Zc). La orde 


angular w, (respecto a Z.) en la órbita a la rapidez angular 
orbital (,. 


a. Encuentre 7z, e Jı para un satélite constituido por 
cuatro cilindros macizos cada uno de masa »m, radio 
R y altura 3R. La distancia de Ca cualquier centro 
de cilindro es 2R; la cruz que los conecta es ligera. 
Los ejes de los cilindros son normales al plano orbi- 
tal (Fig. 7.89b) 

b. Determine si la estación es 
guientes: 

i. La orientación de la estación 

espacio inercial, 


estable en los casos si- 


es fija en el 


Figura P7.89b 


ii. La estación viaja alrededor de la Tierra en 
forma similar a como lo hace la Luna, i 
ili. La estación tiene una velocidad angular 
ital. 
doble de la del marco orbi YPP 
iv. Igual que iii, pero la giración es opuesta en 
dirección a la rapidez angular orbital. 


7.90 Se dice que un trompo “*duerme”” cuando su eje pre: 
manece vertical y su ‘‘punta’”’ permanece estacionario sobre 
el suelo al girar al trompo (Fig. P7:90). En ausencia de un 
par de fricción respecto al eje del trompo, note que la in 
dez angular (0, es constante y que entonces las MF 

de movimiento se reducen a ZMe =0 y 2*F = > ; e 
infiere que también EM, = 0. Ninguna de las particulas 
del trompo fuera de su eje Z, están en equilibrio, porque 
todas tienen aceleraciones (hacia el interior) T0 . Un cuerpo 
está en equilibrio si y sólo si todas sus particulas lo et 
por lo que un trompo durmiendo no puede estar en equili- 
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Figura P7.90 


brio. Explique esta afirmación con base en EF = 0 y ZMo 
= 0 que son las ecuaciones de equilibrio para un cuerpo se- 
gún la estática. Sugerencia: Si O es un punto fijo de un cuerpo 
rígido 43 en un marco inercial _9, entonces 


a d 
EM, = “Ho = F [He + Toc x L) 


= “H¿ + gy X He + roc X Mac 
_— 


EF 


Por tanto, muestre que sólo porque EF = 0 y Mo 
= 0, Oyy NO tiene que ser cero, Use el trompo como EA 
traejemplo y explique por qué se anulan los dos primero: 3 
minos del lado derecho de la ecuación precedente, Entonces 
EF = EM, = 0 son condiciones necesarias pero no sufi- 
cientes para el equilibrio de un cuerpo rigido. 


7.91 En el contraejemplo del trompo dormido del Proble- 
ma 7.90, los términos “Ho Y Ogy X He desaparecen T 
dependientemente. Muestre que existen re ns 3 
complicados en los que Wg; no es constante en e 
en Æ y 3, y en los que los dos términos suman cero. i 

gerencia: ZMy — Yoc X EF = EMce. ¿Qué valor tiene 
EMc para el cuerpo libre de momentos? 


i = mento, enton- 
7.92 Demuestre que si Wy, = 0 en todo mo! ; h aron 
ces también ŁMcç. es igual a cero. ¿Es cierta la prop 
ción inversa? 


7.93 Si un marco ¿% se está moviendo respecto a un marco 
inercial Y, puede demostrarse que £? es también un mar- 
co inercial si y sólo si W4 = 0 en todo momento, y la ree 

+ leración en J de por lo menos un punto de 4 es cero en todo 
instante. Use este teorema para demostrar que si 5 pia 
rígido /% está en equilibrio en un marco inercial „enton 
ces £ es a su vez un marco inercial. ¿Es cierta la proposi- 
ción inversa? 


7.94 Demuestre que un cuerpo rígido 4% está en equilibrio 
en un marco inercial 4 si y sólo si (a) por lo menos un pun- 
tode 4 está fijoen JW, y (b) wys = 0 en todo momento. 
¿Cuál será el número minimo de restricciones en 8 para que 
se satisfagan (a) y (b)? Describa un conjunto de restriccio- 
nes físicas que garanticen el equilibrio. 
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7.95 Doble un gancho para colgar ropa dándole la forma 
de la barra doblada del Ejemplo 7.14. Déjela caer sobre el 
borde de una mesa como en el ejemplo, y observe que la di- 
rección de la velocidad angular después del impacto concuer- 
da con los resultados del ejemplo. 


* 7.96 El triángulo sonoro de la Fig. P7.96 es golpeada con 


una fuerza horizontal en la dirección que le imparte un 
impulso F Ad. Encuentre la velocidad angular. de este lla- 
mador (“ʻa comer””) inmediatamente después de ser golpea- 
do. ¿Es igual la respuesta si el llamador es una placa triangular 
equilátera de la misma masa? ¿Por qué sí o por qué no? 


25 
X 


PAN 
AT w 


Figura P7.96 


* 7.97 En el problema anterior suponga que el martillo es 


reemplazado por una bala de masa m y velocidad Va que 
rebota en línea recta con un coeficiente de restitución e 
= 0.1. Determine la velocidad angular resultante del llamador. 


7.98 Repita el Problema 7.96, pero esta vez suponga que 
el llamador cuelga de una cuerda en vez de una junta esférica. 


7.99 La barra doblada ¿2 tiene las propiedades de inercia 
mostradas en la Fig, P7,99, y se encuentra en movimiento 
en un marco inercial 9; en un cierto instante tiene veloci- 
dad angular Was =0(41 + 2% + 7k) rad/s. Use el prin- 
cipio del impulso y la cantidad de movimiento angular para 
respondera la siguiente pregunta: ¿es posible golpear 4 en, 
el punto Q con un impulso F = F, Ati + F, AtÌ + F, Atk 
tal que se reduzca sj, a cero, después del impulso? Si es 
así, encuentre las componentes del impulso en términos de 
m, b w Y At. Si no es así, explique la razón. 


Figura P7.99 
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22 0 
E = me E =- m8 
32 L, = —2 mê 
= F ml? 


I=1=0 


* 7.100 Un clavadista D abandona el trampolín en una po- 
sición recta simétrica con los vectores velocidad angular e 
ímpetu angular en la dirección, como se muestra en la 
Fig. P7.100. Puesto que 2Mo es cero, no habrá cambio en 
el ímpetu angular H, en el marco inercial (la piscina) en tan- 
Lo que el clavadista se encuentre en el aire. Por lo tanto, mien- 
tras él permanezca en Posición erguida, su momento angular 
Constante está expresado por 


po bo * 
Io, + 12% + Eg, = He, = constante (1) 
0 0 o 
Dros + 15, + Hg = 0 12) 
0 0 f 
Eos +t + 1% .=0 13) 


mente sus brazos como se Muestra en la Fig. P7.100b, Para 
iniciar una trenza, Después de la'maniobra, el Puede tratar- 
se nuevamente como un cuerpo rígido y podemos usar los 
mismos ejes fijos al cuerpo igual que antes. (Note que el 
centro de masa cambia muy poco.) 


a. Aclare por qué ocurren los cambios en los productos 
de inercia indicados en la Fig. P7.100c, (Sólo las partes 
sombreadas contribuyen a los productos de inercia.) 
Aclare por que 15, €s menor que 7$, y también 'me- 

| IS + Nor que /7,. Observe que los tres productos deliner- 
cia son pequeños comparados con los tres momentos 
de inercia y que I< OS siendo Iy mucho 
menor que los otros dos momentos de inercia. Note 
que (% y, z) ya no son principales, pero esto no 
importa pues no se está haciendo uso aquí de ejes prin- 
cipales, 
Cuando el cuerpo del clavadista empieza a torcer- 
se y a girar, los miembros derechos de las Ecs.(1) a (3) 
cambian y ninguna de las cantidades a la izquierda 
permanecen iguales a cero. Pero los miembros dere- 
chos constituirán las componentes en el marco D del 
cuerpo del vector H, que darán sumadas vectorial- 
mente H.,, Î, en donde Í es la dirección original en 
JW de H, después de que el clavadista abandona el 
trampolín (hacia la derecha en el primer croquis). 

b. Después de la rápida maniobra de torsión, pero an- 
tes de que el clavadista empiece a torcerse, sus ejes 
están aún instantáneamente alineados con los del mar- 
co J. Use las ecuaciones (1) a (3), con los segundos 


Figura P7.100a 


7.6 
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LE>0 
Figura P7.100c 


miembros (H,;, 0, 0) y los productos de inercia aho- 
ra no nulos, para. demostrar que: 


i. Se desarrollará una pequeña (comparada con 
la original w,) velocidad angular respecto a la direc- 
ción —Z, ( œ, negativa). T 

li. Se desarrollará una velocidad angular de tor- 
sión especto a Y, ( w, positiva) 

iii. Habrá un incremento en la componente Wy 
de la velocidad angular de la voltereta. 


Al aclarar los tres puntos anteriores no suponga nada RA 
de las velocidades angulares (w ) posteriores.a la maniobra, 
excepto que 0, tiene aún la misma dirección que antes. 


Figura P7.100b 


Trabajo y Energía Cinética en el Movimiento General —_____==mm 


x . e es > ` 
Una integr al especial de las ecuaciones de movimiento de un cuer po rígido B proporciona 
una relacion entre el trabajo de s externas (o pares) y el cam en la energia ciné- 
l tre trab. de las fuerza: nas ( p l bio l 
1 J y 

tica de Æ. Para desarrollar esta relación debemos primero analizar expresiones para la ener- 
ía cinética de o rígido ergía cinética se denotará aqui usualmente con la letra 

g! 1 cuerp: g . La en rgi: 


T y se define como (vera la Sección 5.2): 


1 
=-|v:vdm 
T zf 


ició ij rco inercial 

en donde v es la derivada del vector de posicion que va de O (printo fijo po pd a ; 
3 en la Fig 7 15) al elemento diferencial de masa dm. En esta sección toda: ha E ein 

. de A 4 

especto al tiempo velocidades y velocidades angulares setomanen Y , A MENOS Que se espe: 
Ti , y pi 


(7.67) 


cifique otra cosa. 


Figura 7.15 
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Como 4 es un cuer 


po rígido, i i 
pa el podemos relacionar y con la velocidad v, del centro de 


V=W+0xr 
(7.68) 


en donde w es Wg,y Y T es el vector de se muest la Fi 
estra en la Fig. 7,15, 


r ósició 
Sustituyendc ia Ec. (7.68) en la 0.57: AS 


obtenemos: 


Tad ' e 
zet Ye ¿+ ota dm 


+ vw: [o Xx Í ram | man 
8 


en donde v no varí 
e a a en el volumen del cuerpo y pueden por ello sacarse de las inte rá. 
imo término es cero en virtud de la definición del centro de pe. 


[rán = mc = 0 


La integral en el primer término d 
masa mde ¿3 El integrando del t 
dad vectorial:* 

[A x B): |C x D] = A - [B x [C x D) 
La Ec.(7.69) resulta entonces: 


(7.70) 


el segundo miembro de la Ec. (7.69) es, 


tel St or su 
ermino restante puede simplifi 2 que 


carse por medio de la identi- 
(7.71) 


m 1 
"lev + zo fex fw xd 


Como vimos en la S 
(o ímpetu) angular del c 


(7.72) 


ección 7.2, la integral en la Ec (7 12) i 

(1.72) es la cantidad d imi 
uerpo con respecto a C y puede escribirse ds — 
T, ¿E i l 


E a 


„_ m 1 
Eto [ 
7.73) 
S AN ; 
e ve que la energía cinética Puede representarse como la suma de dos término. 
s: 
1. Una parte T, = (m/2) v,» Ve 
miento. . 
2. Una parte T, =1 i i 
w = 30 * H¿debida a la diferenci 
de 4 y la velocidad de su centro de masa. a 


que el cuerpo posee si su centro de masa está en movi- 


elocidades de los puntos 


mino T'a P 1 p w = 
El tér T uede inter retarse simplemente sı en un instante hacemos = (41,0 


x con el vector veloci i 
caso, usando las Ecs.(7.11) obtenemos Paya A 


He = Loi + 1505 + IE ok 


de modo que FAN 
NE "er C 2 
g a) He iii 2 xx 
(7.75) 
*Esto no es más que intercambi 
dx mbiar el punto y la cruz del triple producto escalar (A X.B) - E, en donde E es el. 
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Esto significa que la “*parte rotacional” de Tes instantáneamente de la misma forma que para 
el caso plano del Capítulo 4. La diferencia es que la dirección del vector velocidad angular 
w cambia en el caso general (tridimensional). 

Supóngase que el cuerpo Æ tiene un punto P con velocidad cero. (Esto no es siempre 
el caso en el movimiento general como vimos en el Capítulo 6). Entonces si v en laEc.(7.67) 
se reemplaza por Vp + œw X 1'= w X r', en donde r' va de P al elemento de masa dm, 


obtenemos 
De fio x r): 7 ed (7.76) 


Los mismos pasos que generaron el segundo término de la Ec.(7.73) a partir del término 
medio de (7.69) dan ahora: 


e P i (7.77) 


y los dos términos de la Ec.(7.73) se reducen a uno si H se expresa respecto a un punto de 
velocidad cero en vez de respecto a C. 

En las Secciones 2.3 y 5.2 demostramos un principio de trabajo y energía cinética que 
sigue siendo válido para el caso general. Este resultado provino de integrar ZF = mag: 


t2 1 1 1 a 
[Pan + vedt = q metil? — q mice q miré, = v2) ig 
n 


Un segundo principio se deducirá ahora de la ecuación de momento'de fuerza* 

EM¿ = Mc (7.79) 
pero primero tenemos que probar el resultado no obvio de que 

ò -He = w ` Åe 
Para e recordemos que: 

He = fr x [œ x r)] dm , (7.80) 
Si 4H, es la derivada de H, tomada en el cuerpo 8, entonces la derivada relativa al marco- 
inercial puede escribirse como: 

He = He + o x He i (7.81) 
Multiplicando escalarmente por w ambos miembros.de la Ec.(7.81), ] 

w-H¿=0w:“H¿ . i (7.82) 


y como r es constante en el tiempo relativa al cuerpo 43, podemos derivar ahí la Ec.(7.80) 
y Obtener: 
1 


He = f: x [ò x 1) dm l l (7.83) 


*Las derivadas como «) se toman en esta sección en el marco inercial 4, a menos que la letra ¿7 aparezca junto 
al punto, en cuyo caso la derivada se toma en el cuerpo. 
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t 


En la Ec.(7.83) usamos la propiedad de que las derivadas de w en Y y en Æ'son iguales, esto es: 


TÒ = gy = “gy + Ws X Ogs = “Ggy= “6 
Sustituyendo la Ec.(7.83) en la (7.82) se obtiene: 


w He 


o- fex lè x gdm = fo le x (ò x sdm 


fex 1) - (ò x 1) dm = fio x 1) - (w x 1)] dm 


i 


à» fex lo xdm 


: 
Por consiguiente, 


w: He = ò: He 


(7.84) 
Podemos observar ahora a 
w IMe = 0: Ho. = ze 7) (7.85) 
Integrando la Ec.(7.85) tenemos, 
n 1 l I : 
f ZM¿ * w dt = z ltl * Helt,) — zet) i Holt.) (7.86) 


Nótese que los segundos miembros de las Ecs.(7.87) y (7.86) representan cada uno el cambio 
que ocurre en el intervalo ¢, < t <h, de parte de la energía cinética del cuerpo. (Los primeros 
miembros de estas ecuaciones suelen ser una forma “de trabajo.) 

Aunque las relaciones entre el trabajo y la energía cinética que se han desarrollado son 


importantes, hay otra que las combina y que es con frecuencia más útil. Podemos derivar la 
Ec.(7.73) y obtener 


dT 


¡AE l 3 
a SS A H 
Usando las leyes de Euler y la Ec.(7.84), esta última expresión puede escribirse de la siguiente 
manera: 
dT 


Pri IF - ve + EMe w (7.87) 


Si ahora F,, F}, ... representan las fuerzas externas que actúan sobre 
. . representan los momentos de los pares externos, entonces 


2F=F,4+E+:. 


el cuerpo, y C,, Cas 


(7.888) 


Me =r x R trn xXx E ++ 404,4 0.. (7.88b] 


en donde P}; P}. . . son los puntos de 4% en donde F,, F}. . . están respectivamente aplica- 
das, y donde r; = r 


cpi» F2 = Tepa; Etc. como se muestra en la Fig. 7.16, 
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Figura 7.16 


Recuérdese de estática que un par tiene el mismo momento respecto a cualquier punto en el 
espacio, de modo que las C; se suman simplemente en la ecuación de momentos (7.88b). 
> 
Sustituyendo las Ecs. (7.88) en la (7.87), obtenemos 


+0: (rm xE)+-+0:C0C,+0:C,++-* 
Sin embargo, 
wiy x El: =F o x n) Ms Pe E 
de modo que, l 
Pre etoxn tR etok nt mp 


! +w:Ci+to'CGi t- 
Notamos que v, + «w X r es la velocidad v, del punto P,, que es el punto de aplicación 
de F,. Por lo tanto, 
—=T=ER* Y +w: EC; (7.91) 
La Ec.(7.91) conduce a la definición de potencia, o rápidez de trabajo, del modo siguiente: 


Potencia de una fuerza (F,] = F; ° v; Ta 
Potencia de un par (C,) = œ + C, 0. 


En consecuencia, 


T= rapidez (intensidad de variación respecto al tiempo) de trabajo de las fuerzas y pares 
externos. 


Integrando la Ec.(7.91) obtenemos: 


197 
f (rapidez de trabajo) dt = Tlt,) — Tlt,) = AT ' (7.93) 
Li 


La integral del primer miembro en la Ec.(7.93) se llama trabajo efectuado sobre £ entre f 


` y f por las fuerzas y pares externos. Por consiguiente, 


Trabajo = fun, +0: TG; dt = AT (7.94) 


— 
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Esto es, el trabajo realizado sobre 4% es igual a su cambio en energía cinética. Se deja como 
ejercicio para el lector demostrar que la Ec.(7.94) es de hecho la suma de las dos “*subecuacio- 


nes”” (7.78) y (7.86). 


Ejemplo 7.16 


Determinar el trabajo efectuado sobre la barra doblada del Ejem- 
iplo 7.14 por un motor que la lleva hasta una velocidad wọ. desde el 
reposo (ver el diagrama). 


Solución 


El centro de masa C no se mueve, por lo que la Ec.(7.73) da, en este 
caso, ` 


à 1 
Ty =0%* He (1) 


‘Como w tiene sólo una componente k, que es wok, podemos susti- 
tuir la Ec. (7.11) en (1) y obtener: 


0 0 Mo 
T= A +o + Eo . Y 


Notamos que aunque I£, no es cero, no tiene efecto en la energía ci- 
nética de # ya que está multiplicado por w,, que queda forzada a 
anularse por los cojinetes alineados con zZ. 

Entonces el trabajo hecho por el motor sobre 4? está dado sim- 
plemente por la Ec. (7.94): . 


valta T= 
l 


(8) 


5 
= ¿mo 


tuar trabajo adicional al dado por (3), para vencer la inercia de su 
armadura rotatoria, la fricción en los cojinetes y la banda y la resis- 
tencia del aire. . : 


Consideraremos ahora un ejemplo en tres dimensiones en el que los productos de inercia 


intervienen en el cålculo de la energía cinética. 


en donde I} = (10/3)m/?. El motor tendría naturalmente que efec- . 
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Evaluar la energía cinética perdida por la barra del Bannio 7.14 
cuando esta golpea la mesa, como se muestra en la figura. 


Solución á 

Durante el impacto con la mesa, los cuerpos no se comportan rígida- * 
mente. La energía cinética perdida por la barra 8 se transforma en 
ruido, calor, vibración y en deformaciones elásticas y permanentes. 
En el Ejemplo 7.14 se obtuvieron v, y œ; justamente antes y des- 
pués del impacto; ahora se utilizarán esos vectores para encontrar la 
energía cinética perdida por #. Justamente después del impacto, 


1 l 
2 4 
T; = g E + 3 y He, 
El término o», * H¿, puede escribirse, usando la Ec.(7.11), de la ma- 
nera siguiente. (Adviértase que w, y dos de los productos de inercia 
son aquí nulos.) 


II 


wm, * He, 


0 0 x 
Ollos + 104 + 10) 


+ ago, + Egh + Ja) 


0 0 
+ oo, + 50 + 1S0; 


16,07 + 21,,0,0, + 1,0? 


Usando este resultado y las Ecs. (11) y (12) del Ejemplo 7.14, ob- 
tenemos: 


7, — 2 ¡80m [ 232 120) /2gh Y? p SfE + elyagh 22, 
dé i 143 2 1437 3 
4 af 60L + el /2gh 3611 + eVa] amA 
1437 1437 
2 
di 36|1 + el] /2gh 10 a? 
1437 3 


la que después de simplificar queda 
T; = mgh(1.29e? + 6.71) 


La energía cinética inicial (justo antes de la colisión) era 


T, => (8mi/Igh)? = 8mgh 


* Entonces el cambio en energía cinética de la barra doblada está 


dado por ` 
AT = T; — T, = mgh(1.29e? — 1.29) ` 


Vemos que si e=1 (colisión elástica) no ocurre ninguna pérdida de 
energía cinética y por ello no se realiza trabajo en hacer variar a T. 
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La pérdida de energía varía cuadráticamente, como se ve en la figu- AT/1.29 mgh 


ra, con un porcentaje máximo de pérdida (cuando e = 0) de 


1.29mgh 


* 100 = 16.1% 
8mgh > 


A 


en este caso. Como el punto de colisión es el extremo de la barra, 


83.9% de la energía cinética se retiene. Si hubiese golpeado a la mesa 
el centro de masa de la barra, toda la energía cinética se habría perdido 
para el caso e=0, 


' 


Problemas/Sección 7.6 


7.101 Encuentre la energía cinética del disco ¿2 en el 
Problema 6.27 


7.105 Una placa delgada rectangular (Fig. P7.105) es lle- 

vada desde el reposo hasta una velocidad wọ respecto a un 
. eje horizontal Y, 

7.102 El centro de masa C de un girosócopo € está fijo. 

Demuestre que la energía cinética de G es 


JAJÓ? + $? sen? 0) + $Clġ cos 0 + y)? 


a. Encuentre el trabajo realizado. 

b. Si dos masas concentradas, cada una con valor 4, 
se agregan sobre el eje x, (vea la figura) a la placa, determi- 
ne la distancia d desde el centro de masa que eliminará las 
en donde ¢ġ, 0, Y son los ángulos de Euler y A, A, C son reacciones en los cojinetes. 


los momentos principales de inercia de G en C. 


7.103 Calcule la energía cinética de la rueda en el Proble- 
ma 6.49 y úsela para deducir el trabajo efectuar por el joven 
al llevarla a su velocidad final desde el reposo. 


7.104 Un disco D de 10 kg de masa y 25 cm de radio está 
soldado a 45° a una barra vertical  S. (Fig. P7.104). La barra 
empieza a girar desde el reposo hasta alcanzar una rapidez 
angular constante œp = 10 rad/s. 


5 y o Cojinete, 
a. ¿Cuánto trabajo se realiza para llevar al sistema a 


esta velocidad? 
b. Encuentre la fuerza y el par que actúan sobre el disco 
en C cuando éste se encuentra girando con la rapidez 
wp. ` 
á Figura P7.105 


Figura P7.104 * 7.106 El cuerpo rigido en la Fig. P7.106 consiste en un dis- 


co D y una barra X soldados perpendicularmente, como se 
muestra en la figura. Si el cuerpo gira hasta alcanzar la rapi- 
dez angular (0, respecto al eje z, ¿cuánto trabajo se efec- 
tuó para lograr esto (excluyendo el requerido para vencer la 
resistencia de la fricción)? 


Figura P7.106 


* 7.107 La Fig. P7.107 muestra una placa triangular delga- 
da homogénea triangular de masa m, base a y altura 2a, Es- 
tá soldada a un eje ligero que puede girar libremente en las 
chumaceras en A y en B. Se dan 


2ma? ma? 
IZ = -3 5 a 6 1% = lj =0 
lis 5ma? n= ma? 
zz 6 xy 6 


a. Sila placa gira con rapidez angular constante w, en- 
cuentre el par que debe aplicarse al eje y las reaccio- 
nes dinámicas en los cojinetes. 

b. Determine los ejes principales en A así como los mo- 
mentos principales de inercia asociados. Dibuje los 
ejes en un croquis. j 

c. Calcule el radio de un agujero producido en C que 
elimine las reaccianes en los cojinetes. Dé la respues- 
ta en términos de m y pt (densidad por espesor) de 
la placa. 

d. Encuentre el trabajo realizado al llevar la placa des- 
de el reposo hasta una rapidez angular w. 


Figura P7.107 


* 7.108 Una placa triangular equilátera delgada P de lado 
+ S está soldada a la barra eje vertical en 4, en la Fig. P 7.108. 


La barra eje se lleva del reposo a una rapidez wg Por medio 
de un motor. 


a. ¿Cuánto trabajo se requiere efectuar sobre el sistema? 

b. Encuentre la fuerza y el par que actuará sobre la pla- 
ca en A al girar ésta con rapidez (y y el motor se 
desconecta. 
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. Figura P7.108 


7.109 Dos masas concentradas, my = 10 kg y m, = 20 kg, 
están unidas por una barra delgada my de 15 kg y 1.5 m de 
longitud. Como se muestra en la Fig. P7,109, (1,3,K) son vec- 
Lores unitarios fijos en dirección en el marco inercial 9 e 
(i,j,k) son paralelos a los ejes principales fijos en C en el 
cuerpo combinado. En dos instantes (| y f, las velocidades 
de C y las velocidades angulares del cuerpo combinado son: 


velt,) = Î + 2 m/s wlt,) =1 + 2 — 4k rad/s 


velta) = 3] — 4È m/s ft.) = 3) — k rad/s 


Calcule el trabajo total realizado sobre el sistema entre ti 
yb. 


Figura P7.109 


Ll 
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7.410 Encuentre la energía cinética de la muela en el Pro- 
blema 7.68. ¿Es igual al trabajo hecho por un motor sobre 
$ al llevar al sistema a su rapidez o velocidad final? (Des- 


precie las masas de S y 8.) 


* 7.411 Un anillo está soldado a una barra en el punto A co- 
mo se muestra en la Fig. P7.111. La sección transversal y 
la densidad del anillo y la barra son iguales. El cuerpo com- 
binado se libera tocándolo ligeramente cuando el punto A 


está en su posición más alta; el extremo B dela barra está A 


unido a un plano liso por medio de una junta esférica. En 
el instante en que A alcanza su posición más'baja, encuen- 
tre la relación entre las componentes de velocidad angular 
horizontal y vertical del cuerpo. 


7.112 Si en el problema anterior, el plano tiene suficiente 


fricción para impedir el resbalamiento, encuentre la magni- B 
tud de la velocidad angular cuando A toca al plano. 


——— Problemas para computadora l Capitulo 7 


2 


Figura P7.111 


* 7,113 Aplique una computadora para generar los datos ne- 
cesarios para graficar los valores máximos de va (gR) 
contra a del Ejemplo 7.13, para O < a < 1/2. 


~ Respuestas a las preguntas l Capitulo 7 == 


P7.1 


P7.2 


P7.3 


P7.4 


Como vimos en el Capítulo 6, ws depende sólo de cómo un conjunto de vectores 
unitarios anclados en 4, cambian sus direcciones en J. La velocidad angular es 
una constante respecto a la integración en un instante particular sobre el volumen 
del cuerpo. 


Cuando dijimos que n, = +/1/6, o sea que tomamos la raíz cuadrada positiva, 
escogimos y” en la dirección que forma un ángulo agudo con Xp; si hubiésemos 
escogido —/1/6, habríamos obtenido la dirección opuesta para y”. Si Ipp hubie- 
se sido diferente de cero, el signo de la respuesta habría sido también opuesto. 


El momento de inercia respecto a cualquier recta / a través de cualquier punto 
P que no sea C, es mayor que el momento de inercia respecto a la recta por C para- 
lela a /, debido al término ma? y así el mínimo 7 en C es el menor para todo el 
cuerpo. 


En #, todo en H, (Ec.7) era constante por lo que ZM¿ = wys X He. Si hubié- 
ramos usado las ecuaciones de Enler, habría habido derivadas de las componentes 
de « por considerar; específicamente, la componente v¿/L no es constante en 
dirección si se formula en el marco (cuerpo) D. 


Cuestionario de Repaso/Capítulo 7 509 


P7.5 Si fz no puede existir de acuerdo con la Ec.(13), el movimiento no puede tener lu- 


gar. La parte inferior del disco resbalará hacia el interi i j 
I Q rior (ha 
separará por ello del piso. . ENESE AEGSE 


! P7.6 No. La Ec.(9) muestra que la suma N + C, es igual al peso mg de D. Las 


fuerzas N y C, no pueden determinarse separadamente usando sólo las ecuacio- 
nes de movimiento. i 


P7.7 En la figura original se ve que w, con componentes según j y según —k, no es 
paralela a un eje principal de D. Entonces, w no puede ser paralela a H 
E 


P7.8 Al deducir (7.57), si 0 = O hemos dividido ambos miembros de una ecuación en- 
tre cero. Este resultado se usa entonces para obtener ý en (7.60) 


Cuestionario de repas ol Capitulo 7 
¿Verdadero o falso? 


1. Los productos de inercia asociados a ejes principales siempre se anulan, pero sólo 
en el centro de masa. ` 


i 2. Silos momentos principales de inercia en un punto son distintos, entonces los ejes 
| “principales de inercia asociados a ellos son ortogonales. 


3. El momento de inercia máximo respecto a cualquier recta por P del cuerpo rígido 
B es el máximo momento de inercia principal en P. 


4. El movimiento general es un tema mucho más difícil que el movimiento plano; 
esto se debe en parte al hecho de que no son lineales las ecuaciones diferenciales 
cinemáticas O cinéticas que gobiernan el movimiento de orientación del cuerpo. 


5. Si resolvemos las ecuaciones de Euler (7.42), conocemos inmediatamente la orien- 
tación del cuerpo rígido en el espacio, qt 


6. El Sol y la Luna ejercen pares gravitacionales sobre la Tierra, y causan la prece- 
sión del eje de nuestro planeta. 


7. Si en un cierto instante el momento de inercia de la masa del cuerpo 4% respecto 


a un eje por C paralelo al vector velocidad angular es I, entonces la energía cinéti- 
ca de /% en ese instante es mv? + 4w’. 


i Pa è 
8. La precesión lunisolar de la Tierra es el resultado de su abultamiento en el ecuador 
y de la inclinación de su eje. ` 
9. La energía cinética perdida durante una colisión de dos cuerpos no depende de las 
velocidades angulares de los cuerpos antes del impacto. 


10. Los principios del trabajo y la energía y del impulso y la cantidad de movimiento 


r A 
(o impetu) son integrales generales de las ecuaciones de movimiento para un 
' cuerpo rigido. 
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11. A veces es mejor usar los productos de inercia en EM¢ = "He que calcular 
los momentos y ejes principales de inercia para poder utilizar las ecuaciones 
de Euler (7.42) 


12. En la precesión uniforme con el ángulo de nutación 0 = 90%, el vector de rota- 
ción siempre precesion alejándose del vector momento. 


Respuestas: 1 F; 2 V; 3 V; 4 V; 5 F; 6 V; 7 V; 8 V; 9 F; 10 V; 11 V; 12 F. - 


Temas Especiales/ 
Vibraciones, volumen de 
control y fuerza central 


8.1 Introducción a las vibraciones. 


e Vibración libre 
e Vibración amortiguada 
e Vibración forzada 


8.2 Leyes de Euler para un volumen de control. 
8.3 Movimiento debido a una fuerza central. 
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8.1 


Introducción a las vibraciones 


Vibración es un término usado para describir movimientos oscilatorios de un cuerpo o de un 
sistema de cuerpos. Estos movimientos pueden ser causados por perturbaciones aisladas co- 


. mo cuando la rueda de un automóvil golpea contra un, O por fuerzas fluctuantes como en 


el caso de las vibraciones de las paneles del fuselaje de un avión en respuesta al ruido de los 
motores. Similarmente, los movimientos oscilatorios del terreno generados por un sismo oca- 
sionan vibraciones en los edificios. En cada uno de estos casos el movimiento indeseable pue- 
de causar molestias a los ocupantes; más aún, los esfuerzos oscilantes en el cuerpo pueden 
conducir a una falla por fatiga de la estructura, vehículo o maquinaria. 


Vibración libre 


Como ejemplo simple de un oscilador mecánico considere el bloque rígido unido a un resorte 
lineal (Fig. 8.1). El bloque está obligado a trasladarse sólo verticalmente; basta un sólo pará- 
metro (escalar) para establecer su posición y por ello el sistema se denomina sistema con un 
grado de liberiad. Se elige z como parámetro y corresponde z = 0 corresponder a la configu- 
ración en que el resorte no está ni alargado ni comprimido. 

Usando un diagrama de cuerpo libre para el bloque en una posición arbitraria (Fig. 8.2), 
la primera ley de Euler da 


mZ = mg — kz 
O bien 
më + kz = mg (8.1) 


que es una ecuación diferencial lineal de segundo orden con coeficientes constantes que des- 
cribe el movimiento del bloque. La ecuación diferencial no es homogénea (el lado derecho 
no es cero) como consecuencia de la elección del origen del parámetro de desplazamiento zZ 
si hacemos la sustitución y =-2 — mg/k, la Ec. (8.1) se transforma en 


my + ky=0 l (8.2) 


que es una ecuación diferencial homogéneá. No es una coincidencia que esto ocurra cuando 
la variable desplazamiento se escoge de manera que es nula cuando el bloque se encuentra 


“en una configuración de equilibrio, o sea cuando el resorte está comprimido una magnitud 


igual a mg/k. 1 


El movimiento descrito por una ecuación como la (8.2) se denomina vibración libre ya 
que no hay fuerza externa presente (externa al sistema resorte-masa) que lo excite. 
Reexpresando la Ec. (8.2) obtenemos. 


bes ys HE 
YE 0 
m 


y 


t 


Figura 8.2 


Figura 8.1 
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o definiendo œ, = /k/m, 
Y+ojy=0 (8.3) 
cuya solución general es 
y = A sen œt + B cos œ,t (8.4) 
O bien 
y = Csenlw,t + q) , (8.5) 
en donde 
B 
C = yA? + B? y ap => 


La variable y expresada en la forma (8.4) o en la (8.5) es una función armónica simple del 
tiempo; 1, recibe el nombre de frecuencia circular natural, C se llama amplitud del desplaza- 
miento y Y es el ángulo de fase que mide el adelanto de y respecto a la función de referencia, 
sen (0, t. La función armónica simple es periódica y su período es 7, = 27/%,. El número de 
ciclos de una unidad de tiempo se llama frecuencia, Ja Y es igual a 1/7, = 00,/27 Cuando la 
unidad de tiempo es el segundo, la unidad de frecuencia es el hertz (Hz), o sea 1 Hz = 1 C/s. 

Las constantes A y B en (8.4), o equivalentemente C y € en (8.5), se determinan a partir 
de las condiciones iniciales de posición y velocidad; por tanto, si 


y (0) = yo 
y 

y (0) = vo 
entonces 

B= 
y 

ERO 


Veamos ahora lo que podría parecer un caso enteramente distinto, esto es un cuerpo rígi- 
do obligado a girar alrededor de un eje horizontal fijo (que pasa por O en la Fig. 8.3). Puesto 
que la única libertad cinemática que el cuerpo tiene es la de rotación, un solo ángulo es sufi- 
ciente para describir una configuración del cuerpo. Sea Q este ángulo, descrito como se mues- 


tra en la figura; vemos que cuando 0 = 0 el centro de masa C se encuentra directamente abajo 
del pivote O. 
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Figura 8.4 


El diagrama de cuerpo libre en un instante arbitrario durante el movimiento, en el que 
se ha despreciado la fricción, se muestra en la Fig. 8.4, Sumando momentos alrededor del 


eje de rotación obtenemos. 


—mg d sen 0 = Io (8.6) 


* en donde 1, es el momento de inercia de la masa respecto al eje de rotación. La Ec. (8.6) es 
una ecuación diferencial no lineal porque sen O es una función no lineal de 0 , pero si nos 
limitamos a considerar ángulos muy pequeños para los cuales sen 0 = 0,lla Ec.(8,6) se vuelve 


Ið + (mg d)0 = 0 (8.7) 
Entonces Q es una función armónica simple: l 
0 = A sen œt + B cos œt 
en donde ahora 
«mg d 
Io 


wm? = 
Los dos ejemplos anteriores tienen una característica importante en común: el movimien- 
to cerca de la configuración de equilibrio está regido por una ecuación diferencial lineal ho- 
mogénea de segundo orden con coeficientes constantes, y en cada caso el movimiento es 
armónico simple; un detalle que los diferencia es que en el caso del bloque con.resorte, el cam- 
po gravitacional no tiene otra función que la de establecer la configuración de equilibrio; en 
particular, la frecuencia natural no depende de la intensidad g'del campo. En el segundo caso, 
en donde el -cuerpo se comporta básicamente como un péndulo, el campo gravitacional 
proporciona la “*acción restauradora” y la frecuencia natural es proporcional a yg. 


Ejemplo 8.1 


Obtener la frecuencia natural de las oscilaciones pequeñas alrededor 
de la posición de equilibrio de una esfera uniforme que rueda sobre 
una superficie cilíndrica. 


Solución 
Sea m la masa de la esfera, R el radio de la trayectoria de su centro 


y g la coordenada angular polar que localiza el centro como se mues- 
tra en la Fig. 1. 


Figura 1 
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Entonces se tiene 


ac = —RỌ? êp + RÖ, 


l y la aceleración angular de la esfera es a = — (RÖ. /r)k debido a 
- la condición libre de resbalamiento. introducimos'ahora aç y 
en en las ecuaciones de movimiento: 
S s 
ee IF = mac : (1) 


De acuerdo con el diagrama de'cuerpo libre en la Fig. 2, las ecuacio- 
nes correspondientes a' (1) en las direcciones êg y ê son: 


F — mg send = mRÚ (2) 


= = p2 
Figura 2 N — mg cos 0 = mR0 (3) 


Tomando momentos respecto a C, ténemos 


(4) 


Eliminando la fuerza de fricción F entre las Esc. (2) y (4) obtenemos 
la siguiente ecuación diferencial: 


7 5% 
z mRO + mgsenl = 0 
Para ángulos 0 pequeños, sen 0 = 0, 


7 j 
5 RU + 20 =0 


y entonces 


O bien 


0, = osas f 


Vibración amortiguada 


El movimiento armónico simple en nuestros ejemplos de vibración libre tiene un aspecto que 
entra en conflicto con nuestra experiencia en el mundo real; se refiere a que el movimiento 
calculado persiste sin detenerse jamás. La intuición indica que deberían tenerse oscilaciones 
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' Amortiguador f 


mg + ky 
Figura 8.5 


cada vez más pequeñas y finalmente alcanzarse el reposo. Por supuesto, la explicación reside 
en el hecho de que no hemos incorporado en el modelo analítico ningún mecanismo disipador 
de energia. Para hacerlo asi, volveremos al sistema simple del bloque unido al resorte e intro- 
duciremos un nuevo elemento: un amortiguador viscoso (Fig. 8.5). La tasa de alargamiento 
de este elemento es proporcional a la fuerza aplicada; el factor de proporcionalidad lo llama- 
remos C, de modo que la fuerza es C veces la rasa de alargamiento. 


De acuerdo con el diagrama de cuerpo libre en la Fig. 8.5 y estableciendo la posición de 
equilibrio en y = 0, como lo hicimos antes, se tendrá 


my = mg — [mg + ky) — cy 
O bien 

m+cy+ky=0 (8.8) 
La prenda del término cò en (8.8) tiene un efecto profundo en la solución de la ecuación 


diferencial y, por ende, en la descripción del movimiento. Soluciones para (8.8) pueden en- 
contrarse a partir de 


y = Ae"! (8.9) 


en donde 4 es una constante arbitraria y res un parámetro característico. Sustituyendo (8.9) 
en (8.8) obtenemos 


(mr? + cr + kjAe" = 0 j (8.10) 
que se satisface no trivialmente (o sea, para A 0) con 
m?+cr+k=0 , (8.11) 


Esta ecuación característica tiene dos raices dadas por 


2 
ê c k 
r5 — e aa i 8.12, 
2m (5) m , l l 
Excepto para el caso en que (c/2m} = k/m, las raíces son distintas; si las llamamos riy Pa 
la solución .general de (8.8) es 
y $5 Aer" + Ae"! 


En el caso en que (c/2m)? = k/m, hay sólo una raíz repetida, r = —c/2m, y la sustitu- 
ción directa mostrará que hay una solución para la Ec. (8.8) de la forma re—(2M, de manera 
que la solución general en tal caso es , 


y = Aye cm y A, tg tcl2ma 18.13) 
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Con las condiciones iniciales 


y(0) = yo 


y 10) 


encontramos que 


Yo 


A= 


Como 


y c 
Az = Vo + (E 


I 
£ 


la solución es 


¡Y = eyo + (Yo + 0,Y0]t] (8.14) 


Los desplazamientos dados por (8.14) están graficados en la Fig. 8.6 para diversas condi- 


ciones iniciales (y, positiva pero v, positiva y negativa). Son evidentes dos características del 
movimiento: 


1. y >0 (posición de equilibrio) cuando t > 00. 

2. El movimiento no es oscilatorio; por la posición de equilibrio se pasa solo una vez 
y únicamente cuando la velocidad inicial es lo suficientemente grande y en dirección 
opuesta a la del desplazamiento inicial. 

. 

En el caso que acabamos de estudiar, el amortiguamiento se llama amortiguamiento críti- 
co porque separa dos soluciones matemáticas diferentes: para un amortiguamiento grande las 
raíces de la ecuación característica (8.11) son ambas reales y negativas, y para un amortigua- 
miento pequeño las raíces son complejas conjúgadas. Si denotamos el amortiguamiento críti- 
co con Cag hemos visto que 


Cori = 2 V km : 


(8.15) 


"Y 


Figura 8.6 Movimiento de un sistema con 
amortiguamiento crítico, 
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Consideremos ahora el caso en que C > Cap se dice que el sistema mecánico está so- 
breamortiguado o bien que el amortiguamiento es supercrítico. En este caso las raíces dadas 
por (8.12) son ambas reales y negativas pues (c/2m)? > k/m. Si llamamos esas raíces —a, y 
—Aa,, con 4, > a, > 0, entonces la solución general de la ecuación diferencial del movimiento es 


y =Aje 4 Aye (8.16) 
El movimiento descrito aquí no es distinto cualitativamente del caso con amortiguamiento crí- 
tico. Para un conjunto dado de condiciones iniciales, la Ec. (8.16) da un acercamiento más 
lento a y = 0 que la Ec. (8.13). Esto es, el movimiento sobreamortiguado tiene más “inercia” 
que el movimiento con amortiguamiento crítico, como era de esperar debido al mayor amorti- 
guamiento. 

Finalmente consideraremos el caso en que el sistema se denomina subamortiguado; esto 
es, C < Can Las raices dadas por (8.12) son las complejas conjugadas 


c - Ik eN? 
=— ti |-— |— 
2m m 2m 


en donde i = y — 1. Es posible expresar la solución general de la ecuación diferencial cómo 
y = e “mA, sen œt + A, cos yt) (8.17) 


en donde (0,:= y/k/m — (c/2m),. Una gráfica típica asociada a (8.17) se muestra en la Fig. 8.7. 
Notamos que, como en los casos precedentes, y — 0 cuando / > 00; sin embargo, el movi- 
miento es oscilatorio. Vemos que el movimiento armónico simple obtenido para el modelo 
sin amortiguamiento está dado por (8.17) con c = 0. Más aún, vemos que con un amorti- 
guamiento de poca intensidad (c pequeño) el modelo analítico que no incluye amortiguamien- 
to describe adecuadamente el movimiento durante las primeras oscilaciones. Este es el caso 
(amortiguamiento subcrítico) de la mayor importancia práctica en los estudios de vibraciones. 


Envolvente 


Figura 8.7 Movimiento de un sistema 
subamortiguado. 
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Ejemplo 8.2 


Encontrar la constante c que da el amortiguamiento crítico de la ba- 
rra rígida en movimiento cercano a la posición de equilibrio. Ver el 
diagrama. 


d 
c E (asenð) 


k(ô + Lsen0) 


Solución 


Nos limitaremos a considerar ángulos 0, pequeños, por lo que pode- 
mos ignorar cualquier inclinación del amortiguador o del resorte, o 
sea supondremos que estos permanecen verticales al girar la barra un 
ángulo 0. Si sumamos momentos respecto a A, el, es el momento 
de inercia de masa de la barra respecto al eje de rotación, obtenemos: 


1,0 = mglb cos 0) — Ç T la sen ofe cos 0) — k[9 + L sen 8)(L cos 0) (1) 


en donde d es el alargamiento del resorte en equilibrio. Para valores 
pequeños de 0 (para los que sen 0 = 0, cos Y = 1), linealizamos la 
Ec. (1) y obtenemos i 


LÖ = mgb — ca?ó — kLô — kL?0 
Por supuesto, 0 = 0 es la configuración de equilibrio de modo que 
mgb = kLó 
La ecuación diferencial lineal que rige el movimiento es entonces 
LÖ + ca?Ó + kL?0 = 0 


Asociando los coeficientes de 0, Ê, Ë con los de ),), Y en la Ec. (8.8), 
obtenemos para el amortiguamiento crítico 


Cea? = LRL, 


o bien 


Coi = 25 
crit a? 


` Cualquier valor c menor que Ca ocasionará que las oscilaciones 
adquieran amplitudes decrecientes. 
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Vibración forzada 


Fuerzas externas fluctuantes pueden tener efectos destructivos en los sistemas mecánicos; esta 
es la motivación primaria para estudiar las vibraciones mecánicas. Es común que la carga ex- 
terna sea una función periódica del tiempo, y en tal caso la carga puede expresarse como una 
serie de funciones armónicas simples (serie de Fourier). Consecuentemente es instructivo con- 
siderar el caso en que la carga es armónica simple. Para el sistema masa-resorte-amortiguador 


mostrado en la Fig.8.8, la ecuación diferencial de movimiento es 


mx + cx + kx = P sen œt f (8.18) 


La solución general está compuesta de dos partes: una solución particular (cualquiera que sa- 
tisfaga a la ecuación diferencial) y una llamada solución complementaria (la solución de la 
ecuación diferencial homogénea asociada). Se puede encontrar una solución particular de 
la forma x = X sen ( wt — (). Si sustituimos esta expresión en (8.18) obtenemos 


—mow?X senfwt — p) + coX coslwt — p) + kX senfwt — q) = P sen wt 


ó 
[k — mw?|X|sen wt cos p — sen p cos wt) 


+ cwX|cos wt cos p + sen wt sen p) = P sen wt 


[[k — mw?) cos p + co sen p]X sen wt 


—[[k — mo?) sen p — cw cos p]X cos œt = P sen wt 


Para que esta ecuación se satisfaga en todo instante 


[ik — mw?) cos p + co sen p]X = P (8.19) 
` 
—cw cos p + |k — ma?) sen p = 0 (8.20) 
De (8.20) obtenemos 
tan p = 7 , f (8.21) 
mo i 


de manera que 


cc 


vik — mu?? + (cu)? 


sen p = 


k — mow? 


yk — mw?) + (co)? 


cos p = 


> 
Psenwt 


Figura 8.8 
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Sustituyendo estas expresiones para sen (p y cos y en (8.19), 


_ 212 2 
E k-mo o, lcw J=? ` 
JIk — mu?? + (cœ). Vk — ma?) + [co)? 
de modo que 


P 


Pee l i 18.22) 
yk — mu?" + (cc)? 


Podemos ahora escribir la solución completa de la ecuación diferencial (8.18): 
x = xlt) + X sen(wt — q) (8.23) 


en donde x, es la solución complementaria y es uno de los tres casos enumerados en la sec- 
ción precedente. Esto es, la forma de x, depende de si el sistema es sobreamortiguado, criti- 
camente amortiguado o subamortiguado. Sin embargo, en cada uno de tales casos, el exponente 
negativo ocasiona que la función tienda a cero cuando el tiempo es muy grande. Así para un 
tiempo de gran magnitud, x, tiende a cero y x(t) tiende a la solución particular, Por este 
motivo la solución particular armónica simple se denomina desplazamiento de estado perma- 
nente, ya que representa el comportamiento a largo plazo del sistema, 

Notemos qùe el movimiento de estado permanente es una función armónica simple con 
amplitud x y defasada un ángulo ( respecto a la función de excitación (fuerza). Podemos 
escribir esto en una forma conveniente dividiendo el numerador y el denominador de (8.21) 
y (8.22) entre k, resultando 


tan p = 


cw/k 2 k 
== =zZG en donde w; = — i (8.24) 
l — 070; m 


P/k : 
A A (8.25) 
VIL — 02/02)? + (cw7/k)? : 


Observemos que para la cantidad adimensional cw/k se cumple:. 


cw _ co _ 2c w i 
k mo?  2m0,lo, k 


pero 2m(, = Cerin por lo que si llamamos ¢ a la relación de amortiguamiento (c/c), 


E S penh 8.26 
=X PA (8.26) 
y 

2, [o wp) 

tno =3 aa (8.27) 
il P/k 

ed l (8.28) 


JM 02/07 + [loo] 
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Figura 8.10 


El ángulo de fase y la amplitud adimensional del desplazamiento kX/P están grafica- 
dos contra la relación de frecuencias w/w, en las Figs. (8.9) y (8.10), respectivamente, para 


varios valores de la relación de amortiguamiento *£. Vemos que con amortiguamiento peque- ` 


ño, ocurren grandes amplitudes de los desplazamientos cuando la frecuencia de excitación w es 
cercania a la frecuencia natural (0, , Este fenómeno se llama resonancia y el deseo de evitarla 
ha conducido al desarrollo de métodos para estimar las frecuencias naturales de sistemas me- 
cánicos. Nótese que las curvas de respuesta del.estado permanente son insensibles al amorti- 
guamiento para valores pequeños de este (digamos Ų < 0.1) siempre que no estemos en la 
cercanía de (0/ 0, = 1. Esto es una observación importante, porque con frecuencia en la práctica 
del ingeniero se tienen razones para creer que el amortiguamiento es pequeño pero no se dis- 
pone de información cuantitativa acerca del mismo. 

Terminamos esta sección presentando la fuente común de carga externa armónica sim- 
ple, o sea un desbalance en una parte de una máquina rotatoria. Consideremos que la máqui- 
na consta de dos partes; la primera, de masa m, es un cuerpo rígido restringido a girar alrededor 
de un eje fijo en el segundo cuerpo (de masa mm) que se traslada respecto al marco inercial de 
referencia. Supongamos que el centro de masa del cuerpo rotatorio tiene una excentricidad 
e respecto al eje de rotación, y que el cuerpo gira con velocidad angular constante %. (Fig. 8.11). 
` De acuerdo con el diagrama de cuerpo libre en la Fig. 8.11 tenemos 


2 
—kx — ch = mk + m, q lx + e sen wt) 


= (m, + m,)]k — mew? sen wt 
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kx 


că. 


Figura 8.11 


Si m es la masa total de la máquina, m = m, + m,y 
mx + cx + kx = mew? sen wt 


Entonces la amplitud de la carga “externa” senoidal es mew? y su frecuencia es la velocidad 
angular del elemento rotatorio. 


Ejemplo 8.3 


Una parte de una máquina con peso de 200 lb, tiene un elemento ro- 
tatorio con un desbalance (= m, eg, con g = 386 plg/s?) de 5 Ib«plg, 
y una velocidad de operación de 1200 rpm. Cuatro resortes, cada uno 
con rigidez de 1500 Ib/plg, soportan la máquina cuyo bastidor está 
obligado a trasladarse verticalmente. La relación de amortiguamien- 
to es [ = 0.3. Calcular el desplazamiento de estado permanente del, 
bastidor. 


i Solución 


El módulo efectivo de los resortes es 


k = 4(1500) = 6000 lb7 plg 


por lo que 

6000 

6 f 

ds 200/386 

= 108 rad/s , 

E 1200 (2) 
o = -y a 
= 126 rad/s. 
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| La fuerza externa es: 


, 


g ) 
P = mew? =|-—)[126)? = 206 lb 
i 386 


De la Ec. (8.28) obtenemos la amplitud: 


y P/k 
VIL = 02/07 + (2Lo0/0,)? 


206/6000 
V[1 = (1267108)? + [2/0.3)1126/108]]? 
= 0.0436 plg 


El ángulo de fase ọ está dado por 


20/00, 
1 — w/w} 


 2/0.3)/126/108 
1 — (126/108)2 — 


por lo que p = 2.05 rad (o sea, 117°) 


1.94 


Ejemplo 8.4 


La máquina del Ejemplo 8.3 (peso = 200 lb, desbalance = 5 lb», ve- 
locidad de operación = 1200 rpm) ha de estar soportada por resortes 
con amortiguamiento despreciable. Si la máquina estuviera anclada 
directamente al suelo, la amplitud de la fuerza transmitida al mismo 
sería de 

(m,eJw? = 206 lb Ñ 
¿Cuál debe ser la rigidez del sistema de soporte para que la amplitud 
de la fuerza transmitida al piso sea menor de 20 1b? 


Solución ; 


La fuerza ejercida sobre el suelo se transmite a través de los resortes 
y tiene amplitud kx, donde x es la amplitud del desplazamiento de 
la máquina. Dc la Ec. (8.28) tenemos 


` mew? 


kX 
VIl — 02/07? + [Lw/o,)? 


o con amortiguamiento despreciable ( i.e., £ = 0) 


mew? m,ew? 


VJI = wo l- 0%; 
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Entonces para A ` 


1 kX 
37 = < 
|1 — w0?%/w| mew? ` 206 


= 0.0971 


es claro que 1 — w/w; es negativo. Nótese que sólo cuando 
w/w? > 2 es 


1 


rr < | 
|I! — w0?/0?] 


Debemos entonces investigar la condición para la que 


l 


“Tsaa < —0.0971 


126)? 
w? «ES = 1400 


ya que w = 126 rad/s. Pero 


k = mw? < 200 (1400) = 725 lb/plg° 
" ~ 386 


Entonces para satisfacer las condiciones dadas, la rigidez de los so- 
portes debe ser menor que 725 lb/plg. 

+ Silos únicos resortes disponibles tienen una rigidez mayor, el pro- 
blema puede resolverse incrementando la masa; se podría montar la 
máquina sobre un bloque de concreto, y luego soportar la máquina 
y el bloque sobre resortes. Por ejemplo, si los únicos resortes dispo- 
nibles fueran los del Ejemplo 8.3 para los cuales k = 6000 1b/plg, 
entonces necesitamos que m sea por lo menos igual a 

Y 


4.29 Ib-sec?/ plg 
cuyo peso correspondiente es 


(4.29]/386) = 1660 lb 


Por lo tanto, necesitamos una losa o bloque con peso de . 


1660 — 200 = 1460 lb 


525 


526 Capítulo 8 Temas Especiales/Vibraciones, volumen de control y fuerza central 8.1 Introducción a las vibraciones 


527 


Ejemplo 8.5 


____ Problemas/Sección 8.1 


. gs Uaa U 
Encontrar el desplazamiento x(/) de estado permanente si y(1) = 0.1 
| cos 1201 (en pulgadas), en donde f está en segundos, m = 0.01 
lb-"/plg, k = 100 lb/plg y c = 21b-s/plg. En particular: (a) ¿Cuál 
es la amplitud de x(1)? (b) ¿Cuál es el ángulo con el que x(1) se ade- 
lanta o se atrasa respecto a y(t)? 


8.1 Encuentre la frecuencia de las vibraciones pequeñas de 
la rueda Á cuando esta oscila sobre la superficie cilíndrica 
de la Fig. 8.1. El radio de giro de C con respecto al eje a 
través de C normal al plano de la figura es kç- Verifique el 
resultado del Ej. 8.1 con su respuesta. 


8.7" Es posible determinar experimentalmente el momento 
de inercia de grandes objetos como el del cohete mostrado 
en la Fig. P8.7. Si es girado respecto a z un ángulo pequeño 
y luego se suelta, girará con un período de 2.8 s. Encuentre 
el radio de inercia de giro (o k.c). 


8.2-8.4 Encuentre las ecuaciones de movimiento y los 
periodos de vibración de los sistemas mostrados en las 
Figs. P8.2 a P8.4. En cada caso, desprecie la masa de la ba- 
rra rigida a la cual está unida la bola (particula). 


8.8 Enel problema anterior, cuando el cohete oscila en án- 
gulos pequeños alrededor del eje // mostrado, el periodo que 
se observa es de 8 s. Encuentre el valor de kie 


8.9 Demuestre las aseveraciones (1 2) en la pági- 
8.5 El cilindro en la Fig. P8.5 está en equilibrio en la posi- na “517”. SU aa Sae 


4 ción mostrada. Encuentre la frecuencia natural de la vibra- 
ción libre respecto a esta posición de equilibrio si no hay s 


maia 8.10 Determine la frecuencia de las oscilaciones de peque- 
resbalamiento. - 


ña amplitud del medio cilindro uniforme, cerca de la posi- 
ción de equilibrio, mostrado en la Fig. P8.10. Suponga que 
el cilindro rueda sobre el plano horizontal. 


8.6 Un cilindro uniforme de masa » y radio R está flotan- 
do en agua (Fig. P8.6). El cilindro está unido en su punto 
central superior a un resorte de rigidez o módulo k. Si el 
peso específico del agua es y, encuentre la frecuencia del 
“movimiento oscilante vertical del cilindro. Sugerencia: La 


Solución 


| La ecuación diferencial de movimiento de la masa es 


e O E lex fuerza de flotación dirigida hacia arriba y aplicada en el fondo 
del cilindro es igual al peso del agua desplazada, en cualquier 
o bien | “momento (principio de Arquímedes). 


mi + cx + 2kx = kY cos wt 


en donde Y = 0.1 plg y œ = 120 rad/s. Usando la Ec. (8.18) vemos 
que ky juega el mismo papel que la fuerza oscilante P, de modo que 
la amplitud de estado permanente es 


-. kY Í 
Y (2k — mwu?)? + (cw)? 
100[0.1) 


= 200 — 0.011120)? + [21120]? 
J120 ).01(120)*]? + [21 )) Figura P8.1 


oibien Figura P8.2 


X = 0.0406 plg 


El ángulo de fase es 


p= tan”! Er 
2k — mw? 


atni O 
200 — 0.01(120?) 


` = 76.9° or 1.34 rad (atraso) 


Entonces el movimiento de estado permanente es 


Figura P8.10 


X, = 0.0406 cos[(120t — 1.34) plg. 


Figura P8.5 Figura P8.6 
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8.11 Una partícula de masa /m está unida a una cuerda li- 
gera tensa. La cuerda está sometida a una tensión T sufi- 
cientemente grande para que la'cuerda pueda considerarse 
horizontal para todo propósito práctico cuando el sistema 
está en equilibrio, como se muestra en la Fig. P8.11. Halle 
la frecuencia natural de las pequeñas oscilaciones transver- 
sales de la particula. 


* 8.12 Las masas en la Fig. P8.12 están unidas por una cuerda 
inextensiblé. Halle la frecuencia de las pequeñas oscilacio- 
nes si la masa m es bajada ligeramente y luego soltada. | 


¿E 8.13 El cilindro sólido homogéneo en la Fig. P8.13 pesa 

200 lb y rueda sobre el plano horizontal. Cuando el cilindro 
está en reposo, los resortes están estirados 2 pie cada uno. 
El módulo de cada resorte es de 15 Ib/pie. Al centro de 
masa C se le da una velocidad inicial de 4 pie/s hacia la 
derecha. , 


a. ¿Qué tan lejos hacia la derecha se desplazará C? 

b. ¿Qué tiempo le tomará llegar ahí? 

C. ¿Qué tiempo le tomará alcanzar la mitad de la dis- 
tancia al punto extremo? 


8.14 Un saco de cemento de masa mm cae sobre el centro de 
una viga simplemente apoyada como muestra la Fig. P8.14. 
Suponga que la masa de la viga puede despreciarse, y ésta 
puede tralarse entonces como un simple resorte lineal de 
rigidez k. Calcule la deflexión máxima en el centro de la viga. 


m 
13 i 2/3 . 


| Ez j 
Om MY 
Figura P8.12 
TaN 


Figura P8.13 


8.15 Una partícula /2 de masa mm se mueve sobre un riel ho- 
rizontal rugoso con coeficiente de fricción 4. (Fig. P8.15). 


Está unida a un punto fijo sobre el riel por medio de un ` 


resorte lineal de módulo k. El alargamiento inicial del resor- 
te es de 7 ugm/k. Describa el movimiento subsecuente si 
la partícula parte del reposo. Demuestre que la masa se de- 
tiene definitivamente cuando / = 31//k/m. Sugerencia: 
La ecuación diferencial no tiene la forma de la encontrada en 
el texto; cada vez que la partícula cambia de dirección, tam- 
bién lo hace la fuerza de fricción, por lo que la ecuación 
necesita ser reescrita después de cada detención. 


8.16 Un resorte con módulo de 120 Ib/plg soporta un blo- 
que de 200 lb (Fig. P8.16) El bloque está fijo al resorte, Se 
aplica una fuerza de 400 lb hacia abajo en la parte superior 
del bloque en / = o, cuando éste se encuentra en reposo. 
Calcule la deflexión máxima del resorte. 


* 8.17 Un bloque de 1 lb se tira desde una altura H = 0.1 plg 
(Fig. P8.17). Si k = 2.5 1b/plg, determine el intervalo de tiem- 
po durante el cual los extremos del resorte están en contacto 
con el suelo. 


AA 
Figura P8.14 


A P 
[osuna ) Figura Po: 
c! . 


=> 
==> 


Figura P8.16 


|: = 386 plg/s? 


Figura P8.17 


8.18 Suponga que la barra rígida delgada ¿3 en la Fig. P8.18 
experimenta sólo pequeños ángulos de rotación. Encuentre 
el ángulo de rotación O (r) si la barra está en equilibrio 
antes de / = 0, y en este instante la fuerza constante P co- 
mienza a desplazarse sobre la barra con velocidad también 
constante v. ` 


* 8.19 Con referencia al problema anterior: (a) Calcule el tra- 
bajo hecho por P al recorrer la barra 43; (b) demuestre que 
este trabajo es igual al cambio en energía mecánica (que es 

* la energía cinética de 42 más la energía potencial almacena- 
da en el resorte). 


* 8.20 El tornamesa en la Fig. P8.20 gira en un plano hori- 

zontal con velocidad angular constante œw. La partícula P 

4 (masa = m) se mueve en la ranura sin fricción y está unida 
al resorte (módulo k, longitud natural / ) como se muestra. 


a. Obtenga la ecuación diferencial que describe el mo- 
E vimiento y(/) de la partícula respecto a la ranura, 

b. ¿Para qué extensión del resorte, P no tiene acelera- 
ción respecto a la ranura? 

c. Suponga que el movimiento se inicia con el resorte 
sin estirar y la partícula se encuentra en reposo res- 
pecto a la ranura. Determine el movimiento subse- 
cuente y(t). 


8.21 Obtenga el valor de Cy para el péndulo de la Fig. P8.21. 
Desprecie la masa de la barra rígida a la que está unida la 
partícula de masa m. 1 


Figura P8.18 


Figura P8.20 
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8.22 Si k = 100 lb/plg y la masa de la barra rígida, delga- 
da y uniforme en la Fig. P8.22, es de 0.03 lb-s"/plg. ¿Cuál 
es el valor de la constante crítica de amortiguamiento?. 


8.23 Sik = 100 lb/plg y la masa de la barra rígida, delga- 
da y uniforme en la Fig. P8.23 es de 0.03 lb*s?/plg. ¿Cuál 
es el valor de la constante critica de amortiguamiento? Com- 
párelo con la c del Problema 8.22. Para este amortiguamien- 
to, determine 0 (1) si la barra gira un pequeño ángulo 0% y 
luego se suelta del reposo, Si se quitara el amortiguador, aal j 
„seria el período de vibración libre? 


8.24 Un cañón con peso de 1200 lb dispara una bala de 
100 Ib con una velocidad de 600 pie/s (Fig. P8.24). Inme- 
diatamente entra en contacto con un resorte de rigidez igual 
a 149 Ib/pie y con un amortiguador calibrado para obtener 
un amortiguamiento crítico en el sistema. Suponiendo que 
no hay fricción entre las ruedas y el plano, halle el desplaza- 
miento hacia la pared después de 1/4 de segundo. 


F4 
E b 
Figura P8.21 


5 plg 5 plg 


Figura P8.22 


Figura P8.23 


(8) 


Figura P8.24 
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8.25 Considere las oscilaciones libres de un oscilador con 
amortiguamiento subcrítico. ¿Ocurren periódicamente las res- 
puestas máximas locales? 


8.26 En la Fig. P8.26, encuentre el desplazamiento de es- 
tado permanente x(1) si y(f) = 0.1 sen 1001 (en pulgadas), 
en donde / está en segundos, m = 0.01 Ib-s?/plg, k = 100 
lb/plg y c = 2 lb"s/plg. En particular: 

a. ¿Cuál es la amplitud de x(1)? a 

b. ¿Cuál es el ángulo de defasamiento entre x(1) y y(1)? 


8.27 En la Fig. P8.27 encuentre el desplazamiento de esta- 

do permanente x(t) si y(() = 0.2 sen 901 (en pulgadas), en 

donde £ está en segundos, m = 0.01 lb-s?/plg, k = 50 1b/plg 
«y e = 1 lb:s/plg. En particular: 


a. ¿Cuál es la amplitud de x(1)? 
b. ¿Cuál es el ángulo de defasamiento entre x(1) y y(t)? 


8.28 El carro en la Fig. P8.28 está en reposo antes de 
t = 0; en este instante al extremo derecho del resorte se le 
imparte el movimiento y = ví, donde v es una constan- 
te. Encuentre x(t). 


8.29 El bloque en la Fig. P8.29 está en equilibrio antes de 
la aplicación de la fuerza constante P = 50 lb en 1 = 0. Si 
k = 100 Ib/plg, m = 0.01 lb+s?/plg y el sistema tiene amor- 
tiguamiento subcrítico, encuentre x(t). 


Figura P8.29 : Figura P8.30 


į P y ES 
; k k Figura P8.28 
$ m| m otis lisa 


* 8.30 En la Fig. P8.30 encuentre la respuesta x(() para las 
condiciones iniciales x,(0) = X,(0) = o si 


k = 100 lb/plg 


m = 0.01 lb"s?/plg ' 


c = 1.0 lbs/plg 
`X, = 0.05 plg 


w = 100 rad/s 


* 8.31 Repita el Problema anterior si (a) c = 2.0 lb*s/plg; 
(b) c = 0.5 lb*s/plg. 


8.32 Sobre una mesa cuyas cuatro patas son resortes neu- 
máticos se tiene montado equipo óptico. Si la mesa y el equipo 
pesan juntos 700 lb, ¿cuál debe ser la rigidez de cada resorte 
para que la amplitud del desplazamiento vertical (armónico 
simple, permanente) de la mesa no sea mayor que 5% del 
correspondiente movimiento del piso? La frecuencia forzante 
es de 30 rad/s. Desprecie el amortiguamiento en sus cálculos. 


* 8.33 El bloque de masa /n en la Fig. P8.33 está montada 
en resortes ky en un amortiguador c sobre un piso vibrato- 
rio. Obtenga una expresión para la aceleración de estado per- 
manente del bloque (cuyo movimiento es de traslación 
vertical). Demuestre que la amplitud de la aceleración es 
menor que la del piso, independientemente del valor de c, 
siempre que w > Zo, , en donde w, esla frecuencia de 
las vibraciones libres no amortiguadas del bloque. De- 
muestre además que si (y > /2o, , entonces cuanto me- 
nor sea el amortiguamiento tanto mejor será el aislamiento, 


k k p = Ysenot 


Figura P8.33 


8.2 Leyes de Euler para un volumen de control 531 


8.2 Leyes de Euler para un volumen de control = 


Las leyes de Euler describen la relación entre las fuerzas externas y el movimiento de cualquier 
cuerpo, sea este sólido, líquido o gaseoso. Sin embargo, algunas veces se desea centrar la aten- 
ción en cierta región del espacio (volumen de control), a través del cual el material puede fluir, 
y no en el conjunto fijo de particulas que conforman a un cuerpo. Abundan los ejemplos de 
esta situación, sobre todo en el campo de la mecánica de fluidos, incluido el importante pro- 
blema de describir y analizar el vuelo impulsado por cohetes. Nuestro propósito en esta sec- 
ción es analizar las formas que asumen las leyes de Euler cuando el interé: 
de control más que en un cuerpo. 

Consideramos como evidente lo que podría llamarse “ley de acumulación, producción 
y transporte”, o sea: la tasa de acumulación de algo en una región del espacio es igual a la 
tasa de su producción dentro de la región, más la tasa con la que es transportada hacia 
la región*. Así por ejemplo, la tasa de acumulación de duraznos en una cierta región es igual 
a la tasa de su producción ahí más la tasa neta con la que se transportan hacia esa comarca. 
Esta idea puede aplicarse en mecánica siempre que tratemos con una cantidad cuya medida 
en un cuerpo sea la suma de las medidas para las partículas que constituyen el cuerpo. Enton- 
ces es posible aplicar este principio a la masa, la cantidad de movimiento lineal y angular, 
y a la energía cinética. a 

Supóngase que en un instante una región cerrada V (volumen de control) contiene mate- 
rial (partículas) que constituyen un cuerpo ¿è Sea My la: masa del cuerpo Æ y my la masa 
asociada a V (o sea, la masa de las partículas que se encuentran en V en momento dado). 
Instantáneamente m, = Mp, pero debido a que parte del material de 4? está saliendo de Y 


y otro material está entrando, my % Mp. De acuerdo con el principio de acumulación esta- 
blecido antes. 


s radica en el volumen 


my = ma + (flujo neto de entrada de material a Y) , [8.29] 


pues 1%, representa la tasa de acumulación de masa en V, y tp es la tasa de variación de 
la masa del material instantáneamente dentro de V, representa el monto de producción. Por su- 
puesto, un cuerpo considerado como una colección o conjunto de partículas, tiene masa cons- 
tante; entonces My = 0 y (8.29) se reduce a m, = (flujo de masa que entra a V); esta ecua- 
ción se llama con frecuencia ecuación de continuidad. 


El enunciado correspondiente para la cantidad de movimiento (lineal) L es; 


Üp = Lig + (Flujo neto de cantidad de movimiento que entra a v) (8.30) 


Pero la primera ley de Euler se aplica a un cuerpo (como el B) de manera que EF = Lo, 
en donde £F es la resultante de las fuerzas externas que actúan sobre /í—, o bien, en otras 
palabras, la resultante de las fuerzas externas que actúan sobre el material que se encuentra 
instantáneamente en V.. La Ec. (8.30) es entonces ahora: 


L, = EF + (flujo neto de cantidad de movimiento que entra a V) (8.31) 


Esta ecuación es la forma de la primera ley de Euler para un volumen de control. La intensi- 
dad de flujo de la cantidad de movimiento (en el segundo miembro de la Ec.(8.31)) se calcula 
sumando (0 integrando) la intensidad de flujo de la cantidad de movimiento a través de ele- 
mentos infinitesimales de la frontera de Y, en donde tal intensidad por área unitaria en la 
frontera es el produco de la intensidad de flujo de masa por unidad de área y la velocidad 
instantánea del materia al atravesar la frontera. 


*La formulación matemática de esto se conoce como Teorema del Transporte de Reynolds. 
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Una deducción similar da la forma de la segunda ley de Euler para un volumen de control 
que puede expresarse de la siguiente manera: 


. . (flujo neto de cantidad de movimiento i 
[Holy = ZMo + (8.32) 
`i angular con respecto a O, qué entra a V 


en donde O es un punto fijo en el marco inicial de referencia. 

Es importante ver que en estas deducciones no se ha impuesto ninguna restricción al vo- 
lumen de control, excepto que debe ser una región cerrada en el espacio; puede moverse res- 
pecto al marco de referencia en cualquier forma imaginable y cambiar de forma o volumen 
emplos de dos de las aplicaciones más comunes 


en el tiempo. Terminamos esta sección con ej 
de la Ec.(8.31). 


Ejemplo 8.6 


Un fluido se encuentra en movimiento en un conducto que contiene 
un tramo curvo en el que el área de la sección transversal cambia de 
A, a A). En la entrada 1 la densidad es . , y la velocidad (aproxi- ; 
madamente uniforme en la sección) es vi. En la salida 2 la densidad 

es „Determinar la fuerza resultante ejercida sobre el conducto por AN, 
el fluido. (Ver el diagrama). 


Solución ` 


Sea la velocidad del fluido en la salida v, = v (cos Í+sen 5). 
Entonces para régimen permanente, el flujo volumétrico (o gasto) (vo- 


lumen por unidad de tiempo) en la entrada es igual a flujo volumétrico 
(o gasto) en la salida: 


: A 
PAY, = p,A,v, de modo que E An 
A p242 


Consideramos que el volumen de control es la región limitada P 
por la superficie interior del tramo curvo del conducto y por las sec- AN ws a 
> 
y 


vi 


ciońes de entrada (1) y salida (2) (ver el diagrama). Una consecuencia 
de la condición de flujo volumétrico (o gasto) permanente es que den- pas 
| 


- 


. . ` . . A 
tro del volumen de control, las distribuciones de velocidad y densidad | po a j Pá . 
son independientes del tiempo. Entonces la cantidad de movimiento STE m Diagrama de cuerpo libre del cohete 
total asociada a V es constante, por lo que L En 


dL dL 
T = Pero => = EF + (flujo neto de cantidad 
E de movimiento que entra 
a V). 


Por consiguiente, 


XF 


(flujo neto de cantidad de movimiento que sale de V). 


= p,4,v,(v, cos Vi + v, sen 05) — p,Av,lv, 1) 


o valores cercanos a ella. 
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= p,4,v,(v, cos 01 + vz sen 0) — vw 1) 


PA, s piAı $ 
= p Av, neso n)a ( vseno Ji] 
Pp%1 (eF 1 1 PA, 1 


piAı 7 piAı F 
= p Ayvi cos 0 — 1) + sen J 
pifi (ed PA, 


Si P es la fuerza ejercida sobre el fluido por el tramo curvo, 


EF = P + p,4,1 + p,42[—cos 0i — sen 05) 


` en donde p, y p, son las presiones del fluido en la entrada y en la 


salida, respectivamente. Por lo tanto, 
P = EF — p,Ay1 + p,4)][cos 01 + sen 05) ` 


y la fuerza ejercida sobre el recodo por el fluido es —P, siendo 


A > 
—P = | p,A, — P243 cos 0 + pari(i PA. ua 0)h 
På 


¿(PA 
[1245 sen 0 + nami( 2 


Para ilustrar como se usa la primera ley de Euler en un volumen de 
control para describir el movimiento de un cohete, consideremos que 
un vehículo tal asciende en vuelo rectilíneo vertical. Sea vj la veloci- 
dad de avance o propulsión del cohete (o misil), del cual salen'expul- 
sados productos de combustión con velocidad de eyección —v ,j 
respecto al cohete. Sea M(1) la masa en el tiempo 1 del vehículo con 
su contenido, la intensidad del flujo de masa de los gases de esca- 
pe y p la presión del gas en la tobera eyectora, cuya sección transver- 
sal es A. 


Solución 


La fuerza D en el diagrama de cuerpo libre es la fuerza resistente al 
movimiento, o sea la resultante de (1) todos los esfuerzos cortantes» 
en el aire que actúan sobre la superficie del vehículo y de (2) todas 
las presiones sobre la superficie. Entonces (pA' —D)j es la resultante 
de todas las fuerzas distribuidas en la superficie sobre el volumen de 
control. Los dos términos se han separado para hacer ver que la fuerza 
pA permanece actuando aún después de que el vehículo ha dejado 
atrás la atmósfera. Esto es, p es la presión ejercida por las partículas 
de gas a punto de cruzar el plano* de salida de la boquilla sobre las 
partículas que acaban de atravesar dicho plano, y viceversa. 


*Este término puede despreciarsé si los gases de escape se han expandido hasta alcanzar la presión atmosférica 
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da: 


d M pe r 
gr” [pA — D)j — Mgj — plv — ve) 


cuencias. 


d Fi r s 5 
qe MI) = (PA — DÌ — Mgj — ulv — ve) 
o bien 


dM dv 
dt 


por lo que 


de manera que 


i dv 
Mg TPAD- Mg + m 


8.34 Sean dm;/dt y dmg/dt los respectivos flujos de masa 
entrante y saliente de un sistema. Demuestre que la Ec. (8.31) 
puede expresarse en términos de esas tasas de variación de 
la siguiente manera: 


dm: 
YF = m dv A ( mi e)" a dm,. dm, 


dt dt dt de VT T 


en donde mv = Ly y se supone que todas las partículas que 
entran tienen una velocidad común v; (en un marco inercial) 


y que todas las partículas que salen tienen una velocidad 
común vy. 


8.35 Un líquido de peso específico w sale de un agujero en 
el lado de un tanque en un chorro de sección transversal A. 
Si la velocidad del chorro es v, determine la fuerza ejercida 
sobre el tanque por la estructura que mantiene a ése en equi- 
librio. Nótese que la presión en el chorro será la atmosférica. 


8.36 Una chica apunta una manguera a la espalda de un 
amigo (Fig. P8.36) Si el chorro de agua (peso específico, 62.4 
lb/pie?) tiene un diámetro de plg y una velocidad de 
50 pie/s, estime la fuerza ejercida sobre el “blanco” si: (a) 


Si V es el volumen de control que rodea al vehículo, la Ec.(8-31) 


Ahora debemos aproximar el valor L, por medio de Mvj; se trata de 
una aproximación porque algunos de los productos de la combustión 
dentro del cohete se mueven relativamente al vehículo. En conse- 


v UA — D = ME YY +: 


que es una ecuación de la forma: fuerza = masa x aceleración, en 
donde una de las fuerzas es el empuje o fuerza propulsora uv. 


Problemas!/Sección 8.2 


y __€——— €£É _a——ooOo0o0oo0o0 


está estacionario; (b) corre alejándose del chorro con velo- 
cidad de 10 pie/s. Suponga que el chorro en contacto con 
la espalda del amigo es vertical respecto a él, o sea desprecie 
cualquier rebote del agua. 


Figura P8.36 


8:37 .Un chorro continuo y uniforme de líquido se dirige 
contra una superficie rígida lisa, y se divide como muestra 
la Fig. P8.37. Suponga que cada partícula del Muido se mueve 
en un plano paralelo al de la figura e ignore la fuerza de gra- 
vedad. Omitiendo tal fuerza y la fricción, puede demostrar- 


se que la rapidez de la particula después de la bifurcación 
es aún v, como se muestra. Calcule la fracción del flujo que 
tiene escurre hacia arriba y hacia abajo. Sugerencia: Tome 
en cuenta que ninguna fuerza externa tangente a la superfi- 
cie actúa sobre el liquido. 


A 


Figura P8.37 


8.38 Por la admisión de un motor de reacción penetra aire 
a una tasa q (slug/s o bien kg/s). Si v es la velocidad del aero- 


k plano al volar a través de aire en reposo y u es la velocidad 
de los gases de escape del motor respecto del avión, obtenga 


una expresión para la fuerza (empuje) del fluido sobre el mo- 
tor. Desprecie el hecho de que el flujo mágico de los gases 
de escape es ligeramente mayor que q debido a la adición 
de combustible en el motor. 


8.39 Revise el análisis del problema anterior tomando en 
cuenta ahora la masa de combustible inyectado al motor. Sea 
fa intensidad de flujo de masa del combustible, y suponga 
que éste se inyecta con velocidad cero relativa al alojamien- 
to del motor. E 


8.40 En una cantera las piedras se deslizan hacia una ban- 
da transportadora a una tasa constante k y con una veloci- 
dad v,» relativa al suelo (Fig. P8.40). La banda es 
impulsada por un motor (con torque o par M aplicado al 
tambor o 
cilindro de la derecha) a velocidad constante vg. Encuentre 
la potencia que el motor debe entregar, despreciando la fric- 
ción en los cojinetes del eje y suponiendo que la banda no 
resbala. Sugerencia: Use el volumen de control indicado por 
la línea punteada para calcular la diferencia entre las tensio- 
nes en la banda, despreciando la flexión o colgamiento de 
ésta debido al peso de las piedras. 


Figura P8.40 
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8.41 Se está vaciando arena sobre un carro de masa M se- 
gún una tasa constante q (Fig. P8.41). El carro es halado 
con una fuerza constante P, y la fricción es despreciable. El 
vagón estaba en reposo en / = 0. Determine la aceleración 
del carro en función de P, M, q y t. 


Figura P8.41 


8.42 La presión en el codo a 90° de una tubería de agua 
es de 2 lb/plg? (manométrica). El diámetro interior del tu- 
bo es de 6 plg y el agua fluye con un gasto constante de 1.5 
pie*/s. Encuentre la magnitud de la fuerza ejercida sobre el 
codo por el fluido, El peso especifico del agua es de 62.4 
lb/pie?. * 


8.43 El tramo de transición en la Fig.P8.43 conecta un tu- 
bo de 36 plg de diámetro interior a otro de 24 plg también 
de diámetro interior. El aguá entra en la sección reductora 
con velocidad de 10 pie/s y presión de 5 lb/plg?; sale con 
2 lb/plg?. Encuentre la fuerza ejercida sobre el tramo por 
el flujo continuo del agua. y 


A 


10 pie/s —» > Y) 


_ | _ 


Figura P8.43 


8.44 Si el plano de la Fig. P8.44 es horizoñtal, calcule la 
fuerza y el momento en O que permitirán al cuerpo per- 
manecer en equilibrio cuando la corriente de.agua a cielo des- 
bierto choca contra él continuamente como se muestra en 
la figura. La velocidad de la corriente es de 60 pie/s y su sec- 
ción transversal constante es de 12 plg?; su peso específico 
es de 62.4 Ib/pie?. 


> Figura P8.44 j 
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8.45 Un vagón transportador de carbón pesa 5. ton vacío; 
es empujado bajo una tolva de carga por una fuerza cons- 
tante de 500 Ib. La canaleta, inclinada 60% como se muéstra 
en la Fig. P8.45, entrega 100 lb de carbón por segundo al 
carro a una velocidad de 30 pie/s. Cuando el vagón contie- 
ne 10 ton de carbón, su velocidad es de 10 pie/s hacia la de- 
recha. (a) ¿Cuál es la aceleración en este instante?. Las ruedas 
son ligeras y todas las fuerzas horizontales de fricción pue- 
den considerarse incluidas en la fuerza de 500 lb; (b) ¿cuál 
es la componente horizontal de la fuerza sobre el carro pro- 
veniente del carbón en este instante?. 


Figura P8. 45 


8.46 Una pareja de gangsters escapan en un carro que tie- 
ne una fricción despreciable bajo sus ruedas (Fig.P8.46). El 
usa su ametralladora para propulsar el: vehículo y para de- 
fenderse de sus perseguidores; dispara 500.balas por minu- 
to, las cuales pesan | onza cada una y salen del arma con 
una velocidad relativa al carro de 2500 pie/s. Las balas cons- 
tituyen originalmente el 2% de una. masa. total inicial Mo 
= 20 slug. Si el sistema parte del reposo en / = 0, encuen- 

+ tre: (a) la velocidad máxima del *“auto””; (b) ¿cuánto se 
tardará en alcanzar esta velocidad? 


Figura P8. 46 


8.47 Una caja “negra” con masa inicial my (dela cual 10% 
pertenece a la caja y 90% al propulsante) se suelta del repo- 
so sobre el plano inclinado de la Fig. P8.47. El coeficiente 
de fricción entre la caja y el plano es Tan 


a. Demuestre que si tana > 1», la caja comenzará a 
deslizar hacia abajo sobre el plano. 


b. Suponga ahora que tan a > Hy que un mecanismo 
en la caja es capaz de detectar la velocidad de ésta y de 
emitir partículas hacia atrás (hacia. arriba a lo largo 
del plano) a una tasa constante ko (masa/tiempo) y 
a una velocidad relativa siempre igual a la negativa 
del artefacto. Encuentre la velocidad de la caja en el 
tiempo /, cuando el propulsante se agota. 

c. Demuestre que la caja viaja 5.5 veces. más rápido en 
t = ty que cuando no se hubiese emitido ningún pro- 
pulsante. i 


Figura P8. 47 


8.48 Santa Claus pesa 450 lb y desciende por una chime- 
nea (no muy limpia) de 20 pie de altura (Fig. P8.48). Duran- 


te el descenso gana masa debido al hollín y a las cenizas a 
razón de 3 slug/s. 


a. Determine la velocidad de Santa Claus en función del 
tiempo (desprecie la fricción). 

b. Calcule la velocidad v, y el tiempo t, en que alcan- 
zará el fondo de la chimenea sin masa añadida, y luego 
compare v, con su velocidad con la masa añadida en 
el mismo tiempo t}. 


Figura P8. 48 


8.49 Un cohete pequeño se dispara verticalmente hacia arri- 
ba. Se desprecia la resistencia del aire. Demuestre que para 
que el misil tenga aceleración constante hacia arriba, su ma- 
sa debe variar en el tiempo según la ecuación: 


dm a+g 


de u 


m 


en donde a es la aceleración del cohete y u es la velocidad 
de los gases respecto al cohete. 


8.50 Una cadena, de longitud L y peso w por unidad de lon- 
gitud, se encuentra apilada sobre el piso; un extremo de ella 
es levantado verticalmente por una fuerza variable P con la 
que se logra una velocidad constante v (Fig. P8.50). Encuentre 
P en función de x. Sugerencia: Escoja una frontera del vo- 
lumen de control tal que el material cruce la misma (con 
velocidad despreciable) justámente antes de que actúe sobre 
él el material en movimiento ya dentro del volumen de con- 
trol; o sea que no se transmitan fuerzas a través de la fron- 
tera del volumen citado. La solución será una aproximación 
a la realidad debido a la hipótesis de que los eslabones son 
arbitrariamente pequeños; pero cuantos más eslabones ten- 
gan la velocidad común de los eslabones dentro del volumen, 
tanto mejor será la aproximación. 


Figura P8.50 


8.51 Resuelva la ecuación final del Ejemplo 8.7 para la 
velocidad yj del cohete en función del tiempo en el caso en 
que: 'ı fuerza de presión pA y la resistencia D son despre- 
ciables, la masa inicial del cohete es Mo, y la aceleración de 
la gravedad g, el flujo eyectivo p y la velocidad relativa 
de eyección v, son todos constantes. Inicialmente el cohete 
está en reposo. 


8.52 Repita el problema anterior pero esta vez incluya una 
fuerza resistente igual a — kv, en donde k es una constante 
positiva. 

8.53 Enel Problema 8.51, (a) determine la altura del cohe- 
te en función del tiempo; (b) si la fracción de my que es pro- 
pulsante es f, encuentre la velocidad y la posición del cohete 
cuando se agote todo el material de propulsión. 
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8.54 Gotas de lluvia esféricas formadas por condensación 
se precipitan desde una nube cuando su radio es a; caen li- 
bremente desde el reposo y sus radios crecen debido a la hu- 
medad con una taza uniforme K'respecto al tiempo. Calcule 
la velocidad de una gota en el tiempo / y demuestre que la 
distancia recorrida en ese tiempo es 


gt? (la + ke? 
8 Law+kt 


8.55 Una cadena de longitud L y peso, Y por unidad de 
longitud comienza a caer por un agujero en un techo 
(Fig. P8.55). Observando la sugerencia del Problema 8.50: 


a. Encuentre v(x) si v = o cuando y y [son cero. 

b. Demuestre que la aceleración del extremo de la cade- 
na es la constante g/3. 

c. Demuestre que cuando el último eslabón ha dejado 
el techo, la cadena ha perdido más energía potencial 
que la que ha ganado en energía cinética, siendo la 
diferencia Y L?/6. Explique la causa de esta 
pérdida. 


Figura P8.55 


8.56 La ametralladora en la Fig. P8.56 tiene masa M sin 
considerar las balas, que tienen en conjunto una masa M’. 
Las balas se disparan a razón de ko slug/s con velocidad zo 
relativa al suelo. Si el coeficiente de fricción entre el soporte 
del arma y el piso es 1, encuentre la velocidad de la ame- 
tralladora en el instante en que se dispara la última bala. 


Coeficiente de fricción 
=u 
Figura P8.56 
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Ye 


(m + kt)? + ki = |m + ktJgk 


y que la ecuación de su trayectoria es 


p Figura P8.57 
(m + kt)g 


$ 8.58 Si en el Problema anterior la resistencia del aire es 


—<cr, determine la ecuación de la trayectoria. 


8.59 Desde un cohete que se mueve libremente hacia arri- 
ba en dirección vertical se expulsa material hacia abajo con 
una velocidad relativa constante gT constante 2M/T. Inicial- 
mente el cohete está en reposo y tiene una masa 2M, la 
mitad de la cual será expulsada. Despreciando la resistencia 
del aire y variaciones en la atracción gravitacional, (a) de- 
muestre que la velocidad máxima hacia arriba se alcanza 
cuando la masa del cohete se reduce a M, y determine esta 
velocidad; (b) demuestre que el cohete alcanza la altura 


LgT?[1 — In 2)? 
8.60 Con la misma notación y condiciones que en el ante- 


rior Problema 8.34, demuestre que la Ec. (8,32) puede escri- 
birse de la siguiente Manera: 


P dm, dm 
ZMo = [Ho)y + a lo x v,) — PL x v) 


en donde r; y r, son los vectores de posición para los centros 
de masa de las particulas entrantes y salientes. 


8.61 Una rueda giratoria de fuegos artificiales de radio a, 
que puede girar libremente alrededor de un eje horizon- 


fera, que se encuentra en reposo. La masa total m, + m, 
es descargada por segundo tangencialmente al borde, con ve- 
locidad v relativa a éste. Demuestre quesi Y esel ángulo que 
ha girado la rueda después de / segundos, entonces: 


rr L+ (1 — Ag] 


en donde 
1 mua? Im, + m,Ja? 


8.62 Una rueda de radio a parte del reposo y arroja mate- 
rial a una tasa uniforme desde todos los puntos de su borte 
(Fig. P8.62). La materia sale tangencialmente con velocidad 
relativa v y a una tasa tal que la masa disminuye en el borde 
en /1 unidades por segundo. Demuestre queelángulo Y gi- 
rado por la rueda está dado por 


g = “bo | matt Inq mat A ma?t 
ma? lo lo lo 


en donde 7, es el momento de inercia inicial de la rueda res- 
pecto a su eje, 


rxF=rxma=0 


O, como r = y, 
zirx mv) =0 
J! ) 


Por lo tanto, para una particula sobre la que actúa sólo una fuerza central: 


Y X v = vector constante en J = ho ¿ (8.33) 


r:(rxv=0=r-h, 


y vemos que r es siempre perpendicular a un vector que es constante en J; por consiguiente 
P se mueve en un plano en 3. Si usamos coordenadas polares para describir el movimiento 
de P en este plano, las ecuaciones serán: 


ER, = —Flr] = mli — rò?) (8.34) 
y 
A z sá m d P 
Eh = 0 = mfö + 250] = Y 4 pag) (8.35) 
r dt : 
De la Ec. (8.35) vemos que 
r?Û = constante = ho (8.36) 


en donde hy es la magnitud del vector constante hy de la Ec. (8.33) ya que, expresando r y 
v en coordenadas polares, 


ho = r x v = constante = rê, x (68, + 168, = r?6k 
por lo que 


Ihol = ho = r?ġ = constante l l (8.37) 


Figura 8.12 P 
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A0. 


s1 


Figura 8.14 


Figura 8.13 


La Ec. (8.37) expresa la conservación de la cantidad de movimiento angular de /P; la constan- 
te hy es la magnitud de la cantidad de movimiento angular H, de P dividida entre su masa 
m; llamaremos a hy la cantidad de movimiento angular (en magnitud) específica o por unidad 
de masa. > 

Podemos usar los dos resultados para mostrar que la segunda de las tres leyes de Kepler 
para el movimiento planetario, es válida para cualquier fuerza central. Esta ley dice que el 
radio vector que va del Sol a un planeta describe áreas iguales en intervalos de tiempo iguales. 
En la Fig. 8.13, el incremento de área AA descrito por P entre 0 (en) y O + A0 (ent + An 


está dado aproximadamente por el área del triángulo OBB’ *(Fig. 8.14):. 
AA 23 X base x altura 


i 
2 
= $r|Ar sen ġ) = $|r x Ar| 


Dividiendo entre el incremento de tiempo Af y tomando limites cuando A £—> 0, obtenemos 
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do es válido para rodas las trayectorias de fuerza central, no sólo para las órbitas elípticas 
y no únicamente si la fuerza centra! es la de gravedad. 

Ahora centraremos nuestra atención en la fuerza central más importante: la atracción 
gravitacional. Si G es la constante de gravitación universal, y M y m son las masas de los cuer- 
pos atrayente y atraído,* entonces la fuerza central que actúa sobre m es 


Flr) = r (8.39) 


y la Ec. (8.34) es: 


as ; GMm 
m(F — r0?) = — PE (8.40) 
Cancelando mm y sustituyendo r26 por ho, 
„ hō GM ; 
CES A (8.41) 


Si multiplicamos la Ec. (8.39) por * podemos integrarla: 


iF — hri = —GMr?i . 18.42) 
Integrando se obtiene ' 
Pp r  —-GmMr! 
-—— + hh = ——-4G 
z + to y == FG (8.43) 


Si multiplicamos la Ec. (8.43) por m y reemplazamos liy por r20, vemos que , 


(8.44) 


en donde el lado izquierdo de esta ecuación es la energía total de P , cinética más potencial. 


ho 
li BA AE as =-]|r x v| 
A A E At| 2". 
o bien ` 
e = ho (una constante que es r?ĝ/2) (8.38) 


Vemos que la derivada del área descrita es constante. Por ello un satélite o un planeta 
en órbita elíptica (Fig. 8.15) viaja más rápido en su perigeo que en su apogeo; la misma área 
debe describirse en el mismo intervalo de tiempo*. Enfatizemos nuevamente que este resulta- 

s 


Apogeo A* Perigeo P*— Y 


Figura 8.15 


***Aproximadamente”” porque el área entre el arco y la cuerda se encuentra fuera del triángulo. 

*Usamos perigeo y apogeo en sentido general; técnicamente estos nombres se refieren a los puntos más cercano 
y más alejado, respectivamente, de la Luna y de los satélites artificiales. Para las órbitas de los planetas, los términos 
correctos sòn perihelio y afelio. e 


Reemplazamos entonces C, por E la energía de /2 por masa unitaria y Obtenemos: 


P + hbr? = +2GMr”! + 2E 


(8.45) 


Esta ecuación nos será útil más tarde. Ahora interesa estudiar la trayectoria de la partícula 


P , o sea encontrar r en función de 6. Por la regla de la cadena, 
dr dr dð - dr 
dt dó dt dð 
y como ĝ = ho/r? de la Ec. (8.36), 
dr _ ho dr 
dt `r? de 


* En realidad ambos se atraen mutuamente. La constante GM para el Sol es igual a 4.68 x 10?! 


(8.46) 


pie /5?, 
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Necesitamos la segunda derivada de r en la Ec. (8.41), por lo que aplicamos la regla de la 


ió iA A ` . 
Esta solución para r ( 9 ) es la ecuación de una cónica ; sé puede expresar en forma más 
cadena una vez más: 


familiar después de un breve repaso de las secciones cónicas. Para todo punto sobre una cóni- 


ca, la razón de las distancias de P a un punto fijo (O: el foco) y a una recta fija ( £: la direc- 
š d (he d de triz) es una constante llamada excentricidad de la cónica: 
AT o Ar f 
dt? = É E 7)| dt e= op (8.55) 
2 ho dr E ( 
y h 2ho (dr o 8.47) . 
(9) o + 
= Fa 12 Vado r? d0? Por consiguiente, en términos de los parámetros en la Fig. 8.16: 
hè d?r 2h5/(dr? _hód(1dr A [8.56 
= 3402 p Na r? d0 Vr? de — reos O ey 
rt d0 r q 
Sustituyendo en la Ec. (8.41) obtenemos o, despejando a.r, ` 
eq 
2 = ŘŮ_ 
hô d 14) A cm E l + ecos 0 (8.52) 
r d0 r’ d0 r T La cónica especificada por la Ec. (8.57) es una: 
o bien Hipérbola si le] > ] 
sG dì l E (8.48) Parábola sig = 1 (8.58) 
d0 Nr? de a o 


5 Elipse si —1<e<1 

ió ión di i ocerá 

! igui i i de esta ecuación diferencial se recon 

Con el siguiente cambio de variables, la solución nada aa 
inmediatamente: 


cunferencia) si e = 0. Es una elipse con 
perigeo (punto más próximo a O) en Q = 


0'si0<e< y una elipse con apogeo (punto más 


1 (8.49) lejano a O) en O = O si —I < e < 0; este último tipo se llama elipse subcircular. 
== Volviendo a la solución (8.54) para r( 0 ), es usual seleccionar una de las constantes Ay 
Ë y B, de modo que dr/d0 = 0 cuando 0 = 0 (Fig. 8.16). Esta condición da B, = 0, como 
` Sustituyendo la Ec. (8.49) en la (8.48) junto con se puede demostrar usando el Cálculo. El resultado significa simplemente que estamos mi- 
, diendo 0 desde el perigeo de la cónica, En este momento deberíamos comparar las Ecs. (8.57) 
dr _ dr du _ -1 du $ (8.50) y (8.54) con B, = 0: 
do “dudó uu? do o hô/GM (8.59) 
nnda 1 + [hó/GMJA, cos 0 ` 
d [fz21 0|- ZM ` (8.51) y 
ao" (u7 do hô l eq 
1 A, PA i 
o bien . l + ecos 0 (8.60) 
du } GM (8.52) Por comparación directa de esas dos expresiones para r, vemos que, 
a u= Sa > 
de? ho. eGM 2 i 
ió 52 ta de una porción homogénea (o complementaria) y de una A, = y q = = 
La solución de la Ec. (8.52) cons h3 GM 
porción particular: 
y= Uy + Up 
EA IT A áÁáÁKÁKÁKXA q 
GM 8.53 
= A, cos 0 + B, sen 0 + 37 | l 
1 h2 
Cambiando variables de acuerdo con la Ec. (8.49) obtenemos: 
h3/GM (8.54) > x 
Figura 8.16 


Ta (h3/GMJ[A, cos O + B, sen 0) 
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Es más usual sin embargo expresar la constante A, (así como la excentricidad) en términos 
de la energía E de la órbita. Para hacer esto las Ecs. (8.45) y (8.46) dan 


H3 (dr? hå  2GM k : 
= 15 >= => ZE 
P (5) tp r (8.61) 
` En el punto rp, en donde Y = 0 y dr/d0 = 0, vemos que 
hå  2GM 
2 - TÁ =2E (8.62) 
Yp Ip 


Entonces hy, "p y E no son independientes. Eliminaremos 7p. Multiplicando la Ec. (8.62) por 
rp queda ` 


2Er} + 2GMrp — hô = 0 . : (8.63) 


Aplicando la fórmula cuadrática: 


—2GM + y/4G?M? + 8Ehó 18.64] 
Le == al 
E 4E 
en donde usamos el signo positivo ya que necesitamos la menor raíz para las cónicas cerradas 
(E < 0). El signo positivo también garantiza una fp positiva para cónicas abiertas (E > 0). 
Volviendo a la solución (8.59) se tiene para 0 = 0: 


2 
PE. i [8.65] 
1 + (h3/GMJA, 
Igualando las dos expresiones para ^p dadas por las Ecs. (8.64) y (8.65) podemos despejar Aj. 
Comparando las Ecs. (8.59) y (8.60) vemos que la excentricidad e de la cónica será 
(h/ GM) Aj. Igualando los segundos miembros de las Ecs. (8.64) y (8.65) y resolviendo para 
evaluar esta cantidad, obtenemos 


h3 2Eh? 
4 aes ira (8.66) 


por lo tanto . 
h3/GM e 
2 (8.67) 


r= 
1 + /1 + (2Eh3/G?M?] cos 0 


que expresa r en función de 0,, la constante GM, la energía E y la cantidad de movimiento 
angular por masa unitaria (ímpetu especifico) hp. Obsérvese también que comparando las 
Ecs. (8.59) y (8.60) podemos obtener la distancia q entre el foco O y la directriz £: 


` h? h3/GM 
to eq =q = == (8.68) 
GM J1 + 2Eh3/G*M? 


La primera de las tres Leyes de Kepler para el movimiento planetario establece que los plane- 
tas viajan en órbitas elípticas con el Sol en uno de los focos*. Estas elipses son casi circulos 
para la mayor parte de los planetas; la excentricidad de la Tierra es e = 0.017. Para obtener 


*Las leyes de Kepler, basadas en sus observaciones astronómicas y establecidas en los años 1609 y 1619, fueron 
estudiadas por Newton antes de que éste publicara los Principia, que contienen sus propias leyes del movimiento. 


d P 
| 
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la tercera de las Le: T, VOlV amente a nuestras ecuaciones obtenemos 

t yes de Keple olvemos nuev y 
, ni 

para órbitas elípticas, de la Ec. (8.67) la distancia r cuando 0 = 90 


h3/GM j i 
1+0 (8.69) 


” 


loo = 


Esta distancia el semilado rect 
6 Q, puede usarse para expresar la di i i 
i ; a ist 
pain A*, y la distancia rp entre O y el perigeo P*. (Ver la Fig. 8, G A mescla 
=x y las Ecs. (8.59), (8.60) y (8.69) dan ci 
_ hó/GM 1 £ 
l—e l-=e ` . (8.70) 


7 


y en el perigeo ( Y = 0), 


Ip = A 
a . (8.71) 
La longitud del semieje mayor de la elipse es 
wte l 
— S Isa rE (8.72) 


y la longitud del semieje menor es, por Geometría analítica: 


Nr = 


EF (8.73) 
El área limitada por una elipse es 
Ar = nab = (+ qe OE 
1=- e Ayl-e? 
O bien 
nl? 
Z 


e o | 674) 


stos result. 
Con estos resul ados demostraremos ahora la tercera ley de Kepler. Como dA/dt es 


d 2 7 . 
t a 2 ' 18.75) 


Figura 8.17 
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en donde consideramos A = 0 cuando / = 0, digamos en el perigeo. En una órbita tenemos, 


siendo T el período orbital, 


Ar = area del elipse 
7 hoT 
2 


Como (según las Ecs. (8.69) y (8.72), 


-ho = JGM! = /GMaji — e?) 


obtenemos de la Ec. (8.76): 


/ < pA 
na? A, 


= nayl-e 


por lo que 
2ra?!? 


T = 
"¡GM 


(8.76) 


(8.77) 


(8.78) 


(8.79). 


La Ec. (8.79) expresa la tercera Ley de Kepler: Los cuadrados de los períodos planetarios son 


proporcionales a los cubos de los semiejes mayores de los órbitas. 


8.8 


Ejemplo 


Calcular la longitud del semieje mayor de un satélite terrestre con 
periodo de 90 min. 


Solución 


Podemos resolver este problema con ayuda de la tercera ley de 

Kepler. El peso de una partícula (de masa mm) sobre la superficie 

de la Tierra (de masa M) es tanto mg como GMm?/re?; entonces: 
GMm 


z 
Te 

El producto de las constantes G y M es 

32.2 


GM = gr} = E (3960)? = 95,600 mi? /sec? 


mg = => GM = gr? 


Por lo tanto, 


4n? 
T? = (90 x 60)? = ——a? 
Bo x eo Mad 
a = 4130 mi 
que equivale a 170 mi aproximadamente sobre la superficie de la Tierra 


| 
| 
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Figura 8.18 


Presentaremos otro ejemplo sobre órbitas elípticas, pero primero se necesitan dos ecua- 
ciones que relacionen las velocidades v, y v, en dos puntos cualesquiera P, y P,, con radios 
rı y rz en la órbita. La primera se obtiene de la Ec. (8.37) que establece que 120 = constan- 
te. Como la velocidad v es siempre tangente a la trayectoria, vemos en la Fig. 8.18 que si ġ es 
el ángulo entre r y v, entonces en coordenadas cilíndricas, 


v sen f = (componente transversal de v) = rÔ 


de modo que 


r(r6) = ry sen  = constante - 


o, para dos puntos P, y P, soe la órbita, 


T¡V, sen Q, = r,V, sen pz ` * 3 ; (8.80), 


Nótese que en el apogeo y perigeo, p = 90°. Si P, y P, son esos dos puntos, obtenemos de 
la Ec. (8.80), 


Ia Vi: = Yp-Vp» l 18.81) 


y las dos velocidades son inversamente proporcionales a los radios, siendo v mayor en el peri- 
geo, como ya vimos al estudiar la segunda ley de Kepler. 

La otra ecuación que relaciona v, con v, se obtiene del potencial gravitacional, el que 
según la Ec, (2.27) y el Ejemplo 8.8 es ` 


gm  GMm . 


T r 


Usando el principio de la conservación de la energía entre P, y P,, 
Ti +01 =T, +05 


mví GMm mv  GMm 


2 r; 2 Iz 
2 2 l l 
v3 — ví = 2GM|— — — (8.82) 
Pi Å y 
Si P, representa el perigeo P*, como en la Fig. 8.18, la Ec. (8.80) será entonces 
TV, sen Q 
Y) = yp = 222 (8.83) 
Ip» 
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Se pone un satélite en órbita (o sea, se le orbita con los siguientes 
parámetros de despegue: H = 1000 mi, v, = 17 000 mi/h As 
Ì = 100%. Determinar los radios de apogeo y perigeo de la órbita 


resultante. 


Solución 


n donde sen ġ,= sen 90° = 1. Ahora, si r}, Y, Y Q, son los valores iniciales (en el despegue) 
de nvyd podèiós considerar entonces a esas cantidades como dadas. Sustituyendo la 
Ec 8 83) en la (8.82), obtenemos una ecuación para el radio del perigco, r, ( = Tp.): 


rivi sen? Qı — v? =2GM A = 5) 


p n M | z , emos 
Multiplicando toda la ecuación por —rj./(riv+) y reordenando términos, obten 


cl a — sen? $, = 0 (8.84) 
A rv? SAT l 
i 1áció áti la relación (rp/rı), y que 
e la Ec. (8.84) es una simple ecuación cuadrática en a 
finca parámetro adimensional de la órbita. Ilustraremos ahora el uso de esta importante 


ecuación en un ejemplo, 


` 


Ejemplo 89 


Necesitamos GM en mi?/h?; por tanto 


2GM 


GM = gr? = 32.2(3960)? piemi?/sec? 


1 : 2 
= a x 3600? mi? /hr 
= 32.2(3960)? x 5280 | 


= 124 x 10' mi?/hr? 


Por consiguiente, el parámetro 2GM/(r, v?) en la Ec. (8.84) es entonces 


21124 x 10%) 


rvi 


1 


= [1000 + 3960)17,000? 


= 1.73 i ! 


La Ec. (8.84) resulta 


tr) (-0.78) + 1792) — 0.970 =0 
r Ti 


La fórmula cuadrática da 


(=) —1.73 + /1.737 — 4|—0.73)|— 0.970) 
1,2 


2[—0.73) 


=0.911 y 1.46 


Por lo tanto, 


Tp, = Tp. = 0.91 114960) = 4520 mi 
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La otra raíz corresponde al apogeo. (Como la condición de partida 


sen ġ = 1 es la misma para el apogeo y e] perigeo, ambas respuestas 
se obtienen con la fórmula cuadrática): 


Ip, = r4 = 1.46(4960) = 7240 mi 


Las alturas son: 


Altura del perigeo = 4520 — 3960 = 560 mi 


Altura del apogeo = 7240 — 3960 


Il 


3280 mi 


Para determinar la órbita en el espacio, necesitamos conocer el ángu- 
lo entre el perigeo y el punto de despegue, y también la excentricidad 


de la órbita. Los Problemas 8.81 y 8.82 tratan de Ja obtehción de esas 
dos cantidades dados valores iniciales de r, vy Q. 


~ Probltemas/Sección 8.3 


8.63 Demuestre que un satélite enórbita tiene un período 
T dado por 


2rab, 


> Ty: Va: [Or rp- vp) 


8.64 Demuestre que para un cuerpo en órbita elíptica 
(Fig. P8.64), b = /Ty.Tp.. 


Figura P8.64 


8.65 La última visita del cometa Halley a la Tierra fue 
en 1986. El cometa describe una órbita eliptica alrededor del 
Sol muy alargada, cada 74 a 79 años; el período varía debido 
a perturbaciones en su órbita causadas por los cuatro planetas 
mayores. (Su paso se ha registrado desde el año 240 a.C.) 
¿Cuál es la longitud aproximada del semieje mayor de su 
órbita? (Use 76 años para el período). 


8.66 Encuentre el período máximo de un satélite en órbita 
circular alrededor de la Tierra. ¿En que hipótesis se basa su 


respuesta? 


8.67 Repita el problema anterior si el satélite está en órbita 
alrededor de ta Luna. Suponga que 


1 
£Luna = gETierra 


Flama = 0,27 Fiera 


ÓN 


8.68 Demuestre que para órbitas circulares alrededor de un 
cuerpo atractor de masa M, se tiene que rv? = GM. Luego 
use el radio'promedio de la Tierra, de 93 x 106 mil, y el 
hecho de que su órbita es casi circular, para evaluar la cons- 
tante GMs para el Sol como centro de atracción (sistema 
heliocéntrico). k 


8.69 El primer satélite artificial de la Tierra fué el soviéti- 
co Sputnik I. Su período orbital era de 96.2 min. Encuentre 
la longitud de su semieje mayor. Si la excentricidad inicial 
era de 0.0517, calcule cuáles eran sus distancias máximas y 
minimas a la Tierra. 


8.70 Demuestre que si un satélite se encuentra en órbita 
circular de radio r alrededor de un planeta de masa M, la 
velocidad que debe tener para escapar a la atracción gravi- 
tacional del planeta, está dada por 


Encuentre en cuanto debe incrementarse la velocidad orbital 
para alcanzar la velocidad de escape 


2GM 
r 


Vescape = 


8.71 Demuestre que si la velocidad de partida en el Ejem- 
plo 8.9 es de 15 000 mi/h, el satélite no entrará en órbita. 


8.72 Usando la Ec. (8.54), demuestre que B, = 0 se infiere 
de la condición dr/d 0 = 0 cuando 0 = 0. 


1 


8.73 Demuestre que la Ec. (8.66) se obtiene de las (8.64) 
y (8.65). 


8.74 Encuentre la forma de la fuerza central F(r) para la 
cual todas las órbitas circulares de una particula alrededor 
de un centro de atracción tienen el mismo impetu angular 
(y se describen en ellas áreas iguales en tiempos iguales). 


550 Capítulo 8 Temas Especiales/Vibraciones, volumen de control y fuerza central 


8.75 Demuestre que en términos del radio rpe y la véloci- 
dad vp» en el perigeo, la energía y excentricidad de la órbita 
pueden expresarse como 


a Erp Tp Vi 1 
GM  2GM 
y 
i ptk 
e= =1 
GM 


8.76 Use las Ecs. (8.81) y (8.82) para demostrar que las ve- 
locidades en el apogeo y en el perigeo, en términos de las 
radios conocidos r4» Y Fp+ SON: 


2GMrp- 
Ty lt: + Tp») 


A o 
Pf Tplra + rpl 


* 8.77 Uh cohete se encuentra en una órbita circular estacio- 
naria a 200 mil de altura sobre un planeta. ¿Qué incremento 
a la velocidad en el punto P resultará en la nueva órbita elip- 
tica mostrada en la Fig. P8.77? Sugerencia: Use los resulta- 
dos del Problema 8.75. 


v = 


Figura P8.77 


* 8.78 Un satélite se encuentra en una órbita circular de ra- 
dio R}. (Fig. P8.78). Encuentre el incremento (negativo) de 
velocidad que llevará al satélite a la posición A, con radio 
R> (< Ry), a 180° de la posición original. Luego encuentre 
el segundo incremento negativo de velocidad, esta vez apli- 
cado en A, que pondrá al satélite en una órbita circular de 
radio R,. Sugerencia: Use el Problema 8.76. ` 


8.79 Un satélite tiene r4- = 8000 mi y rpe = 5000 mi. Si 
fue lanzado con una velocidad de 15 000 mi/h, ¿cuál fué 
su radio en el lanzamiento? ¿Cuál fue el ángulo Q entre r 
y v durante el lanzamiento? Sugerencia: Use el Problema 8.76. 


Figura P8.78 
8.80 ¿Cuál es el período del Satélite en el Problema anterior? 
* 8,81 Demuestre que si los parámetros de lanzamiento, ri, 


vı y $, son.conocidos, entonces el ángulo () desde el peri- 
geo hasta el punto de lanzamiento de un satélite en órbita 


está dado por 
rv? rv? 
tan 0 = Tu” Qı cos o [ii bi -1 


* 8.82 Demuestre que si los parámetros de lanzamiento r}, 
v y hı son conocidos, entonces la excentricidad de la cóni- 


ca resultante es: 


Hvi Pa 2 
e= eri sen? q, + cos? Q; 


* 8.83 Un gran meteorito se acerca a la Tierra (Fig. P8.83). 


*8.85 E i 
ù ns 
cuentre el incremento en energía cinética necesario 
para mover un satélite del radio R al nR(siendo n > 1) en 
órbitas circulares. Sugerencias: Use el Problema 8.76 


* 
egs Una partícula de masa m se mueve en el plano x 
bajo la influencia de una fuerza central de atracción que a 
proporcional a su distancia desde el origen [F(+] = en Se 
tienen las mismas condiciones iniciales que en el Probl 
ma 8.84. Encuentre los valores máximo y minimo d S 
el movimiento resultante. id 


¿Verdadero o falso? 
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8.87 Un satélite ti 

: lene apogeo y perigeo a 1 
pectivamente, por encima de la su; ag 
el periodo del satélite. 


9 y 180 mi, res- 
perficie de la Tierra. Calcule 


8.88 ; 
En el problema anterior encuentre las velocidades del 


Satélite en el peri pogeo. Suger 
geo y en el apo i 
al TE geo. Sugerencia: Use el 


Cuestionario de Repaso Capítulo 8 
A 


1. Las frecuenci i ió imi 
ncias de vibración del movimiento periódico están asociadas sólo a am 


plitudes pequeñas. 


2. Las frec i i ió , 
uencias naturales de vibración están asociadas sólo al movimiento "de 


traslación. 


3. Las frecuencias naturales de vibración de cuer 
tienen que depender de g. 


4. Las vibraciones libres siempre decrecen en el tiempo debido al “ 


en el mundo real”. 


pos en un campo gravitacional no 
` 


amortiguamiento 


Las mediciones indican que en un cierto tiempo tiene una 5 H , 
velocidad de 8000 mi/h, en un radio de 100,000 mi, ¿Entra- = Lay tres tipos de vibraciones amortiguadas, y el caso subcrítico tiene l j 
rá en órbita? Si lo hace, ¿con qué periodo? Si no, ¿cuál es portancia práctica, e la mayor im- 
la velocidad máxima v que le habría permitido entrar en ór- 
bita? Sugerencia; Use el resultado del problema anterior. 6. En vibraciones forzadas, la porción de régimen , 
| desvanece gradualme P permanente de la respuesta 

pen SN EN 4 nte deb i : ¿ se 

8.84 Clasifique las distintas órbitas según los valores del ido al amortiguamiento inherente al sistema físico 
7. 


parámetro adicional GM/(tyvo) para un satélite lanzado en 
las condiciones de la Fig. P8.84. 


=———— 


Figura P8.83 


A Vo 


Figura P8.84 
Io 


En gene i 

-a ca la tasa de acumulación de cantidad de movimiento dentro de 1 

Tann s espacio es igual a la tasa con que es transportado a esa región ii 
i r las leyes de Euler en su forma del volumen de control éste: l 


8. debe estar fijo en el marco inercial de diferencia; 
9. 


puede cambiar en forma o volumen con el tiempo; 
; 


10. debe ser una región cerrada del espacio. 


11. En un idi i 
i problema unidimensional de v 
olumen de control, la pri : 
. mera 
se puede formular en general de la siguiente manera: d iii 


IF = T (mvc) = mv. + mvc 
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12. La ley de acumulación, producción y transporte se aplica únicamente a cantidades 
escalares. 


13. Una fuerza central depende sólo de la distancia r entre las partículas atrayentes y 
atraídas. 


14. Existen otras fuerzas centrales además de la gravedad. 


Apéndi 
15. En todo problema de fuerza central la cantidad de movimiento angular respecto : 
al punto de atracción O es una constante. 


16. Las tres leyes de Kepler se aplican a los movimientos de una partícula bajo la 
influencia de cualquier tipo de fuerza central. 


17. Todos los problemas de fuerza central conducen a trayectorias que son curvas 
cónicas, 
Apéndice A Unidades de medida. 
Apéndice B Ejemplos de análisis numérico 
—Método de Newton-Ráphson: 
Apéndice C Momentos de inercia de masas. 


18. En un problema de fuerza central gravitacional, el tipo de cónica está determinado 
por la excentricidad. 


Respuestas: 1 F; 2 F; 3 V; 4 V; 5 V; 6 F; 7 F; 8 F; 9 V; 10 V; 11 F; 12 F; 13 V; 14 V; 15 V; 16 F; 17 F; 18 V. 
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Unidades de medida 


El valor numérico asignado a una cantidad física expresa la relación entre esa cantidad y una 
cantidad de referencia llamada unidad de medida. Existe actualmente un conjunto internacio- 
nal de normas metrológicas llamado Sistema Internacional de Unidades, (simbolizado por SI) 
descendiente del sistema métrico mks (metro-kilogramo-segundo). En el sistema SI, la unidad 
de tiempo es el segundo (s), la unidad de longitud es el metro (m) y la unidad de masa es el 
kilogramo (kg). Estas unidades independientes (o básicas) se definen en función de entidades 
o fenómenos físicos. El segundo se define en función del periodo de una radiación estudiada 
en física atómica; el metro se definía* en función de la longitud de onda de una radiación 
diferente; el kilogramo se establece cómo la masa de un cierto cuerpo patrón conservado en 
Francia, Cualquier.otra unidad SI que se necesite se derivará de esas tres unidades básicas. 
Por ejemplo, la unidad de fuerza, el newton (N), es como veremos, una unidad derivada en 
el sistema SI. s y 

Hasta hace poco casi todos los ingenieros en Estados Unidos usaban el sistema (llamado 
gravitacional inglés o sistema US) en el que las unidades básicas son el segundo para el tiem- 
po, el pie para la longitud* y la libra para la fuerza. La libra es el' peso en un lugar específico 
de un cierto cuerpo conservado en Estados Unidos. En este sistema la unidad de masa, el slug, 
es una entidad derivada. Es fuente de confusiones que a veces se usa la unidad de masa llama- 
da también “libra” (la masa cuyo peso es una libra de fuerza en condiciones gravitacionales 
estándares); asimismo, en Europa y América Latina, el término kilogramnio solía usarse como 
el de la unidad de fuerza . En Estados Unidos los compradores en los supermercados están 
expuestos a esta confusión porque los artículos están marcados por peso (mejor dicho, por 
masa) tanto en libras como'en kilogramos. En este texto, sin excepción, la libra es una unidad 
de fuerza y el kilogramo es una unidad de masa. 

Estados Unidos se encuentra actualmente en el penoso proceso de cambiar gradualmente 
al sistema métrico de unidades después de haber usado por más de 200 años el sistema inglés 
O británico. Los nuevos ingenieros que coménzarán a practicar su profesión en la década de 
los 90 se enfrentarán a ambos sistemas, por lo que es crucial para ellos dominarlos (incluido 
el pensar en términos de las unidades de ambos) y ser capaces de convertir las unidades de 


. 
* (N. del R.) Su definición más reciente se basa en la velocidad de la luz: Distancia recorrida por la luz en el 
vacio durante un intervalo de tiempo igual a la fracción 1/299 792 458 de segundo. La fracción es aproximadamente 
3.3 x 107” s. Este apéndice se actualiza y aclara con las consideraciones de la U.S. Metric Association (USMA) y las 
normas del Bureau International des Poids et Mesures (BIPM). 
* Algunas veces, particularmente en el campo de las vibraciones mecánicas, se usa la pulgada como unidad de 
longitud; en ese caso la unidad de masa es l lb + */plg, que equivale a 12 slug. ! 
(N. del R.) Véase la conversión a unidades eravitacionales en el reverso de la cubierta. d 
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un sistema al otro. Las unidades mencionadas aq 


sistemas SI y US. 


Unidad US 


libra (1b) 
slug 
pie (pie) 


Tabla A.1 
x¡-z>_AÁAAAAáá——__— 
Cantidad Unidad SI 

fuerza newton (N) 

masa kilogramo (kg) 

longitud metro, 

tiempo segundo 


i US. Desig- 
i Ó iva el newton en el SI y el slug en el sistema 
naremos ahora cómo se deriva el en e rd 
po dimensiones de las cuatro unidades fundamentales de la siguiente manera ( 
nare dii » u 
za), M (masa), L (longitud) y T (tiempo). De la primera 0 Som a e 
en el Capítulo 2), F = ma, observamos que las cuatro uni e 


nadas por la fórmula, 


ML 


F = F7 


i i ásicas y deri- 
implica, por supuesto, que podemos seleccionar tres de las unidades como bá: ay == 
pas a Dos maneras en que se ha hecho lo anterior originaron los sistemas g 
var la $ S 1 A 
nales y los sistemas absolutos. La primera clasificaci 


al SI (ver la Tabla A.2). 


Tabla A.2 
Sistema gravitacional 


Las unidades básicas son las de fuerza, 
longitud y tiempo; la de masa es 
derivada: 


Este sistema ha sido el tradicional 

entre los ingenieros. f 

En el sistema US de unidades, li- 

bra, el pie y el segundo son básicas; la 

unidad de masa, el slug, es derivada: 
lb + s?* 


1 slug = 1 a 


1 slug puede entonces expresarse como 


la masa que es acelerada 1 pie/s? al 
actuar sobre ella una fuerza de 1 lb. 


Por consiguiente, 


Similarmente, en unidades SI el peso de un o 


9.81 M newtons. 


157 y NE 


segundo (s) 


Sistema absoluto 

Pas unidades básicas son las de masa, 
longitud y tiempo; la de fuerza es 
derivada: 


T? 


Este sistema ha sido el tradicional en- 
tre los fisicos; 

En el Sistema Internacional de 
Unidades (SI), el kilogramo, el metro 
y el segundo son básicas; la unidad de 
fuerza, el newton, es derivada: 


kg - m 
1 newton = p56- m 


s? 


El newton puede entonces expresarse 

2 
como la fuerza que acelera 1 m/s4 a 
una masa de 1 kg. 


j i W/32.2 slugs. 
i objeto que pesa W lb es igual a 
A ca con masa igual a M kilogramos es de 


ul están resumidas en la Tabla A.1 para los 


ovimiento (discutida en detalle 


ón corresponde al sistema US, y la segunda 
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En el SI la unidad de momento de fuerza es el newton-metro (N » m); en el-sistema US 
es la libra-pie (lb + pie). El trabajo y la energía tienen esta misma dimensión; la unidad en el 
US es el pie - lb y en el SI es el joule (J), que equivale dimensionalmente al newton-metro. En 
el SI la unidad de potencia se llama watt (W) y es igual a un joule por segundo (J/s); en el 
sistema US es el pie - Ib/s. La unidad de presión o esfuerzo en el SI se denomina pascal (Pa) 
y es igual a 1 N/m?; en el sistema US es la libra por pie cuadrado (Ib/pie?), aunque con fre- 
cuencia se usa la pulgada como unidad de longitud y entonces la unidad de presión corresponde 
a la libra por pulgada cuadrada (1b/plg?) (o psi). En ambos sistemas, la unidad de frecuencia 
es el hertz (Hz) que equivale a un ciclo 


a por segundo. Otras unidades de interés en la dinámica 
se incluyen en la Tabla A.3. i 


Tablá A.3 
` Cantidad Unidad SI Unidad US 
A 
Velocidad m/s pie/s 
Velocidad angular rad/s rad/s 
Aceleración m/s? pie/s? 
Aceleración angular . rad/s? rad/s? 
Densidad kg/m? slug/pie? 
Peso específico N/m3T lb/pie? 
Momento de inercia de masa kg © m? 


slug - pie? 
slug + pie/s 
slug » pie?/s 
N + s(= kg - m/s) bes 

N + m + s(= kg + m/s) lb + pie + s 


Cantidad de movimiento kg- m/s 
Cantidad de movimiento angular kg © m?/s 
Impulso 

Impulso angular 


En el sistema SI existen prefijos para indicar multiplicación por potencias de 10. Por 
ejemplo, kilo (k) se usa para indicar multiplicación por 1000 o 107; así, 5 KN (kilonewtons) 
representa 6 x 10° N. En la Tabla A.4 se muestran otros prefijos d 


e uso frecuente en inge- 
niería. 

Tabla A.4 

c ExrL oc. o 

tera T 1012 centi c 10? 

giga G 10? mili m 107 

mega M 106 micro 106 1 

kilo k 103 nano n 10? 

` hecto h 10? pico p 102 
deca da 10' fento f 10" 
deci d 10 ato a 10-18 


i O 


Repetimos que en un futuro inmediato, los ingenieros estadounidenses encontrarán de valor 
conocer bien los dos sistemas, el US y el SI; por este motivo se aplican ambos conjuntos de 
unidades en los ejemplos y problemas de todo el libro. 

Se verá ahora el problema de convertir unidades. La conversión de unidades se logra rá- 
pida y eficientemente multiplicando por fracciones equivalentes hasta que aparezcan las uni- 
dades deseadas. Supongamos que se desea saber a cuántos newtons-imetro (N + m) de momento 
equivale 1 lb + pie. Como 1 m tiene 3.281 pie y 1.Ib tiene 4.448 N. 


: Lm  \/4.448N 
1 lb + pie = 1 lb- pi ; = 1.356N + 
pie pie (a se) l pie ) S5S6N«m 
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Nótese que si la unidad no deseada (la lb. en este caso) no se cancela, el factor de conversión 


estará invertido. 
Como segundo ejemplo, encontremos cuántos slugs de masa hay en un kilogramo: 


ii ARE llb \, 
€" (F448 


14.59 kg. En la Tabla A.5* se da un conjunto de factores de 


Recíprocamente, 1 slug = 


Im Y_ 1 Ib-sec? 
3.281 ft) 14.59 


conversión para pasar del SI 'al US, y viceversa. 


Tabla A5 ` 


ft 


= 0.06852 slug 


A S == 


Para convertir de US 


a Sl 


Multiplicar por 


Recíproco (para 
pasar de Si a US) n 


A IA4<4AéH MMS 


Longitud, área, volumen 


pie (pie) metro (m) 0.30480 3.2808 
pulgada (plg) m 0.025400 39.370 
milla (mi) m 1609.3 6.2137 x 10* 
pie? (pie?) metro? (m?) 0.092903 10.764 
pulgada? (ple?) m? 6.4516 x 10% 1550.0 

pie? (pie?) y metro? (m?) 0.028317 35.315 
pulgada? (plg*) m? 1.6387 x 105 61024 
Velocidad 

pie/segundo (pie/s) metro/segundo (m/s) 0.30480 3.2808 
pie/minuto (pie/min) m/s 0.0050800 196.85 

nudo (milla náutica/h) ` 

(nmi/h) m/s 0.51444 1.9438 
milla/h (mi/h) m/s 0.44704 2.2369 

kilómetro/hora 
milla/h (mi/h) (km/h) 1.6093 0.62137 
Aceleración 
metro/segundo? 

pie/segundo? (pie/s?) (m/s?) -0.30480 3.2808 
plg/segundo? (pie/s? m/s? 0.025400 ' 39.370 

Masa 

libra masa (lbm) kilogramo (kg) 0.45359 | 2.20462 ji 
slug (Ib + s?/pie) kg 14.594 0.068522 
Densidad 

libra masa/pulgada? 

(Ilbm/plg?) kg/m? 2.7680 x 10% 3.6127 x 10° 
libra masa/pie* (lbm/pie?) kg/m? 16.018 0.062428 
slug/pie? (slug/pie? kg/m? 515.38 0.0019403 


(Continua) 


A zz. 


* Redondeado a los cinco dígitos citados. Nótese, 


(número de pies) x 
i 1 fg 


0.30480 =) A ] 
202” | = número de metros. 


por ejemplo, que 1 pie = 0.30480 m, de modo que: 


Tabla A.5 (Continuación) 


Para convertir de US 
Fuerza ` 

libra (Ib) o 

libra fuerza (lbf) 
Momento de fuerza 


libra-pie (Ib + pie) 


Energía, trabajo 


pie-libra (pie + Ib) 


Potencia 
pie-libra/minuto 

(pie + Ib/min) 

caballo (hp) 

Esfuerzo, presión 
libra/pulgada? (Ib/plg?) 
(psi) 


libra/pie? (Ib/pie*) 


ES 
li 


M fe i 
omento de inercia 
de masa 


slug-pie® (slug + pie?) 


Cantidad de movimiento 
(lineal) 

slug-pie/segundo 

(slug - pie/s) 


Impulso (lineal) 


libra-segundo (Ib - s) 
Cantidad de movimiento 
angular 
slug-pie*/segundo 

(slug + pie?/s) 

Impulso angular 


libra-pie-segundo 
(lb + pie + s) 


Apéndice A Unidades de medida 


Recíproco (para 


a SI Multiplicar por ` pasar de Si a US) 
newton (N) 4.4482 0.22481 
newton-metro (N - m) 1.3558 0.73757 
joule (J) 1.3558 0.73757 

` 
e (W) 0.022597 44.254 
, 745.70 0.0013410 
newton/metro? 
(N/m?) (Pa) 6894 
` .8 h j 
newton/metro? dali 
! 2 
(N/m?) (Pa) 47.880 0.020886 
sani 
kg -m 1.3558 0.73756 
kg - m/s 4.4482 0.22481 
newton-segundo ' 
(N » s) 4.4482 0.22481 
kg + m?/s 1.3558 0.73756 
Nnewton-metro-segundo 
(N - m + s) 1.3558 0.73756 
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Apé E 
Adviértase que las unidades de tiempo (segundo, s), velocidad angular (rad/s, o bien 1/s) Péndice A Unidades de medida 561 


y aceleración angular (rad/s?, o bien 1/s?) son las mismas en los dos sistemas. Con cinco di- A.7 La ecuación para la distancia r, del centro de la Tierra . 
gitos, la aceleración de la gravedad al nivel del mar es de 32.174 pie/s? en el sistema US y a la órbita de un satélite geosincrónico es a. Demuestre que la ecuación es dimensionalmente 
de 9.8067 m/s en el SI. i correcta. 

© Se recuerda al lector que debe tenerse mucho cuidado con los cálculos numéricos que im- 
plican unidades diferentes. Por ejemplo, si dos longitudes van a sumarse, siendo una de 2 pie r, == radio de la Tierra) 
y la otra de 6 plg, la simple suma de esas dos cantidades, 2 + 6 = 8, no proporciona por AS La constante dela sravitacia . 
supuesto una medida de la longitud deseada. Es cierto también que no podemos sumar o igua- x 101 N > m?/kg?. O universal es G = 6.67 
lar las medidas numéricas de diferentes tipos de entidades; asi, no tiene sentido pretender su- sistema US lb - pie? AE e G en las unidades del 
mar una masa a una longitud, ya que estas cantidades tienen dimensiones diferentes. Di- 
mensión es el nombre asignado al carácter de la medida estándar implicada en vez de a la 
selección de una medida estándar particular (unidad). En ciencia y en ingeniería tratamos de 
desarrollar ecuaciones que expresen las relaciones entre varias entidades de un fenómeno fisi- 
co. Expresamos tales ecuaciones en forma simbólica, de modo que son válidas independiente- < 
mente de la selección del sistema de unidades, pero, sin embargo, deben ser dimensionalmente 
consistentes. Por ejemplo, en la siguiente ecuación podemos verificar que las unidades en el 
primer miembro concuerdan con las del segundo; r es una distancia radial, P es una fuerza 
y los puntos denotan de derivadas respecto al tiempo: 


MS pd dl b. Use la ecuaci A 
gr = rw [w = rapidez angular de la Tierra; ción para evaluar la razón del radio de la 


órbita al radio de la Tierra. 


P — mgcos 0 = m|? — 10?) 


— 


Las dimensiones de. . . . . SOn 
Pp. F 
L , i 
mg cos 0 M T (1 =F . E f 
A L 
mi Mz =F 


A 1\ 
—mrb? (7) =F 
o. T 


Por consiguiente, las unidades de cada término-en la ecuación son las de fuerza. Si tal verifica- 
ción se hace antes de sustituir valores numéricos, se puede ahorrar mucho tiempo en caso de 
haber cometido un error. A f 


a. Problemas] Apéndice A —— nna T 


A.1 Determine las unidades de la constante de la gravita- mar. Encuentre la relación entre (a) 1 lbm y 1 slug; (b) 1 Ibm 
ción universal G definida por y 1 kg. | 
Í 
Z GMm A.5 La cantidad de movimiento de un cuerpo es el produc- 1 
© pP i to de su masa » y la velocidad vo de su centro de masa. Un i ' 
joven tira una pelota de 8 onzas al aire con una rapidez ini- 
en (a) el SI y (b) en el sistema US cial de 20 mi/h. Calcule la magnitud de la cantidad de mo- 


vimiento de la pelota en (a) slug + pie/s; (b) en kg - m/s. 


A.2 Calcule el peso en libras de 1 kg de masa. 
A.6 ¿Es correcta dimensionalmente la siguiente ecuación? 


A.3 Calcule el peso en newtons de 1 slug de masa. 


A 


A.4 Una libra masa (lbm) es la masa de una substancia 
sobre la que actúa 1 lb de fuerza gravitacional al nivel del 


5 2 
mv 
f Fv dt = 3 + ma {v = velocidad; 
id a = aceleración) 


Ejemplos de análisis 
numérico — Método de 
Newton-Raphson 


Hay algunos sitios en este libro en los que surgen ecuaciones cuyas soluciones no se encuen- 
tran fácilmente por medio del álgebra elemental; se trata de polinomios de grado superior al 
segundo, o bien de ecuaciones trascendentes. En este apéndice explicamos brevemente la idea 
fundamental en que se basa el método numérico de Newton-Raphson para resolver tales ecua- 
ciones. Aplicaremos primero el método para encontrar una de las raíces de la ecuación cúbica 
que aparece en el Capítulo 7. 

Para resolver la ecuación cúbica del Ejemplo 7.5, 


FJI) = — 39? + 489? — 6339 + 1342 = 0 


podríamos, alternativamente, usar el algoritmo de Newton-Raphson. Con este procedimiento 
se encuentra una raíz de la ecuación (Y )= 0 (no tiene que ser una ecuación polinomial) 
usando la pendiente de la curva, El algoritmo, que puede encontrarse en forma más detallada 
en cualquier libro sobre análisis numérico, consiste en lo siguiente. Si J,es una estimación 
inicial de una raíz 3,, entonces una mejor aproximación es 


Flia) 


A = Haca 


A.) 


Las Figuras B.1 y B.2 indican qué es lo que sucede. La cantidad HIFI) ocasiona un 
retroceso en la aproximación de 9,, en nuestro caso del valor inicial 3 al valor mejorado Ai 


3 f3) —152 j 
"TYPT? T Ta 


= 3 — 0.408602150 
= 2.591397850 


en donde 


FII) = —39? + 963 — 633 


563 


564 


Apéndice B 
FA 
Esta distancia es 
1342 Ho) | Fla) da 


` Raíz real 
J, que se busca 
j Raíz real ı 


J que se 
busca 
9 
152 
Figura B.1 Figura B.2 
de modo que /'(3) = —372. Repitiendo el algoritmo, obtenemos 
Hd 
I= rr 
' j i = MI 
6.579491260 
= 2.591397850 — 


— 404.3718348 
= 2.591397850 + 0.016270894 
= 2.607668744 


Repitiendo una vez más, 


A.) 


Mi A 7 FO, 


0.010645000 


2.607668744 — 103.0636094 


2.607668744 + 0.000026410 


2.607.695154 


Este algoritmo puede programarse fácilmente en una computadora. Después de hacerlo así, 
- los resultados son (con la misma estimación inicial 9, = 3): 
Ja = 3 
J, = 2.591397850 


9,, = 2.607668744 
i JI, = 2.607695154 


J,, = 2.607695156 
J, = 2.607695153 
Y, = 2.607695153 Hay convergencia 


2.607695153 


ls 
II 
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que está de acuerdo con los resultados del Ejemplo 7.5. 

Incidentalmente, nótese en las Figs. B.3 a B.5 que sumando (—f/f”) para formar la nueva 
estimación resulta igualmente bien para las otras tres combinaciones de signo de f y f’. Ad- 
viértase también que si la estimación queda muy lejos de la raíz, como P en la Fig. B.4, el 


procedimiento puede que no converja; la tangente O en este caso nos llevaría muy lejos de 
la raíz deseada. 


Ahora consideremos la ecuación del Problema 5.140 cuando M = 4m: 


. 0 
fl0) =sen0 -7 = 0 [B.1) 


siendo la derivada de f: 
f'(0) = cos 0 | 
2 
Hay sólo una raíz de la Ec, (B.1) para 0 > 0, como puede verse en la Fig. B.6, que muestra 


las dos funciones que forman a f( 0). Para encontrar esta raíz, podemos usar el método de 
Newton-Raphson, tal como se describió previamente. La Fig. B.7 indica que 7 puede servir 


Estimacion 
anterior 


2 
(f/f) > 0 


f<O 
f>0 


Gai 
(EN f)>0 


Q 
i 
| 
l 
| 


Figura B.3 Estimación 
ana anterior f>.0 
Estimación f<0 
| Anteriorj Figura B.5, 


(=$/f) <0 


f>0 
Ff>0 
Figura'B.4 


No) =sen 0 


Figura B.6 Figura B. 7 
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$ como una primera estimación de la raíz. Un programa del método de Newton-Raphson revela 
que así es y proporciona muy rápidamente los valores indicados a continuación: 
Oo = 3.141592654 
0, = 2.094395 103 : l Apéndice 
0, = 1.913222955 
0, = 1.895671752 
0, = 1.895494285 


0; = 1.895494267 


0s = 1.895494267 Hay convergencia 


Momentos de inercia de 
El último ejemplo en este Apéndice será para resolver la gwain m asas (Véase también la Sección 4.3) 


cos 6 = a) = 0.373q 


0, = 1.895494267 


del Ejemplo 2.8. Escribiremos esta ecuación como sigue: 
$ z 
fla) = cos 6 - a) — 0.373q = 0 


con A a Coordenadas del centro Momentos de inercia 
i : de masa y volumen V respecto a los ejes indicados | 
fla) = sen 6 — a) — 0.373 i 


i ' Barra 
A r tad š -ME 0, 0,0 
El croquis en la Fig. B.8 muestra algunos puntos que indican que n/2 está bastante cer- delgada a y 
cano a la raíz. Se dan a continuación los resultados de un programa del método de Newton- ` recta - Bias y 
Raphson análogo al de los dos primeros ejemplos, que permite encontrar rápidamente el valor (A = área de sección 


P -eg transversa! 
de la raíz con mucha precisión: 1) 


qo = 1.570796327 . 
. Barra T sen (0/2) 
qı = 1.683007224 delgada ————, 0,0 
1 an 0/2 
qz = 1.679300543 circulo k V = Ara 
(A = área de sección 
43 = 1.679296821 fa) j transversal 
q4 = 1.679296821 Hay convergencia 1 (Nótense los casos particulares 
qs = 1.679296821 0.707 para œ =n y 2r. ) 
s=l 
0.121 Barra 1 sena 
+ delgada ,0,0 
r en “y” 2 
4 V = 2A/ 
(A = área de sección 
da transversal) 
pl Í 
Figura B.8 
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Coordenadas del centro į 
de masa y volumen V ' 


Momentos de inercia 
respecto a los ejes indicados 


Paralelepipedo 


AE 2 
rectangular La = (b? + c?) 


m $ 
Ly = Ela + c?) 


-m , 
e p? 
L T (la? + b?) 


(Nota: si es una placa 
rectangular el espesor se desprecia) 


Cilindro hueco 


(0, O, 0) 
V = n|R? — r?)H 


I 


(Nótense los casos particulares 
cuando r = 0,r= Ry H &R). 
Si R « H, véase el caso de la 

barra delgada. 


Cuatro casos 
particulares 
1.Sir =0; 
cilindro sólido 
o macizo 


T 


2, Sir R: 
casco cilíndrico 
(tubo) 


(0, O, 0) 
V = 2nRtH 


3. Si H «r: 
placa anular 
o anillo 


H (espesor) 


Momentos de inercia l 
respecto a los ejes indicados | . 


i 
i 
| 
i] 
|| 


4SIiH«r zR pun 
Anillo delgado con = 2mRtH | 
sección transversal = 2rRJA) 


l, % mR? l 
(Nota: se aplican para cualquier | 
forma de la sección transversal, 
en tanto el anillo sea delgado) 


rectangular 


m ” 


(4 = tH = área 


H (espesor) de sección transversal 


Placa triangular 
recta delgada 


(Interesan aquí las propiedades 
respecto a cualquier base, 
como la x en la figura.) 


-—s—] Espesor = 1 


Placa eliptica 
delgada 


Placa parabólica 
delgada 


Placa delgada en 


2R sen 2R sen (a72) 
sector circular —— 0,0 


30/2* 
£ aR?t 


Dos casos 
particulares 


1. Si œ = z: 
| placa semicircular 


Espesor = 1 
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i Coordenadas del centro , Momentos de inercia 
Objeto de masa y volumen V fespecto a los ejes indicados 


2.Si a = 2r: 
placa circular 


(Nota: los resultados parecen ser 
iguales que para la placa 
semicircular, pero las masas 
difieren en un factor de 2) 


Espesor = 1 


Placa delgada eri y 4R sen? (0/2) mR? 
segmento circular R A EPET] xx = 12 (8 — k) 
i mR? 
7 E y= -7 |! +k 
mR? 
L: = (8 +k) 
Espesor = ( 6 
Mr T TA [1 — cos a] sen a 


0. — sen Q 
(Nótense los casos particulares 
para 0 = m,y 21.) 


Tetraedro 
rectangular 


m 

L= mid + Y 
m 

I= rial + e?) 


SA na 2 
= E fa? + b3) 


Esfera hueca 


(Nota: si r = 0, se obtiene mR 2 
y si r =R se obtiene ¿mR? V= 
con 4xR?t, en donde  = 

‘R — r = espesor del casco esférico; 
(R — r) es divisor del numerador 
y del denominador. 


Elipsoide t 


Apéndice C Momentos de inercia de masas 


Casquete 
esférico 
(sólido) 


3[2R =2) 
"2 4(3R — ò) 


Paraboloide (0, 0, 3H) 
de " nR?H 
revolución V= 2 


(sólido) 


Paraboloide 
eliptico 
(sólido) 


Cono 
(sólido) 


Prisma 
rectangular 
recto 

(sólido) 


Coordenadas del centro 
de masa y volumen V 


2 SI3R — ò] 2 
mó [20R? — I5Rò + 30? 
= 10 3R — ò 


(Nota: si Y = R, se tiene un 
hemisferio con lyx = ly = L 
= ¿mR*;V= ink? yZ=}R) 


ii 
lex = Iy = 20 (3R? + 2H?) 


3 
l.. = — mR? 


m 
be ld + 8H?) 


=~ 
I 


Momentos de inercia 
respecto a los ejes indicados 


>p SNOR? —3%3 352%] | 
ES 3l E pa ] 


10 


se = gg Ma? + 84°). 


aT yag 
sagga tb) 


m 
ro A 


5 TR + 3r?) 


Respuestas a los problemas 
de número impar 


(Nota: Si R >» r, se tiene un aro 

$ 2 
para el cual 7, = Ly = mR?/2 
elo = mR?) 


Cono HIR? + 2Rr + 3r?) om 
d 0, 0, —— = 2 aR 2 
(solido). ( E A 


En las soluciones a los problemas de los Capitulos 1-5, a menos que se indique otra cosa, Í, ĵ y k son z 
vectores unitarios con las direcciones >, f y normal y hacia afuera de la página, respectivamente. 
En los Capitulos 6, 7 y 8 los vectores unitarios son paralelos a los ejes definidos en los problemas. 


ni lr) (ZR? + 6Rr + 12r?)H? = == 
3 | 


R? +Rr +r’ 
3m(R* — r*) 
10(R — E] 


Los = 


AN 


Capitulo 1 í 1.37 


1.1 18) — 8k kg m/s? / 

1.3 11.21 + 20) — 30k slug + pie/s? 
1.5 51+0. 889 — 0.222k slug + pie/s? 

1.7 0.004201 + 29.7 kg“ m/s? 


1.9 6î + 117] — 84 Y 

wat -57.21 + 210) — 195k bs 
52.51 — 3.60f + 0.630k lb- s 

.15 —0.0183i + 213)N - s 5 +10 

1.17 La respuesta se da en el problema. 12 
e 1.19 —1.64î + 12. 9 pie/s? 1.21 Î — (1/2)) pie/s 
, . y ` 1.23 20î — 152k m; 153 m 

1.25 0.4051 — 0. 04175 + 0.00579k m; 0.407 m 

1.27 6.08î — 1.11km;6.18m' 1.29 387 pie” 1.39 (a) 2.57's; {b} 11.7 m/s; [c) 15.0 m 
1.31 32.31 pie/ ./ 1.41 2 > pie 1.43 512'pie 
1.33 15s para regresar (tiempo total transcurrido 1.45 (a) 2301 m; (b) 234 m 1.47 8.46 m 

= 21 s) 1.49 0.469 s 
1.35 v» =—10t + 150: 1.51 x = 1/[5t + 1.67]m/s 1.53 52.65 
; 1.55 (a) Æ gana por 198 pie; (b) 660 pie; (c) 2.4 mi 
“k 3 imisa ki r i 1.57 v, = 10] m/s y v= 20 Î mzs [ent = 2s) 
lb AE, 20 $ 1.59 11.3m 1.616.21 f m/s 
é [i 
1005 129 10 1.63 1. ras 4%) m/s 1.65 (8a,/15); 
1.67 2013; —20n1; lOni; 207) m/s 
1.69 vp = — 10 sen 5tî + 10 cos 5tÎ m/s; 
É = 5t + 1501 — 1125 EAEN ap = —50 cos 5ti — 50 sen 5t] m/s? 


1.71 31 + 6j pie/s; 18] pie/s? 
573 


574 Réspuestas:a los problemas de número impar 


1.73 (a) 1.51 +.11.8) m/s?; (b)O y 2.52s 


nt nt, 
1.75 (a) vp = —6n sen y i+ 4n coss mzs; 
TEs IRR 
ap = — 3n? ços — Î — 2r? sen — Î m/s? 
P çq 2 7) 
Ib] rop = 121 m; vp = 47) m/s; ap = —3n?%i m/s? 


lc) (x/12)? + (y/8)]? = 1 (una elipse) * 1.77. kr 
1.79 4 =3x— ll, una recta `` ` 


a 
+. — = l, una elipse 


1.81 


1.83 31 + 0.0968j plg/s 
1.85 3í — 0.00312ĵ-plg/s? 
1.87 —0.00937] plg/s? 
1.09 0.000604j plg/s  1.9114.9 m en 0.690 s 
1.93 0.6711 + 2.30) + 0.500k m/s 
1.95 (a) 7 m/s; (b] 4.46 x 10%k m/s?; [c] 3 m/s 
1.97 Para x dentro de los intervalos (en pies) (290, 1200) y 
(1800, 2700) 

1.99 0. 000219 pie/s*; en x = 0, 1500 y 3000 pie 

1.101 (0, iñ = [1.29 rad/s, — 3.44 rad/s?), o bien 
(—1.29 rad/s, 3.44 rad/s? ) 
1.103 2/2ĵ pie/s: —12/2Í1 + 642; pie/s? 
1.105 En el orden () =0, 1/2, t y —1/2:: ivp = 2aKi, 
—aK(i + îl, 0, y aKli — 31. Nótese que respectivamente 


e, = 1,1, —, Pod AA —. 


n E yde Sa 
1.109 (a) 0.577 pie/s; (b) —0.1361 — 0.3855 pie/s? 
1.111 (a) — 5358, + 560€, m/s? len 0 = 114°, 

= 0.446 s| (b) — 13806, + 1608, m/s? 
1.113 (a) sí; (b) si 


1.115 A. 1 pie/s; midiendo r de la polea a la 


361 + x? 
defensa o parachoques, / es la velocidad de las tejas; es tam- 
bién la componente de v, a lo largo de la cuerda. 


1.117 Primero, 39.87" 


1.107 v; = (€, + ê) 


10.342 


` 


Por tanto: va = 0.640 Ą50.1° pie/s 


1.119 1.651 + 1.13} + 0.600k m; 
—0.0226î + 0.0330) + 0.0200k m/s 
2k, R? 2Hk, + 
A k, 
k, 0 


AGR? 2HKki 
E , + GRk,8y + ai k 


1.121 Rê, + Hk; ké, + 


1.123 La más grande: 73.3 bA. en la cima; la más peque- 
ña: 1.17 pie/s en la base. 


1.125 La respuesta se da en el problema. 
1.127 La respuesta, se da en el problema. 


1.131 0.678 mi sobre la curva a la izquierda de T; tiempo 
total = 1.68 min; 0.333 | mi /min.? 


1.133 s = 6.5t? + c, en donde c es una constante que 
define la posición de la particula sobre la recta en un tiempo 
inicial. 


1,135.16 pie 1.137 0.471 pie 1. 139 (-x 2/dí 


—aK?_ 3aK?_ 2 

1.141 CES en; Ya, 
v2 Ya" 3 

1.143 (x, y] = (2.88, —0.584] m 


1.145 —1.851 — 1.915 — 3.41k m; 28.9 m/s? 
1.147 11.31 — 6.24k m 

1.149 Use v =Xi + ýĵ y a=XÍ + y) para la 
demostración; 9680 pie 


1 1 
1.151 a, = Ka' â, = ds 


1.153 a, = 0; a, = 0.708 pie/s? ; X 


= 0.0637 y 


Y = —0.701 ‘con /x? + y? = 0.704 pie/s* 
1.155 Las respuestas se dan en el problema. 
1.157 yy, = 2D/3 ent = 2D/(3Vp) 


Capitulo 2 
2.1 La respuesta se da en el problema, 

4b 
2.3 aln + 1)/(n + 2) 2.5 E 


2.7 2R/rT desde el centro del círculo a lo largo de la linea 
de simetría en el plano del alambre. 


2.9 Sobre el eje del casco o cascarón, a 2/3 del vértice a 
la base. 


2.11 La respuesta está en el problema. (Use un argumento 
contradictorio. Suponga que yace a un lado de un plano y 
considere un eje normal al plano que pasa por C.) 


ph? 1 
2.13 55:73 
2.15 y. = —0.856 pie, xc = 0 = ze 
1370p, — 150p, — 2270p; ` 
2.17 (0, Pr Pa P3 
85.3p, + 250p, +.195p3 
32p3 


85.3p, + 250p, + 195p, 
(0, — 1.98, 0.0603] plg; 


plg 


, 2.75 mfwj cos q = 


E a 


2.19 30° 2.21 125 pie; 88.6 pie/s 

2.23 8.63 m/s; 49.7" . 

2.25 552 pie 2.27 18.0” 2.29 127.2" o bien 66.0% 

2:31 H = 3.15 m; D = 16.5 m 

2u? cos 0 sen(0 — a) u 
gcos’ a i [1 + sen 2) 

2.35 con v; 61 pie; sin v; 64 pie 

2.37 [a] 40.2m lb; [b] 24.2m lb (con » en slùgs) 

2.39 0.997W 2.41 gu 2.43 cero 2.45 442 N' 


2 


2.33 


2.47 28.2 N; 5.76 m/s? 2.49 39.4 lb 

2.51 90.0 lb e 

2.53 T, (izquierda) = 114 N; Tp (derecha) = 413 N; 
= 1.55 > m/s? 


2.55 32.6 lb 2.57 0.0321 lb 2.59 136 N 

2.61 a, = 0.0204g |, a, = 0.224g 1, a, = 0.184g |; 
C; 0.941 s (g = 9.81 m/s?) 

2.63 La respuesta se da en el problema. 

2.65 (a) Una componente (vertical) de la tensión en la cuerda; 


{b} (mel? + (=), 


(c) otra componente de la tensión en la cuerda, ésta en la 
dirección ĉ,. 


2.67 (a) La respuesta a ambas preguntas es que, si no, el 


satélite no puede permanecer estacionario con respecto a un 


punto sobre la Tierra. 


(b) 6.61, usando el Sol como marco inercial tal que 


1 . 
OTierra T 2m( 1 + zz) rad/día; g = 32.17 pie/s?” 
2.69 Vg|R — ô)/u 
2.71 La respuesta está dada en el problema. 


2.73 31.7%, comparado con tan —!(0.5) = 26.6" 
para el caso estático. 


(m + Mg . 
2.77 La respuesta se da en el problema. 2.79 1.5 m/s 


2.81 21 2.83 1.69 s; 31.7 pie/s 


2.85 mv,/k; ve Kim : 


2.87 v = V25K/[24 mS), donde m = masa de un perro. 


2.89 592 pie; 621 pie 2.91 0.00500 (lb - s*)/pie? 
2.93 0.916 m/G; 156 pie 2.95 1540 pie/s 

2.97 La respuesta se da en el problema. 

2.99 La respuesta para la primera parte se da en el problema. 
mv; cos pj. -mg 


Xli=o = 


k i Flesos == E 
2.101 La respuesta se da en el problema. 
2.103 60 e Ib: pie 


2.105 76,300 lb/pic 2.107 11.4pie 2.109 20.6 pie 
2.111 2.56 — m/s 


2.113 ./2gH es la velocidad para todas las trayectorias 


, 
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2.115 8.26 pic 2.117 272 1b 

2.119 La respuesta se da en el problema. 
2.121 5.08 pie/s cada uno 2.123 9.60 pie 
2.125 La respuesta se da en el problema. 


2.127 La respuesta se da en el problema. (Demuestre que 
la fuerza normal nunca se anula). 


2.129 Las respuestas se dan en el problema. (Se aparta a 
un ángulo cos7! H/a con la vertical. ) 

2.131 (a) 2î m; {b} 27); ; (c) 6j. + 6k kg + m/s) 

ld) 2f + 2k m/s; l) i-35+ ¿km/s? 

2.133 1.07 lb 2.135 36.2 => pie/s 

2.137 7.86 s; 491 pie/s 2.139 0.364 > pie/s 


2 
2.141 v/3> 2,143 m A 
|M + 2m]M + m) 


2.145 e*H 

2.147 La respuesta se da en el problema. (Sie > 1, se ga- 
nariu encrgia.) 

2.149 0.446 

2.151 v, = 2î — 1.205 pie/s. 


Vs = —4î + 3.97) pie/s; impulso sobre B = 0.08 12ĵ (lb + 


: 3 x 4 
2.153 Con 1 ¿Va = —0.479i — 2.495 pic/s 


1 

Va = 4.695 pie/s; impulso sobre B = 
2.155 2.00 pie 2.157 0.997 pie 

W, + W, qan + W,) + 2HkW? 

k . KW, + W) 

2.161 v, = 2.97 > m/s; Vg = 1.48 — m/s 
2.163 La respuestas se da en el problema. 
2.165 —18) kg - m?/s; —6j — 12k kg - m?/s 
2.167 No lo alcanzará (sus velocidades relativas al suelo son 
las mismas). 


0.1135 (lb + s) 


2.159 


2.169 La respuesta se da en el problema. 
2.171 La respuesta se da en el problema. 
2.173 La respuesta se da en el problema. 
Capítulo 3 


3.1 acid e 3.3 0.11 + 0.1] m/s 

3.5 0; —6.67k rad/s.. 

3.7 w, = 2 5 rad/s; w, = 0.640 5 rad/s 
3.9 w, = 2 PÐ rad/s; w, = 2 P? rad/s 

3.11 0, = 13.3 5 rad/s; œ, = 22.7 5 rad/s 
3.13 0.058] m/s; 0.385 > rad/s 

3.15 0.31 — 1.3) m/s :3,17 0.2721 m/s 
3.19 1.08 > m/s x 

3.21 —1.6Í — 1,2] m/s; — 6k rad/s; 4k rad/s 
3.23 ma +1) m/s 


s) 
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3.25 (a) 0, 0.688 > rad/s; 0, 0 
3.27 Las gráficas pueden elaborarse a partir de la 


respuesta al 3.26, que es [(r cos ONP — r° sen? 010 


, —12cos 05 

3.29 —— m/s 
y 169 — 120 sen 0 

3.31 En cada caso, O se encuentra en la intersección de la 
recta radial OA con la normal a la ranura en B, vy = 0 
cuando OAB y AOB son rectas. 
3.33 Véase 3.7 3.35 2 m/s; 3k rad/s 
3.37 Véase 3.11. 3.39 0.129 ə rad/s; 0.129 5 rad/s 
3.41 Véase el Ejemplo 3.5 
3.43 w, = 0.2 5 rad/s = w; 

3.45 —0.389k rad/s 
3.47 2.11 — pie/s; 0.20 l'pie arriba de P; 


Vo = sor mies 
4.20 
b Eo 
vs = 60.7 a 
le 4.20 


VA = 85.9 > pie/s? 

3,49 0.0400 P rad/s;0 3.5114 > rad/s 
3.53 8.95 > rad/s? 3.55 —29Î — 24.4] rad/s? 
3.57 a, = 0. 0128k rad/s?; 
y = —0. O55k rad/sec? 

3.59 3.91 > rad/sec? 

3.61 84.5 > plg/s; 38.1 — plg/s2; 565 — plg/s? 
3.63 2k rad/s?; 0 

rÅ? sen Olr? — 4?) 

cal af — r? sen? 097, 

3.67 6.261 + 0.320) m/s?, 0.320 > rad/s? 
3.69 —0.09381 — 0.225) m/s? 

3.71 —181 — 24) plg/s? 

3.73 0.0735 1 m/s?; 0.0172 P rad/s? 


3.75 0.779 P rad/s? ; 6.56 LL plg/s? 


“w 
3.77 en — 1); 0,8, wy, Ke" 


3.79 [v2/2)j pie/s? , 
3.81 la) 4 P rad/s? [b] 0 = 45°; PA = y/2/2 pie 
2 2 

ap, w* — ap Al Ap_A — Ap W : 

-3.83 x = —= y == z 
De ¡y ada 

3.85 (a) 1.4 pie arriba de P; (b) —0.27i + 1.13) pie/s 
3.87 v, = 117 e plg/s; Vs = 0; vp = 2820 => 
plg/s; Vg = 2930 > plg/s; A va hacia atrás 
(hacia la izquierda) ya que está debajo de O y la 
rueda gira P. 


3.89 vc = li m/s; vp = lí + 4) m/s 
(Nota: el radio es superfluo) 


o R+r 
3.91 > =- 
Q 


3. 93 En orden, 2vo Í; j. 71vi — 0.707vĵ; 
voi = Vo); 0; wi + vi 
3.95 v, = 0.1î + 0.1Î m/s; Vg = 0.2î m/s; 


1 
vp = 0.1Î — 0.1Î m/s; v¿ = 0; me: 


1 

3.97 w, = 0.113 P rad/s ; 

= 0.653.2 rad/s 
3.99. w, = 7.5 > rad/s; w = 0 
3.101 34 > rad/s; 680î cm/s, velocidad del punto del 
diente de Æ, en contacto con ¿3 
3.103 0; 80 > m/s? 
3.105 $a = cualquier constante positiva k; Ó = k/R 
(Las direcciones son — y 2 a) 


3.107 2a,1; (1.71a, — 0.707v3/Rli + 
(0.707a, + 0.707v2/R)j; (a, — v3/Rli + a,j; 0; 
la, + v3/Rli — aj 
3.109 0.61'+ 0.6j m/s; 0.751 — 0.45] m/s? 
3.111 (a) —8î cm/s; 6î + 8) cm/s? 
(b) —81 + 85 cm/s; —261 + 2 cm/s? {c} 19.8 cm/s? 
(d) 10.7 cm debajo de T 
3.113 1190001 plg/s?; 83900(1 — 5) plg/s?; 
— 1190001 plg/s? 
3.115 0.347 + 0.0198j m/s? 
3.117 —0.889 — 5.415 m/s? 
3.119 a, = 0.0889w03 Ð ; az = 0.178 w3> 
3.121 —4001 pie/s? 
3.123 14.7 ? rad/s?; —11.9] m/s? 
3.12 vò s Vòs 
-125 EF i F j 
3.127 (a) —6î y 6 —- 6 cm/s; 
{b} 4 — 3] y 22 + j cm/s?; — 16.3 cm/s? 
3.129 2.70 5 rad/s?; 0.216 P rad/s? 
3.131 Si y y y están dirigidas hacia abajo y hacia el plano, 
respectivamente, con origen en el centro del disco, entonces 
las coordenadas (x, y) del punto son (4.80, 3.60), en pies. 
(4.80, 3.60), en pies. 


3.133 —43,31 ple/s? 


3.135 Si Í parte del centro de 43, y está dirigido a 
lo largo de 45,, y k sale de la página, entonces las respuestas 
son: —24m% + 31) ple/s? (2), y 

1381% + 31) ple/s? (8). 


3.137 21.6 m/s? (Es el punto más alto de /?.) 


3.139 (a) La respuesta se da en el problema. 

(b) La curva es cóncava hacia abajo: 

(c) La primera es adi + adi — w 2aĵ y la sida es 
(2aoJi — [[Law)? /(4a]|j;ambas son iguales. 


3.141 La respuesta se da en el problema. 

3,143 0.25 P rad/s 

3.145 0.781 ? rad/s 3.147 0.120 5 rad/s 
3.149 0.592 P rad/s; 11.6î — 4.85] cm/s 
3.151 [DÊ sen 0/cos? 0]|cos 0 + sen 05) ` 
3.153 La respuesta se da en el problema. 


13.155 0.0334 m/s; 0.428 > rad/s 


15 a 
3.157 La respuesta se da en el problema. 
3.159 267 sen rt |; 261? cos nt | 
3.161 —0.1651 m/s7; 0.170 5 rad/s? 
3.163 0.186k rad/s? * 
3.165 vy,, = 0.2401 + 0.180) pie/s 
Vae = —0. 4801 + 0. 6405 pie/s* 
aaa = 0. 512 + 0.384] pie/s? 
aas = —0. 1804 + 0.240 pie/s? 
3.167 —8.51k rad/s?; —118Í + 49. 2 cm/s? 


- NO 
2 8 i 
. 3.169 —rwj ; 2woV 


3.171 (a) 103 > rad/s?, [b] 2. 25î + 1.62) m/s? 
3.173 9.11 pie 


3,175 (1 + aplbj; —l1 + api’? + W + apië + ad? 


3.177 0 = 70.7” para la rapidez máxima del pistón 
Capitulo 4 


4.1 lór bl pri e mee mè + 35b0)760 


+ q m? 
4.5 2 a int + lel — + =; 
2 
(d) — ; le] O, O; despréciense los términos con £? en 
(a) y en (b) 


o 
4.7 La respuesta se da en el problema. Mz excede a To. + 
l seng 16 a 
I?, en mê/6.) 4.9 mR?|— + PA A | 
4 47d ga 


4.11 3619 kg - m?; 1660 kg - m? 


4,13 0.145 mR? + 0.0481 mH? 


4.15 Desde la esquina, 1.56 pie — y 0.563 pie f; 

ILo = 4.45 slug * pie? 4.17 1.00 slug + pie? 

4.19 3,44 shúg > pie? 4.21 0.259 mR? 

4.23 37.7kg - m? 4.25 29.3 kg 7 m? 

4.27 2.69, 0.0200, y 2.71 kg - m?, respectivamente 

4.29 r = 0.116 m,.d = a 02B ii 

4.31 —2mR?/n 4.33 6.50kg:m? 4.35 ¿mg 
4.37 (a) 12.9 +pie/s?; (b) izquierda: 40 1 1b; derecha: 60 Î lb 


3 
4.39 ¿Hs A b 4.41 8.05 pie/s? 
4.43 |a) 108 N; [b] 64.8 N 4,45 88/15 > 
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4.47 104/(1 + 9y) 
4.49 —12.9 < a < 8.05 pie/s? 
dg 
4.51 2.95 m/s? 4.53 la ŻE, ip 
a lee 


2 
4.55 Cada fuerza = baii 


W 
2 


E: 


4.57 (a) Cada una tiene œ = 2.84 /1 — cos O ? rad/s, y 


a = 4.03 sen 0 P rad/s? [b] T, = 193 cos 0 — 129 
(tensión), T} = 2 T, (compresión) ' 


4.59 1.01 rad 4.61 x =L///12 4.63 7.85 P rad/s? 


4.65 32.8 rad/s en sentido horario (el dentista mira hacia 
los dientes). 
4,67 t = wR|l + 12)/(ug(1 + q); 
0 = Roll + p?\/[2ugl + ul) 4.69 1.59 lb 
4.71 17.3 ] pie/s?; 14.9 1 lb 
4.73 La respuesta se da en el problema. 
4.75 (a) Roberto, Emma, Carolina, Arturo; 
A D 


g sen f 


[b] 1.41K, 1.67K, 1.73K, 2K donde K = 


4.77 0.200 mg sen [3 (compresión) 
4.79 28/3;, 58/7; g/2 | 


4.81 Po a.63 9714 Mo _, 


30° mr 
4.85 0.577; 1.02s 4.87 (a) 4.00 > m/s? [b] 0.23 m 


4,89 [a] se enrolla 14.4 plg; 0.064; 4.91 300 pie 
4.93 0.450 5 rad/s? 4.95 78.6mm ` 
4.97 [a] 14.6°; [b] 1.38. s 
4.99 71.8 pie a la derecha de P 

4.101 (a) 7.03 m a la izquierda del punto de partida 
(b) O (no se mueve) 


4.103 17.4 Le pie/s? 


4.105 3.39 1 pie/s? (c) y 3.39 | pie/s? (B] 
4.107 —0.6981 m/s?; 8.73 m a la izquierda 
4.109 4.02 s y 


4.111 (a) 13.3 > rad/s? (b) 1.11 ə rad/s? (c) 0.0197 


4.113 12.9 a130" pje/s? 


4.115 [mg sen 0/0.180 cos 0 — 0. 424)/(0.849 cos 0 — 

1.5)/á + mgİl + 0.180 sen? 0/(0.849 cos 0 — 1.5))j 

4.117 La peusción final es: 

le + mô? cos? 0 + mir — ô sen 0/?]8 — [môr cos 0)0? 
— mgó cos O = 0, en donde ô = (4r/3m] y 

L- = (mr?/2) — mó? 


po 
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579 


4.119 16.9 Sa pie/s?; sí 


4.121 La magnitud de la fuerza horizontal sobre la puerta, 

que es 

4.123 [a] ay < 7.85 m/s? (b) 20.0 m 

4.125 (a) 3.33 > pie/s?, 6.67 — lb ; (b) 0.104 

4.127 2.81 s 

4,129 En A, 16.01 + 1605 lb; en B, —76.01 lb 
mg 

1 + 3 cos? 0 

4.135 mg(B? + H?)]/(4B? + H?) 

4.137 Las respuestas se dan en el problema. 

4.139 a, = 3g/4 |; a = 38/(2s) > 

4.141 ac = g |; a = 6g/s e 

4,143 ac = 2g/3 |; a = 2g/s Ə 

4.145 6.38 lb 

4.147 Sobre la sección a la izquierda del corte 

V = 3WL/64 | y M = 9WL?/256 5. 


4.131 T 4.133 5.41 e rad/s? 


2 mg 
4,149 En 0,5 ; == 
n 7m8 fien A al 


4.151 3To/[[2R?][9M + 2m)] 9 
4.153 La respuesta se da en el problema. 
4.155 C está sobre el eje z y I£, = IS ah 


4.157 98.5 ml?’ >; 


4.159 (0, 1) plg sobre D,;|—1, O) plg sobre D, 
13mr?wf sen Y cos Y 
481 

y hacia arriba en la derecha. 
mR? 
2m[R + d) 
—B sobre la izquierda ' : 
4.165 EnA, |x; y) = |-56/3, —21) plg; en Æ, (x, y) = 
[-70/3, —35) plg f 
4.167 24.0 rad/s 


4.161 , hacia abajo en la izquierda 


4.163 B = [aî + w?ĵ] sobre la derecha 


Capítulo 5 
5,11 l6pie-lb: 5.3 100] 5.5 140 N/m 
5.7 3.75 9 rad/s 

3g sen Oo 

5.9 TS [Ppara 4 y 5 para 6) 
5.11 103,000 Ib/pie 5.13 4.18 5 rad/s 
5.15 2.95 5 rad/s 5,17 2.00 5 rad/s 
5.19 12.1 P rad/s 


—0.75ma) sen ß cos Pi + may (1 — 0,75 sen? fl 


5:21 (a) 2360 N/m; (b) 1110 N/m 

5.23 (a) 0.0794 m; (b) de regreso hacia atrás hacia el 
punto de partida 
5.25 4.36 6 


8ag 


m/s' 


5.27 5.29 [a] 30 lb; (b) 26.7 plg/s 


5.31 la) 1.56 5 rad/s; (b] 1.40 5 rad/s 
5.33 0.0931 — m/s 

5.35 (a) 7.19 P rad/s; (b) 7.53 Ə rad/s; 
(c) 8.58 2 rad/s 


5.37 ./24ngr sen P/13 al 5.39 35 Ib/pie; sí 


5.41 4.43 y pie/s 
1 


5.43 8 plg; los dos puntos son las intersecciones del perimetro 
de 5, (en la posición inicial) con un circulo de radio 12 plg 
y centro en O (en la posición final). 


2 
bam — cos 0} 
5.47 4/2R 
v2 R[9r — 16) 


5.49 4. 91 5 rad/s;ġ pie 5.51 3.82 m 


5.53 2.11 P rads 5.55 | 65e 
jia iii E 8M + 3mn 


5.57 (a) 4/17 m; (b) 50 N aumenta, Hmin = 0.220 


5.59 Comienza moviéndose hacia la derecha, el resorte se 
afloja y luego sale por la derecha. (Se necesitaría un pie más 
de longitud horizontal para que el cilindro no saliera) 


5.61 /6/2g/ | 5.63 1.33 p rad/s 


5.65 0.106 m hacia la izquierda; 0.000428 


5.67 41.55 lb 
P; W sen 0, A. 


5.69 | y En 


eat 


5.71 ll + en 5272 -o i 
5.73 La respuesta se da en el problema. . 
5.75 5.66 | m/s 5.77 2gto/|Rn) 
5.79 (a) 0.00240 > m/s; (b) 0.0889 > m/s 
5.81 0.366 s 5.83 (a) 1.88 | m/s; [b] 4.51 f m/s 
5.85 Véase 4.67(c]. 5.87 4.02s . 5.89 1.38 s 
5 gt sen P 

sl 
5.97 (a) 2.82 — m/s; (b) cero 


5.91 1.19 P rad/s 5.93 


5.95 32.2 > pie/s 
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5.99 2d/9 hacia arriba 

pel 1,L (o, — 01) h _ lo + Lo, 
gani NATA FE TT L+L j 
AT= 1,Lz (wo, — w}? 

211, + h) 

5.103 (a) no; (b) sí, cuando R?H < dfk? 
5.105 6v¿m/[/(4m + MJ], antihorario viendo hacia 
abajo 


5.107 (a) /1.268/r + 0.399 v37r?; (b] 36.8%. 


5.109 312/2M)] 5.111 am a a2- ljg L 
m, 


5.113 0.159s 5.115 —0. 25i + A 75vj 
5.117 0.8 pie; 19.0/106) slug - pie?; diferencia = 


¿07 y AT son las mismas 


1.05% 
35 
5.119 AT = = mvj, o pérdida del 72.9% 


5.121 La respuesta se da en el problema. 
3M?’ 

2u|M + 3m}? 

5.125 e = 0.8; p = 0.32 

5.127 (a) 1.66 rad/s en ambos casos; (b] 17% 

5.129 (a) vz, = 0; Ve, = Vo >; 0,,= Vo/T P; 


5.123 


wp = 0; (b) va, = 2v9/7 >; Ve, = 5Vo/7 >; 

.{c)} Si p = 0, el movimiento final está dado por (a). 
3fve (1 + e 

5.131 0, = olti J À con sentido horario; 


= (—/05/2 + evo Ji + 10) 
Ea el Ejemplo 5.18 para Î, 5); wple = 0) = żale = 1); 
“Xq le = 0) = 1. 91xc,(le = 1); fc, le = 0) = Dele = 1) 
5.133 La respuesta se da en el problema. 


5.135 Ve epore = 2.63 amor AT = 512 pie + lb 


5.137 0.545 m desde el extremo izquierdo; 0.562 kg-m?; 
0.0957 kg-m?; 0.657 m desde el extremo izquierdò 

F At(2f + a — o) 
4m/? 


— FAM a e. 
m +m 20 jj s 
3 g ear 


5.139 


Capitulo 6 


6.1 La respuesta se da en el problema. 

6.3 (a) (—t5 +49 + 3) + (té — t? + 21) + 
(=> +t? + Uk m/s?, r 

(b) 31 + % + km/s?, [c) — 1% + 6% — 23ĝ m/s? 
6.5 19.6) — 1.29k 6.7 0 y, ='13.7ĵ, + k 

6.9 wi + o, cos (w,tj + (0, +0, sen œt)k 6.11 01 


6.13 La solución es la Ec. (6.70) con 


E Tr Lat T 2nt 
0, = O becco = T8 sen F 0, = Olano A sen =g; 


Y 03 = b puiñada = 213 ng 

6.15 A las componentes en 6.13 añádase, respectivamente 
—P cos R,—Ř, y —PsenR. 

6.17 "ày = täna + Orja X Oyy, Y el producto vectorial 
generalmente no es nulo en esta ocasión. 

6.19 (a) [7 cost + 8t — 14t2)Í + 

[-7 sent + 2 + 28t°)Î + [2t sent — 4t? cos t + 7); 
(b) 7i + 2f + 7k; 

(c) 6.641 + 2.14] + 6.60k rad/s? 

6.21 2 y, = 1.1%, + 13.4), 

6.23 Las componentes son; (— 0. 00710, 0.00331, 0.0749) 
rad/s? en el marco S, 

6.25 1.341 + 0.009055 — 1.41k pie/s? 

6.27 4 + 405 pie/s ; —400î +. 80ĵ — 4k pie/s? 
6.29 6j rad/s?; —32.0î + 1. 205 + 8.90k plg/s* 

6.31 36.5 pie 


6.33 17.31 + 15.7] — 10k plg/s 
—- 147 + 2185 — 64.3k plg/s* 


6.35 a = —14.31 + 2.61f pie/s? ?; 
“magnitud = 14.5 pie/s? 
6.37 x = (v,t — R] sen œt; y = (vt — R) cos (0,t + R 


6.39 6.60 rad/s 
6.41 La respuesta se da en el problema. 


6.43 —0.0590î + 0.0609 lb no; un deslizamiento 
hacia adentro (hacia arriba) implica una fuerza de fricción 
en este instante hacia abajo | o en la dirección de —i. 


6.45 32.7 rad/s?, —0.522f + 0.01415 + 0.522k N 
6.47 La respuesta se da en el problema., i 


6.49 Y sen Pj — he i) 
T cos $ 

6.51 — 13505 rad/s? (cada uno) 
6.53 —0.0301 wk rad/s? 

6.55 vW = r% s, i + [RQ, — rQ, G Î — Qs, k; 
ao = ( RQ} + 2r0,0,C,)i + (1Q3s, + 102s,)j 
rQ?C,k, en donde s, = sen Q,t y C, = cos Q,t 
6.57 (a) w = —(Ro¡/1Ji + 0,k; a = — (Ro? ni 


[b] Rei + (R2w7/)k 


Jae ied 
6.59 0.2| —i + -k 
( 7 iF 2 ) raans 
6.61 El + 0, Ñ Rc, — w) 5 Río, + œ) i, 
2 2r 2 y 
Ríco, + 0) Ja rlw, + œl, Rio — 00,) í 
2 2 2 
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6.63 1.36 rad/s, dirigido desde O a través de la línea de con- 
tacto entre € y D. 


6.65 — 1.68f + 2.24] — 2k rad/s 


6.67 La respuesta se da en el problema. También 


H r 
R= 5 + 13 por lo que el segundo miembro es 


(6H — 260]w, 

6.69 —0.000432t*/,/363 — 0.000144t Ek m/s 
6.71 (a) La respuesta se da en el problema. (b) r/R 
6.73 w, = —22.61rad/s; w, = —27.7 rad/s; 


E dE. 
"0, = —43.6) rad/s con i 


6.75 (a) La respuesta se da en el problema. 
(b) Misma respuesta si œ se reemplaza por %. 
6.77 —11.8Í + 25.0) — 5.33k rad/sec? 
6.79 wgl = VÈ? + 07 + ý? + 21) cos. 0 
Gu 01 Las componentes son: 
Å, + sabs, ciô, =- 5,070, 5,0, + c,C20,] 
6.83 Consideramos que A se desplaza desde su posición ini- 
cial a la final. Usando ahora el teorema de Euler, todos los 
otros puntos del cuerpo pueden situarse en sus posiciones 
finales por medio de una simple rotación alrededor de un 
eje que pase por A. 

6.05% = rlys¿So + UAN j= —rlbcoso — Osal 
6.07 Las componentes son: 
(Ó, + Össz, Åc, — 035,02, 0,s, + 0,6102), 
las mismas que en el Problema 6.73. 
6.09 Eñ,, + (S¿A + Plñz, + ÁCEñ23 
6.01 E = tan” 'llc,c, — 11/(s,Call; 


= tan” ![s,/ Vc} — 2rc,€4 + 1?], en donde r = R¿/R 


Capitulo 7 


7.1 ConÎa lo largo del eje que va de O al centro de la ruc- 
da y Ñ saliendo de la página, 
2 B > 
) sen si] 
7.3 mo) + [10/3)k]- 


2umb? 
7.5 Con Î y j paralelos a los ejes x y y de la figura; 


o= —cos f sen? Pi + ( - 


Mi 
He 0 se pi = 
7.7 12, = 11.7mĉ; 12, = 14.3m07; 12, = 8. 00m/?; 
12, = 2.00m/?; I2, = %4. 50m/?; 12, = 0 


7.9 0.944m/? 


— mR? 3 
AÑ sen ġ cos ọ 7.13 2mla? + b? + c?)/15 


7.15 4.33 slug * pie? 7.87 —0.0186ma? 


7.49 Sic > a + b, el elipsoide aê + by? + cd 
= 1 no puede ser un elipsoide de inercia, porque represen- 
taría un cuerpo con un momento de inercia mayor que la 
suma de los otros dos, lo que es físicamente imposible. 


7.21 I, = 1.5mR?, cosenos directores (0, O, 1); 
l, = 1.41mR?, (—0.345, 0.939, 0); 
I¿ =0. 0942mR”, (0.939, 0.345, 0) 
7.23 ¿fí + 5 - sik, la dirección es a 


7.25 E, = 1% maé= 0 y E, = g e= 
de'modo que z es un eje principal por cada punto 
sobre ese eje 


7.27” ye 1 = E —aje = mae 


i= yo m|—alle + d) 


= male + d) 

.a=0, De las Ecs. 17? obtenemos b = 0, de modo que 
c está sobre el eje z; por el Problema 7.26 z es un eje princi- 
pal para C. 

7,29 I, = 83.4pt, cosenos directores (0, O, 1); 
= 74.6pt, (0.985, — 0.170, 0); 
I, = 8.80pt, (0.170, 0.985, 0) 
7.31 I, = 37.2pAr”, cosenos directores (1, O, 0); 
l, = 6.18pAr?, (0, 0.455, 0.891); 
I, = 37.3pAr”, (0.453, —0.892, 0) 


7 Lo p 1 
7.33 I, = ¿m/?*con ñ, = (5 — z} 
3 Ava Ya Ya 
23 P 
L= = que con n en cualquier dirección normal 
añ 
7.35 I, = 0.278mH?, cosenos directores (0, O, 1); 
l, = 0.239mBH”, (0.290, —0.957, 0); 
I, = 0.0387mH”, (0.957, 0.290, 0) 


7.37 3.58%, trábajando con seis digitos y redondeando al 
final 


7.39 (a) [1.44m 0.563m/? 0.500m/? 
1.44 m? —0.500m4? |; 
Simétrica 1.54 mi? 


(b] I, = 2.00rn/?, cosenos directores (0.707, U.707, 0); 

L = 1.99m/?, (0.379, — 0.379, 0.844); 

I, = 0.427m1?, (0.597, —0.597, —0.535) 

7.41 I, = 34.3 x 10% slug pie?, ñ = (0, O, 1) 

I, = 33.7 x 10% slug- pie?, ñ = (0.566, —0.824, 0) 

I, = 47.5 x 10% slug * pie?, ñ = (0.824, 0.566, 0) 

Nota: Se tiene aquí un problema de precisión porque (1) 1 
e I} son mucho mayores que 1%, y (2) 1% e 1? son casi 

iguales. 

7.43 izquierda: 121 | N; derecha: 121 Í N 

7.45 En B,: (1419 — 507 cos e] sen € 1; 

en B,: (659 + 507 cos e] sen € 1 


mr?0? sen 28 
16L 
peroj 7.49 la) 2.41 > Ib» pie; (b) 1.09 > lb- pie 


7.47 EnA: ļ; en B: misma magnitud 


7.51 90.6 mi/h 


7.53 es aquí igual a 0,,, X Hc.y Ogy es au. Pues- 


to que la componente z de Hç es mayor que la componente 
x (con ambas positivas), la dirección de M, ges la de y 
x k, quees 5. 


(I; — I} sen O cos 6) y 


e D P 
s (Heos0 - Beem o)j 


(Nótese que M,, = Ée + Tos X Mag.) Valores mayores 
de vo Uy — I) m y H incrementan el peligro del volteo, 
así como lo hacen valores menores de R, Dy Q (por ser- 
0 pequeña). 

7.57 M,, = 0 = Ëe > He = constante = 

Ilo i + wj + ok) > Ogs = constante en J. 

7.59 [- — bso = ÒC, + vo, $ (0 + di gm solĵ2 + 
(Ü + $C, — Ö$solkı 7.61 332 días 

7.63 Y = 30.7 respecto al eje z(+) 

7.65 0.123 lb > pig ¡ 

7.67 $ = cos! (gl/[Q?(? — r?2/4))), para ġ = 60°, 

Omin = 3.35 rad/s < 27 rad/s 

7.69 Con x desde Q a lo largo de S y y hacia arriba 


a vi 
7.55 -Hg = RZ 


Toc X [—mag) = 


2 
F = (—mRo?, mg, 0) and Me = (o, o, =— 0103) 


7.71 La fuerza de tensión en- 4 es T = 

mLQ? — mg tan 0, + mQ?lr sen 0, + 21)/4; 

La fuerza de fricción es T — mL? hacia afuera 

La fuerza normal es mg Î Cuando 0, —> 0, las res- 
puestas concuerdan. 

7.73 Las respuestas son iguales a las del Ej. 7.8. 

7.75 F = (—mRo?, —mDw, mg); My = 


2 
mr 
(-msp + mADw? + T 9203, 0, mgR — mRHow? 


7.77 Los momentos respecto a la base de la rueda, de d 


. > v2 
— ma, —HL son, respectivamente, (cos H)ld + a #) > 


vé 2ivż 
y | pz" $ cos pl! — I) + os $ | 9- Para $, 


pequeño, el momento de «ma, es mucho mayor que Ñ. 


7.79 [Jw, + |J — 2)o,Jo)!f: x ú) 
7.81 Fuerza= — 1901 — 375 + 80k lb; 
Par = 5.6 + 7.7 + 1.4k lb - pie 
7.83 ĝ = 1 rad/s; Å, = 2 rad/s; 

0, = 3 rad/s; 0, = 10 rad/s?, 

Ú, = 5 rad/s?; Ö, = 6 rad/s? 

7.85 ý = 244 dr 


7.97 
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7.87 0.328 m(51.9 m es también una solución). 
7.89 IŞ, = 18mR?; I,= 12mR?; razón= 1.5; 
(i) es inestable y las otras tres estables, 


7.91 Para un cuerpo Æ libre de pares, en movi- 


. miento general en un marco inercial .9, con (yy, no para- 


lelo a Hç, se tiene M, = 0 = “H¿ + wys X Hc, 
y los dos términos suman cero. 


7.93 Si Z está en equilibrio en J, todos sus 
puntos son ahí estacionarios; entonces a = 0 para 
todos esos puntos y también gy = 0. Por cello, ¿8 esun 
marco inercial. Pero si Æ es un marco inercial, podrá a lo 
sumo trasladarse a velocidad constante con respecto a otro * 
marco inercial 9, Entonces no necesita ser estacionario 
en J, osea, no necesita estar en equilibrio en 9 aunque nin- 
guno de sus puntos está acelerado en Y). 


7.95 La respuesta concuerda con la del Ej. 7.14. 
11.4 v,m A 33v, m a 
s[15M + 24m) s(15M + 24m) 
7.99 No. Se obtienen dos resultados diferentes para Fy 
7.101 815m pie + lb, en donde m en la masa en slugs, 
4n?mļ|b? — r?][b? — 0.75r?) 
a*b?mw? a? — b? 


7.105 (a) —— z 
ll 12 (a? + 


ET 


maw? 


3 2 
7.107 [a] Par = 0, en B: To +, en À: 


5 
(b) 1, = ¿ma, eje Z 


I, = 0.116 ma?, cosenos (0.290, 0.957, 0); 

l, = 0.117 mæ, directores (0.957, —0.290, 0); 

(c) ningún agujero es fisicamente posible; (d) ma*w?/12 
7.109 358 J 


7.111 0.339 = w2 — 1.330,0, + 2.03 ož 


7.113 Algunos valores de comprobarión son: 


vo o o o 
a$ = [1?, 913), (45°, 0.842), y (80°, 0.031) 


Capitulo 8 


EI ofh 

8.1 0, = E ns 34 para kç = fira- > 

8.3 mÊ?Ë + ka?0 — mg/0 = 0; 2r fe ME 
ka? — mgl 


8.5 /2k/[l2mx?) 8.7 40.0 pie 


8.9 La respuesta se da en el problema. 
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8.11 3 T 
Mer 2m? 


8.13 (a) 0.278 pie (b) 0.876 s (c) 0.291 s 
8.15 (1) se mueve hacia la izquierda con 


xn, -o JE) 
k m 


(2) se mueve hacia la derecha con 


x= tuem (: -eos JE) 
k nm 


(3) se mueve hacia la izquierda con 


se detiene finalmente enpgm/k a la izquierda de la 
posición indeformada. El tiempo en cada intervalo es a /m/k, 
y la distancia recorrida total = 24 ugm/k. 


8.17 0,107 $ 
Liv 7 
8,19 (a) Trabajo = f Pvt|0(t)] dt = 
o j s 
a 1 v wL v? wL Se v? 
(2271) e r oT cos += | 


(b) que concuerda con T + e. 


21 
8,21 7 Vig’ + ka?]m 


b? 
8.23 8 (lb - s)/plg; 8 veces mayor 0,e7 (1 + 100t); 
0.0628 s 
8.25 Sí, ocurren periódicamente. (Comience con 
x = Ae t“=t senfw,t — (p) e investigue cuando $ = 0) 
8.27 (a) 0.109 plg.; (b) 1.36 rad, o bien 78.1”, con x 
atrasada respecto a y 
8.29 xlt) = 0.51 — (1 + 100t)e7*%%] plg 
8.31 la] x = 0.025 cos 100t — 0.0269e” 26: 

+ 0.0019e7??* plg 

[b] x = 0.025 cos 100t — e” 5% . 
(0.0144 sen 86.6t + 0.025'cos 86.61] plg 


(cc)? + (2K)? 
(2k — mu?)? + (cc)? 
Ed cmu? ] , 
nin a [ares 
radicando es < 1siw > Lo, y para esas w’, el radi- 
cando es más pequeño para los valores menos de c. 


8.33 — Yw? sen(cwt — q), 


0.35 wAlviv/g — W, en donde W es el peso del tanque 
más el líquido. 


8.37 Q,/Q = [1 + cos 0)/2; Q,/Q = [1 — cos 6)/2 
8.39 qlu — v) + fu 

8.41 MP/(M + qt]? 8.43 24801 lb 

8.45 (a) 0.553 pie/s?; (b) 328 + lb 

8.47 (a,c) La respuesta se da en el problema. 


Ib] 4.95 228 
k, 


o 
8.49 La respuesta seda en el problema. 


8.51 vit) = —gt + v,In[mo/(mo — ptl], válida hasta 
que el combustible se agote. 


Mo pt 
i = —gt?/2 + v| [| — — t ] In +) 
8.53 x|t) gt +v ( F ) ( > 


(sen u — u cos a) 


Vierminal 7 =a = F ln(1 FA fl: ) 
8 m , vemo i ] 
Xierminal = gy tog M — flln(1 —f) +4 


8.55 (a) v = V2gx73; [b] a = g/3; 

(c) Se pierde energía mecánica (por calor, deformación, 
vibración, etc.) cuando los eslabones se juntan con la parte 
caída de la cadena. ; 

8.57 Las respuestas se dan en el problema. 
8.59 (b) Las respuesta se dan en el problema. 
8.61 La respuesta se da en el problema. à 
8.63 Respuesta dada en el problema. (Use las leyes de 
Kepler.) 

8.65 1.67 x 10° mi : 

8.67 107 min. No se requiere suponer que no hay resisten- 
cia del aire en esta ocasión. 

8.69 4320 mi; 583 mi y 137 mi 


8.71 r es de 3620 mi y esto es < FTięrra 


8.73 La respuesta se da en el problema. (Aísle el 
radical y elévense al cuadrado ambos miembros.) . 


.8.75 La respuesta se da en el problema. 


8.77 0.00530 V GM mi/h 8.79 5960 mi; 77.5° 
8.81 Respuesta dada en el problema. 


8.83 No; 4980 mph 8.85 GMm|n — 1)/(2Rn) 
8.87 104 mi/h 


Apéndice A 


A.1 (a) (lb - pie?)/slug?; (b) N © m?/kg? A.3 143 N 
A.5 (a) 0.456 (slug » pie)/s ; (b) 2.03 kg - m/s 

E ¿No 
A.7 (al 31 =L (5) i 
[b] 6.61, usando g = 32.17 pie/s? 


, 1 f 
w= 2m( 1 + z) rad/dia, Y FTierra = 3960 mi 
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cantidad de movimiento, 106 
impulso, 106 
resorte, 45, 304 

Longitud de arco, 44 

Lunisolar, precesión, 482 


M 


Masa, 68 

centro, 59 

movimiento del «centro de, 68 
Marco de referencia, 3 * 
Marco de referencia, 3 

plano, 130 
Marco de referencia newtoniano, 58- 
Marco de referencia móviles, 196 
Matriz de rotación, 424 
Metro 
Momento 


de fuerzas y pares externos, 60 


Índice, 585 


de inercia, 220 ° 

de la cantidad de movimiento, 121 
**Mover”” una derivada, 388 
Movimiento armónico simple, 513 
Movimiento rectilíneo, 7 
Movimiento libre de momento, 483 

N 

Nutación, ángulo de 482 
Newton, 1., 58 
Newton 

ley de la gravitación de, 87, sar 

leyes de, 58 
Newton, unidad de fuerza, 555 
Normal unitaria principal, 47 
Newton-Raphson, método de 563 


10) 


Orbita, 540 

apogeo, 540 

excentricidad, 542 

perigeo, 540 

periodo, 540 
Orbita circular, 543 
Orientación de un cuerpo rígido, 131, 132 
Ortogonales, componentes, 3 
Ortogonalidad de los ejes principales, 456 


Par, trabajo de un, 300, 301, 307, 504 
Partícula, 2, 58 f 
energia cinética de una, 94 
cantidad de movimiento de una, 106 
Percusión, centro de, 355 
Perigeo, 540 
Período 
natural de vibración, 513 
órbita, 546 
Pie, 555 
Pivote, 150 
Plano, movimiento 
ecuaciones de (cuerpo rígido), 239 
Precesión 
directa, 485 
giroscópica, 482 
lunisolar, 482 
retrógrada, 485 
Precesión estable, 482 
Precesión directa, 488 
Precesión retrógrada, 485 
Principio 
de acción y reacción, 69 
del impulso y cantidad de movimiento angula- 
res, 336 i 
del impulso y cantidad de movimiento, 107, 352 
del trabajo y energía cinética, 503 
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` vector unitario normal, 47 
Principales 

ejes de inercia, 465 

momentos de inercia, 465 
Productos de inercia 

teorema de los ejes paralelos, 232 
Propagación de ondas, 120 
Proyectil, movimiento de un, 70 
Polares, coordenadas, 31 
Posición, vector de, 5 
Poisson, ecuaciones de, 424 
Potencia de fuerzas y pares, 300, 503 


R 


Radio 
de curvatura, 47 
de giro, 230 
Radio de giro, 230 
Rapidez, 6 
Rapidez angular, 133, 134 
Rapidez de aceleración, (jerk), 54 
Rapidez de variación 
de la energía cinética, 300, 502 
del trabajo de un par, 301, 503 
del trabajo de una fuerza, 94, 301, 503 


* Reacciones dinámicas en cojinetes (chimaceras), 284 


Resonancia, 522 
Resorte, lineal 
módulo, 95 
trabajo hecho por un, 304 
Resultante 
fuerza, 59, 238 
momento, 60, 238 
Reynolds, teorema del transporte de, 531 
Robot, 386 
Rodamiento, 167 


` Rotación, 481 


Rotación de cuerpos desbalanceados, 283 

Rotación de ejes (transformación de las propieda- 
des de inercia) 440 

Rotación respecto a un eje fijo, 240 


Satélite, 87, 429 

Segundo, 555 : 

Serret-Frenet, fórmulas de, 54 
SI, unidades, 555 

Solución complementaria, 520 
Solución particular 

Slug, 555 


T 


Trabajo 
del centro de masa, 319 
de una fuerza, 94, 300, 503 
y energia cinética, 301, 503 
de un par, 300, 503 
Traslación, 147, 239 
Transformación de las propiedades de inercia, 437 
Trayectoria balistica, 70 
Trayectoria de un punto móvil, 5, 44 
Teorema de Chasles, 424 
Teorema de los ejes paralelos, 227, 232, 437 
Tierra 
movimiento cerca de la superficie, 401 
órbita alrededor del sol, 430 
satélites geosincrónicos, 429 
Truesdell, C., 58 


Unidades, 555 
v 


Valores propios (eigenvalores), 446 
Vector binormal unitario, 54 
Vector 
derivada de un, 2 
derivadas en diferentes marcos de referencia, 
196, 376 : 
Vectores propios (eigenvectores), 446 
Vector tangente unitario, 46 
Velocidad angular, 133, 134, 375 
diferenciación de, 378 
propiedades de 379 
simple, 378 
teorema de la adición, 376 
Velocidad, 5 
angular, 134, 375 
componentes, 39 
en diferentes marcos de referencia, 196, 391 
de puntos en un cuerpo rígido, 135, 404 
radial y transversal 
Velocidad angular simple, 378" 
Velocidad relativa, 196, 391 
Vertical local, 400 
Vibración, 512 
.aislamiento, 524 
amortiguada, 515 
forzada, 520 
libre, 512 
permánente, 521 
Vibración libre, 512 
Vibración permanente, 521 
Vibración forzada, 520 
Volumen de control, 531 


